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Vorwort. 


Als der Verlag an den Unterzeichneten mit der Anregung 
-herantrat, die Herausgabe von Pascals Repertorium 2u_tiber- 
R ‘nehmen, war der erste Teilband bereits seit mehr als zw6lf Jahren 
= € erschienen. Auch der Plan des Ganzen lag seit langem fest, doch 
war seine Ausfiihrung durch mannigfache “Schwierigkeiten, mehr: 
, fachen Wechsel der Herausgeber und Mitarbeiter, dann durch die 
© Hemmungen der Kriegs- und Inflationszeit nur sehr ungleich- 
zx maBig gefordert worden: neben Beitriigen, die im Reindruck fertig 
__ vorlagen, standen andere in Fahnenkorrektur, wihrend etwa die 
* Halfte noch vollig ausstand und die dafiir friiher gewonnenen 
> Mitarbeiter sich zerstreut hatten. 

Nur mit mancherlei Bedenken konnte ich an den Versuch 
herangehen, diesen Torso zu einem abgerundeten Ganzen zu ver- 
vollstandigen. Die nihere Kenntnisnahme des bereits vorliegenden 
Stoffes indessen brachte mich zu der Uberzeugung, daB es ein 
schwerer Schaden fiir das mathematische Publikum sein wiirde, 
wenn die wertvolle Arbeit dieser reizvollen, meist monographisch 
in sich geschlossenen Darstellungen verloren gehen wiirde. Die 

_ treue Mitarbeit der bisherigen und die freudige Zusage der neu 
gewonnenen Autoren erméglichte es, trotz aller Schwierigkeiten 
das Ganze nun doch noch zu einem Ende zu fithren, das dem ur- 
spriinglichen Plane fast ungeiindert entspricht, wobei aber die 
Entwicklung doch bis zu dem jetzigen Stande der Wissenschaft 
geftihrt werden konnte. 

Von der Absicht, die ausstehenden Beitrage in einem SchluB- 
band zu vereinigen, mu8te abgegangen werden; sollten die ein- 
zelnen Autoren nicht gar zu sehr in ihrer persénlichen Dar- 
stellungsform beeintriichtigt werden, so durfte die durch auBere 
Griinde gebotene Kiirze nicht iiber ein gewisses Maf hinaus er- 
zwungen werden. Somit war es nétig, den vorliegenden Stoff in 
zwei Teilbinde I, und J, zu zerlegen, wobei in den vorliegenden 
Band I, — aus sachlichen und drucktechnischen Griinden — alles 
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der Analysis gehért, insbesondere die analytischen Funktionen, 
wihrend der SchluBband I, die ,modernen“ Entwicklungen, die 
»reellen Funktionen“ enthalten wird. Da8 dabei einige Gegen- 
stinde, insbesondere die Differentialgleichungen, in beiden Banden 
auftreten, ist vom Standpunkte einer systematischen Anordnung 
za bedauern, aber bei der von mir vorgefundenen Sachlage nicht 
gut zu vermeiden gewesen. 

Es war in Aussicht genommen, die Teilbinde I, und I, 
gleichzeitig hinausgehen zu lassen, schon weil erst beide zn- 
sammen zeigen, was die Herausgeber der zweiten Auflage des 
Repertoriums erstrebt hatten. Leider ist dies nicht médglich, da 
ein Mitarbeiter, auf dessen Beitrag seit Jahren gerechnet werden 
durfte, im letzten Augenblicke ausgeschieden ist. Es ist indessen 
mit Sicherheit zu erhoffen, da8 auch der fehlende Band, der schon 
jetzt fast vollstindig gedruckt vorliegt und dessen Anordnung dem 
Inhaltsverzeichnis des vorliegenden Bandes angefiigt ist, in Kiirze 
erscheinen kann. 


Hannover, Marz 1927. E. Salkowski. 
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Kapitel X. 


Gewohnliche Differentialgleichungen und Differenzen- 
gleichungen. 


Von A. Guldberg in Christiania. 


§ 1. Definitionen, Existenz der Lésungen. 


Jede Relation zwischen einer unabhingigen Veriinderlichen 
x, einer Funktion y(a) dieser Veriinderlichen und ihren Ab- 
leitungen bis zur n°" Ordnung wird eine gewihnliche Differential- 
gleichung n®” Ordnung genannt. Wenn m Relationen zwischen 2, 
den m Funktionen y,,...y,, dieser Verinderlichen und ihren 
Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung vorliegen, so ist 
dies ein System von m gewodhnlichen Differentialgleichungen. 

Eine Relation zwischen den unabhingigen Veriinderlichen 
%,...%,, den Funktionen y,...¥y,, dieser Verinderlichen und 
einer endlichen Zahl ihrer partiellen Ableitungen nach den x 
heiBt eine partielle Differentialgleichung. Hine Gesamtheit solcher 
Relationen heift ein System von partiellen Differentialgleichungen. 

Ein System von Ditferentialgleichungen integrieren oder auf- 
lésen, heift: alle Funktionen y,...y,, bestimmen, die diesem 
System Geniige leisten. 

Jedes System von gewoéhnlichen Differentialgleichungen kann 
ersetzt werden entweder durch eine Gleichung 


: d”y dy Oe aby 
(1) HY F(2, 9 i a—1 


oder durch ein System von Gleichungen 1. Ordnung, die nach 
den Ableitungen aufgeldst sind: 

d 
(2) SE = fie, %-- Yn)» @=1,2,...,”) 
wo die f, gegebene Funktionen von x, y,...¥y, sind. Die Zahl 


nm heiBt die Ordnung des Systems (siehe § 5). 
Pascal, Repertorium. I. 2. 2. Aufl. 34 
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Wenn ein System von Funktionen y,... y, von ” Konstanten 
abhingt, so kann man durch Elimination der Konstanten aus 
den Funktionen und ihren Ableitungen ein System (2) ableiten, 
dem die vorgelegten Funktionen gentigen. Umgekehrt besitzt ein 
System (2) immer Lésungen, die von » willktirlichen Konstanten 
abhingen. Genauer ausgedriickt: Das System (2) gestattet eine 
und nur eine Lisung y,(”)...y,(#) von der Art, daB die Funk- 
tionen y, fiir einen vorgegebenen Wert # = a, willktirlich vor- 
geschriebene Werte y,° annehmen. Dieser Satz wurde von den 
Mathematikern des 18. Jahrhunderts als unmittelbar klar hin- 
gestellt, aber alle Beweise desselben fehlten, und die Bedingungen, 
denen die f, gentigen muBten, blieben zu priizisieren. Cauchy hat 
zuerst diese Liicke ausgefillt und dadurch der allgemeinen Theorie 
der Differentialgleichungen eine sichere Grundlage gegeben. Seit- 
dem sind Cauchys Existenzbeweise vielfach neu bearbeitet und 
dabei teils vereinfacht (Lipschitz, Lehrbuch d. Analysis, 8. 504 
(1880); Volterra, Giorn. di. mat. 19, 333 (1881)) in bezug auf die 
fiir die f, erforderlichen Bedingungen und teils erweitert (Picard, 
Traité 2, 291sq.; Painlevé, Bull. soc. math. 27, 151 (1899)) in 
bezug auf die Konvergenzgebiete der fiir die Lésungen benutzten 
Reihen. Die Existenzbeweise lassen sich ihrer Methode nach in 
drei Gattungen einteilen: 

1. Methode der Potenzreihenentwicklungen und Verwendung 
des Calcul des limites mit einer Majorante. 

2. Interpolationsmethode, bei der die Differentialgleichung 
naherungsweise als Differenzengleichung aufgefaSt wird. 

3. Methode sukzessiver Approximation. 

Alle drei Methoden gehen auf Cauchy zurtick. Bei der 
Methode des Calcul des limites wird das System (2) als ana- 
lytisch vorausgesetzt, die f, als holomorphe Funktionen der Ver- 
anderlichen. Bei der zweiten Methode wurde von Cauchy voraus- 
gesetzt, daf die f, und ihre ersten Ableitungen = reelle ein- 
deutige stetige Funktionen der reellen Worintertehen seien; diese 
Bedingungen sind yon Lipschitz (a. a. 0.) erweitert worden. 
Bei der dritten Methode sind die Lipschitzschen Bedingungen 
fiir die f; maBgebend. Beide Methoden lassen sich auf komplexe 
Variablen tibertragen, die f; werden dann als holomorphe Funk- 
ha der Vertinderlichen vorausgesetzt (vgl. Painlevé, Enzykl. 
2, 190ff.). Vgl. Stickel, Math. Ver. 15, 576 (1906); 16, 279 
(1907). 

Untersuchungen der Lisungen in der Umgebung singulirer 


§ 1. Definitionen, Existenz der Liésungen, 531 


Punkte der f, verdankt man Briot und Bouquet, J. é. polyt. 
21, 161 (1856), Picard, Traité d’an. 3, 23, 61, Poincaré, 
Thése, 1879, Koenigsberger, Lehrbuch d. Th. d. Diff. Gl. 1889, 
Bendixon, Stok. dp. 1898, Horn, J. f. Math. 116—119 (1896 
—98), Lindeldf, Acta Fenn. 22 (1897), Roy, OC. R., Jan. 1899, 
Kneser, J. f. Math. 115, 308 (1895); 118, 186 (1897), Birke- 
land, Arch. Math. og Nat. 30, 1 (1909), Boutroux, Rend. 
Palermo 29, 265 (1910). 

Unter dem aillgemeinen Integral des Systems (2) versteht 
man eine Lésung 


(3) Y;, = 9; (2, Pein iW) (@=1,..n) 


die von  willkiirlichen Konstanten a,...a, abhingt. 

Cauchy (C. R. 2, 85 (1836)) und Jacobi (J. f. Math. 23, 
119 (1841)) haben gezeigt, daB die Integration von (2) mit 
der Integration der homogenen linearen partiellen Differential- 
gleichung j 


t=n 


oF oF 
(4) APs Get Dil) 54, = ° 


-Squivalent ist Man weiB seit Lagrange (Berl. nowy. mem. (1779) 
121), daB die Auflésung der Gleichungen (3) nach den Kon- 
stanten ein Fundamentalsystem von Liésungen von (4) gibt, d. h. 
ein System von » unabhiingigen Lésungen dieser Gleichung. Um- 
gekehrt erhalt man das allgemeine Integral von (2), indem man 
nm Funktionen 2, (2, 4... + Yq) +++ %,(@y Y1+++ Yn), die ein Funda- 
mentalsystem von (4) bilden, willkiirlichen Konstanten gleichsetzt 
(vgl. Kap. XI). Erstes Integral oder Integral ohne Beiwort von 
(2) heiBt jede Gleichung, die man erhilt, indem man eine Lisung 
von (4) einer willkiirlichen Konstante gleichsetzt. Die Differential- 
gleichung n”” Ordnung (1) wird auf ein System n”” Ordnung 
zuriickgefiihrt, indem man 

dy arr: 
(5) Ys Gg Mae get Me 
setzt. 

Ein erstes Integral von (1) wt also eine Relation 
O(a,y,y’...y-) =a, die von jeder Lésung von (5) fiir einen 
entsprechenden Wert der a erfiillt wird. Das allgemeine Integral 
von (1) ist definiert durch eine Relation y (a, y, a... a,) = 0 
und stellt folglich eine Familie von oo” ebenen Integralkurven 
vor. Ein partikuldres Integral von (1) erhaélt man aus dem 

34* 
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allgemeinen, indem man den Konstanten spezielle Werte beilegt. 
Ein singuldres Integral von (1) ist ein Integral, das nicht aus 
dem allgemeinen Integral durch Partikularisierung der Kon- 
stanten hervorgeht. 


§ 2. Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Die Falle, in denen man eine Differentialgleichung auf 
Quadraturen reduzieren kann, sind auBerst selten und miissen 
als Ausnahmen betrachtet werden. Wir fiihren hier einige der 
wichtigsten Fille an, in denen die Integration einer Differential- 
gleichung 1. Ordnung auf diese Weise gelingt. 

Die Differentialgleichung 


(1) Mdx + Ndy =0, 


wo M und N Funktionen von x und y sind, heibt eine exakte 

Differentialgleichung, wenn die linke Seite der Gleichung ein voll- 

stindiges Differential dU (a, y) ist. Die Bedingung dafiir ist 
OM ON: 

(2) -% 


oy On 


In diesem Falle erhalt man das Integral unmittelbar aus der 


Formel pare 
fata +{(w- oS 2) ay = const. 


Zerfillt die Bedingung (a) in die folgenden zwei 


so sind die Variablen getrennt. 

Wenn Mdzx + Ndy nicht ein vollstindiges Differential ist, 
so gibt es immer einen Integrationsfaktor oder Multiplikator w 
von der Higenschaft, daB w»Mda+uNdy=dU(a, y) ist 
(Euler, N. Comm. Petr. 8, 3 (1760)). 


Der Multiplikator « gentigt der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichung 


Ou a Ou ON OM 
(b) M N55 (Ge — gy) 79: 

Es gibt unendlich viele integricrende Faktoren. 

Kennt man einen von ihnen uw, so sind alle anderen in der 
Form uf(U) enthalten, in welcher dU = ulda + uNdy. 

Sind zwei verschiedene Integrationsfaktoren uw, uw’ bekannt, so 
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hefert thr Verhiiltnis, wenn es einer Konstanten gleichgesetzt wird, 
das Integral der Gleichung. 

Die Integration der Gleichung (b), die wu bestimmt, ver- 
langt im allgemeinen die Integration der Gleichung (1), von 
welcher w ein Integrationsfaktor ist. Es gibt aber eine Reihe 
besonderer Faille, wo man w direkt bestimmen kann; die wich- 
tigsten sind die folgenden: 

Wenn eimer der beiden Ausdriicke Mu+ Ny und Ma— Ny 
identisch verschwindet, so ist der reziproke Wert des anderen ein 
Integrationsfaktor der Gleichung Mdx + Ndy = 0. 

Wenn keiner dieser beiden Ausdriicke verschwindet, so ist 
Sot em Integrationsfaktor der Gleichung Mdx + Ndy =0, 
sobald M und N homogene Funktionen von x, y von demselben 
Grad sind, und see em Integrationsfaktor, sobald die Glei- 
chung (1) auf die Form F,(ay)yda + F,(ay)ady = 0 gebracht 


werden kann (Boole, Diff. equ., p. 63). 


jeu ONY. a rey 
Wenn W ee — 4) eine Funktion (a) von x allein ist, 


SO ist w= ot eae vin Integrationsfaktor. 
Die lineare Gleichung 


d 
Fe ay 
wo P und Q Funktionen von # sind, hat den Integrations- 


faktor u = e ee The Integral ist 
y= anos (fel? Qax + const.) : 


1/eN aM . ee 
Wenn sr ( am a eine Funktion w(y) von y allein ist, 
Se@eay 


so ist w= e ein Integrationsfaktor. 

Untersuchungen iiber Differentialgleichungen, die gegebene 
Integrationsfaktoren besitzen, finden sich bei Malmsten (Journ. 
de Math. (2) 7, 314 (1862)), Winckler (Wien. Ber. 99, 457, 
875 (1890)), Laguerre (Gwres 1, 409). Fiir die Methode von 
Lie vgl. Kap. XIII, § 5. 

Die bereits oben besprochene Gleichung Mdx + Ndy = 0, 
bei der / und N homogene Funktionen von a, y von demselben 


Grad sind, hei8t homogen; setzt man a =, so bringt man sie 


leicht auf die unmittelbar integrierbare Form 
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N (1, 2) 
e+ eaten 


Die Gleichungen von der Form 


dy ax+tby+e 
dx =z Fee) 


mit der Determinante 


an 


+0 


werden auf den Typus der homogenen Gleichung gebracht, in- 
dem man 


actbyte=a2, datbyto=y 
setzt, WVerschwindet aber die Determinante, so wird 
azt+tv0yt¢=m(ax+by+e)+n, 


und man erhilt, wenn man die Variable #’ allein an Stelle von 
x einfiihrt, eine Differentialgleichung, in der die Variablen ge- 
trennt sind. 

Die Jacobische Gleichung (J. f. Math. 24, 1 (1842); Dar- 
boux, Bull. soc. math. (1878) p. 72) 


(A + A’a + A” y) (xdy — ydx)—(B + Ba + B’y) dy 
+(C+ Cx + C’y) dz = 


reduziert sich mittelst der Substitution 


ee ay Fe el BO 
a+ petyy ’ ow Be + yy 
auf eine homogene Gleichung; die «, B,... sind niher zu be- 


stimmende Konstanten. 
Die Bernoullische Gleichung 


dy 
qe yt OY; 


in welcher P und Q Funktionen von x sind, wird in eine lineare 
Gleichung durch die Substitution y1-™ = zg verwandelt. 


Die Riccatische Gleichung vgl. Study, Arch. Math. Phys. 
16, 113 (1910)) 3 _ 


“Y _ P(x)y? + Q(a)y + R(2) 
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verdankt ihren Namen dem speziellen Falle: 
= + by? = ax™ (a, b Konstante), 


der von Riccati (Acta erud. (1722)) untersucht wurde. Diese 
letztere Gleichung 1&8t sich durch elementare Funktionen inte- 


‘ 4k ; rs ; 
grieren, wenn m = — 75 (kK eine ganze positive Zahl) ist. 


Die allgemeine Riccatische Gleichung lift sich nicht durch 
Quadraturen integrieren. Sie hat interessante Higenschaften: 

1. sie laBt sich auf den Typus der Bernoullischen zuriick- 
fiihren, wenn man ein partikulires Integral w von ihr kennt 
und y=u-+v setzt, wo v die neue unbekannte Funktion ist; 

2. das allgemeine Integral hat die Form 


__ €p(*) + (2) 
I~ ¢4(@) + o(@)’ 


wenn c die Integrationskonstante bedeutet; m. a. W. das Doppel- 
verhdlinis von wgend vier partikuldren Integralen ist konstant 
(Picard, An. éc. norm. (1) 6, 341 (1877); Weyr, Prag. Abh. 
(6) 8, 30 (1875)); 
3. mittels der Substitution 
1 dlogz 
R daz 


wird sie zu einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung. 
Ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung in unaufgeléster 


Form 
F(a, Y,; y) =0 


gegeben, so mu8 man sie im allgemeinen erst nach y’ auflésen. 
Man vermeidet dieses oft durch die folgende Methode, die man 
Integration durch Differentiation nennt. 

Man bilde die drei Gleichungen: 


, OF OF Cie, 
F(z,y,y) =9, eae ny ee 
dy —ydz=0 


und eliminiere aus denselben y und dy. Man erhilt dadurch 
eine Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen « und y’ von der 


Form sa = f(x,y’), sucht ihr allgemeines Integral »(#,y’, a) =0, 


und hat dann y’ zwischen F = 0 und g = O zu eliminieren. 
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Diese Methode fiihrt zum Ziele bei der d’Alembertschen 
Gleichung E 
apy’) + yy’) + oy) = 9, 


die auf diese Weise in eine lineare Gleichung iibergeht. Ein spe- 
zieller Fall ist die Clairautsche Gleichung: 


y — ay + ply’) =0 
mit dem allgemeinen Integral 

y—ax+ g(a) =0. 

Lagrange (Hwres 10, 220) hat ferner gezeigt, daB 
Gleichungen von der Form 
F(UG, Y; y); Vu, y, y’)) =U 

unmittelbar integrabel sind, wenn U und V zwei erste Integrale 
einer Gleichung 2. Ordnung sind. Ihr allgemeines Integral er- 
gibt sich durch Elimination von y’ zwischen U=a, V=b, 
wo man F’'(a,b) =O hat. Die Bedingung, der U, V geniigen 
miissen, ist 


ro = BPGE 4 ¥ 92) Ge + v8)] 0 


Gleichungen vom Typus 
z= ply’) 


werden integriert, indem man y’ aus ihnen und aus 


Be fi y' 9 (y') dy’ + const. 
eliminiert. 
Gleichungen vom Typus 


y= oy) 
werden integriert, indem man y’ aus ihnen und aus 


L == J ee dy + const. 
eliminiert. 


Wir betrachten eine algebraische Differentialgleichung 
zwischen %, y, y': 


(a) F(a, y, y’) =0. 


; Man erhalt die singuliren Iniegrale oder Lisungen von F = 0, 
indem man die Bedingung dafiir aufstellt, da die Gleichung () 


e 
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in y’ eine mehrfache Wurzel besitzt. Man hat also y zwischen 
i or 

Pax F(z, y,y') =0, Aa 

zu eliminieren. : Ti 

Man ist dann zu einer Relation 


geftihrt, die aus mehreren Kurven zusammengesetzt sein kann. 
Die singuliren Lisungen miissen (ew) gentigen; die Gleichung 
Q@ = 0 liefert aber im allgemeinen keine so beschaffene Funktion 
y von «, daB sie (a) befriedigt. Kine algebraische Differential- 
gleichung 1. Ordnung besitzt im allgcemeinen keine singulire Lisung. 

Die Kurve Q=0 ist im allgemeinen der geometrische Ort. 
der Spitzen und Doppelpunkte der Integralkurven der Gleichung («). 

Die singuldére Lisung ist, wenn sie existiert, die Hinhiillende 
der Integralkurven von (cc). 

Man erhilt auch die singulire Liésung von (ce), indem man 
von dem allgemeinen Integral von (a), das in der Form gefunden 
sein mége, 

(6) p(@, y, 4) =0 

ausgeht. Lagrange (Giwres 4,5) hat schon bemerkt, da8 diese 
Kurvenschar eine Einhiillende besitzt, welche die Gleichung (a) be- 
friedigt und eine singulare Lésung von (c) darstellt. Die singulire 
Lésung von («) ergibt sich also durch Elimination von a zwischen 
op 

Es scheint dann unter diesem Gesichtspunkt, daB eine Diffe- 
rentialgleichung 1. Ordnung im allgemeinen eine singuliire Lésung 
besitzt. Die Erklirung dieses Paradoxons liegt darin, da’ einer 
willktirlichen Differentialgleichung F(a, y, y’) = 0 nicht als all- 
gemeines Integral eine Kurvenschar (x, y, a) = 0 entspricht, 
auf welche man die Theorie der Hinhiillenden anwenden kann 
(vgl. Picard, Traité d’ Analyse 3, 44). 

Der Begriff des singuliren Integrals kommt schon bei 
Leibniz und Taylor vor; Clairaut und Euler stellen ihn 
in helles Licht. Lagrange (a. a. 0.) gibt eine erste ausfiihr- 
liche Behandlung der Frage. Der oben erwihnte scheinbare 
Widerspruch ist erst von Cayley (Mess. 2,17 (1873); 6, 29 
(1877) und Darboux (C. BR. 70,1332 (1870)) gehoben. Spitere 
ausfiihrliche Behandlung gaben Picard (a. a. O.), Hamburger 
(J. f. Math. 112, 205 (1893)) und Painlevé (Lecons sur la th. 
anal. des éq. diff, p. 49 (1897)). Vgl. die geschichtliche Dar- 
stellung yon Rothenberg, Abh. Gesch. math. Wiss. 20 (1907). 


g(a, y, a4) =0 und 
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§ 3. Differentialgleichungen hoherer Ordnung. 


Die allgemeinste Methode zur Integration einer Gleichung 
mn” Ordnung 
1) Fayy..)=Peyy...ye)y 
( + Q(x, y,y'...y"-?) =0 
besteht in der Aufsuchung eines ersten Integrals, das man dann 
ebenso behandelt usw. Man nennt die Gleichung (1) exakt, 
wenn F'dz ein exaktes Differential, d. h. das totale Differential 
einer Funktion U(a,y, y’...y@—») ist. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir ist, daB 

PTE Dina OCB i, Cenk eens 

dy dau dy | da*® by” da” oy” 

sein mu8. Die Auffindung eines ersten Integrals U = const. ist 
dann reduziert auf die Integration eines exakten Differentiales 
von (n+ 1) Variabeln (vgl. XI, § 4; vgl. Boole, Differential 
equations 222 (1872)). Wenn die Gleichung (1) nicht exakt ist, 
kann man mit L. Euler (Inst. calc. int. 2, 97) einen Multipli- 
kator (a, y, y'...y@-) von der Art bestimmen, daB MF da 
ein exaktes Differential wird. Euler hat hiervon mehrere An- 
wendungen auf Gleichungen 2. und 3. Ordnung durchgefihrt. 
Die interessanteste bezieht sich jedoch auf lineare Gleichungen. 
Suchen wir nimlich zu der linearen Gleichung: 


Do(a)Y + py (w)y@—Y +... +p, (@)y = 0 
einen Multiplikator M7, der nur von x abhingt, so muB er 


der ebenfalls linearen Gleichung gentigen (Lagrange, (uvures, 
need): 


: d in 
p,M — = (p,-1M) +---+(—1) — (pM) = 0, 


welche die zur gegebenen Gleichung adjungierte Differential- 
gleichung oder Lagrangesche Adjungierte genannt wird. 

Die partiellen Difterentialgleichungen, denen M geniigen mu, 
sind im allgemeinen sehr kompliziert. Hin anderes Verfahren zur 
sukzessiven Reduktion der Integration der Gleichung (1) ist von 
Guldberg (J. f. Math. 118, 158 (1898)) auseinandergesetzt. 

In einigen Fallen laBt sich die Ordnung der Gleichung (1) 
erniedrigen; wir fiihren die wichtigsten an: 

Die Gleichung hat die binomische Form 


y = f(a), 
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ihr allgemeines Integral lautet: 


ya fifo fr@ae + qe + qe to te, 


wo ¢,...c¢, Integrationskonstanten sind. 
Die Gleichung hat die Form 


LO eee 


CS Gaone 

fy) * 
kann man diese Integration ausfiihren, so bekommt man eine 
Gleichung von der Form y”~1 = @(a,c), deren Integration 


nm —1 weitere Quadraturen verlangt. 
Die Gleichungen vom Typus 


y = f(y) 


man erhilt hieraus 


geben, wenn man 


Ue ahors Ds VGA es | 
setzt, 


aw = [rear + const. 


x -(2 + const. 


Hat man zuerst p und dann y”~) als Funktion von x ge- 
funden, so ergibt sich schlieBlich y durch sukzessive Integrationen. 
Die Gleichungen, in denen eine der Variablen, z. B. y, nicht 
explizit auftritt, erhalten eine niedrigere Ordnung, wenn man y’ 
als Variable einfiihrt. 

Ist die Gleichung homogen in bezug auf y und seine Ab- 
leitungen, so fiihrt die Substitution «= e” zu dem eben er- 
wihnten Fall. 

Ist die Gleichung homogen in bezug auf x, y, da, dy, d*y,...d"y, 
so fiihrt ebenfalls die Substitution =e”, y= ve” auf diesen Fall. 

Liouville (Journ. de Math. (1) 8,134 (1844) hat gezeigt, daB 
das Integral der Gleichung: 


y” +f(a)y + e(y)y? = 
die Form 


feleo*ray Pal 0, fen I10%* aa 40, 


hat. 
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Jacobi (vgl. Boole, Diff. equat., p. 228) hat bewiesen, daB, 
wenn man ein erstes Integral y = g(a, y, c) der Differential- 


gleichung of =? f(a, y) 


kennt, das allgemeine Integral die Form hat: 


/% (dy — pda) = const. 


Differentialgleichungen héherer Ordnung kénnen wie die 
Gleichungen 1. Ordnung singuliére Integrale oder Lisungen be- 
sitzen, d. i. Integrale, die nicht aus dem gewdéhnlichen Integrale 
durch spezielle Wah! der Konstanten hervorgehen. Ihre Theorie 
ist behandelt von Lagrange (Gwores 4, 5, 585) und Le- 
gendre (Mémoires de V-Ac. Roy. des Sciences, 1790, p. 218); 
von spateren Arbeiten zitieren wir Goursat (Amer. J. of Math. 
11, 329 (1889)) und Hamburger (Berl. Ber. (1899) 140; J. f,. 
Math. 121, 265 (1900)). Wie bei den Gleichungen 1. Ordnung 
lassen sich die singularen Integrale sowohl aus der Differential- 
gleichung selbst wie aus ihren Integralgleichungen ableiten. 


§ 4. Die linearen Differentialgleichungen. 
Die Gleichung 
Py = po(z)y + py (a)y— +--+ +p, @)y = 9, 

in welcher die Funktionen p nur von x abhingen, heift eine 
lineare homogene Differentialgleichung n®” Ordnung. Eine lineare 
homogene Differentialgleichung heiBt nach Frobenius (J. f. 
Math. 76, 236 (1873); vgl. fiir den Begriff vollsténdig reduktibel 
Loewy, Math. Ann. 62, 89 (1906)) irreduktibel, wenn sie mit 
keiner linearen homogeuen Differentialgleichung von niedrigerer 
Ordnung und mit gleichartigen Koeffizienten (d. h. von demselben 
Rationalititsbereich) ein Integral gemein hat; anderenfalls heift 
sie fir den betrachteten Rationalititsbereich reduktibel. Ein 
Rationalitiitsbereich wird von irgendeinem derartigen vollstin- 
digen oder in sich abgeschlossenen System yon Funktionen der 
unabhingigen Variablen x gebildet, daB man die Funktionen des 
Systems unbeschriinkt untereinander addieren, subtrahieren, mul- 
tiplizieren und dividieren (ausgenommen der Division durch Null), 
sowie eine jede differentiieren kann, ohne hierdurch das vorgelegte 
Funktionensystem zu verlassen (vgl. Loewy, a.a. 0. 8. 90 : 

Die Higenschaften der linearen homogenen Differential- 
gleichung n** Ordnung bieten die gréfte Analogie zu denen der 
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algebraischen Gleichung n°" Grades. Wir werden einige von 
den wichtigsten hier anfiihren (vgl. L. Schlesinger, Handb. d. 
Th. d. lin. Diff.-Gi. (1905), mit ausgezeichnetem Literaturnachweis). 
Der Taylorschen Formel bei den algebraischen Gleichungen ent- 
spricht hier die Formel: 


OMe oxy ik RB ee 1 dz 
Be) = 22 yee 4 Pea gaa Oh alee na 
wo P’y, P’y...aus Py nach einem der Derivation ganz 


analogen Algorithmus abgeleitet sind. Kennt man eine parti- 
kuliire Lisung y, der Gleichung (1), so erméglicht diese Formel 
die Ordnungserniedrigung derselben um eine Hinheit. Gentigt y; 
zugleich den Gleichungen Py = 0, Py=0...P“y=0, m.a. 
W. sind y,, ~y,, x7y,,...a2*-*y, gleichzeitig Losungen, so er- 
niedrigt sich die Ordnung um & Einheiten; dieser Fall entspricht 
dem einer k-fachen Wurzel bei den algebraischen Gleichungen. 

Kennt man ferner & linear unabhingige partikulire Lé- 
sungen, so kann man die Ordnung der Gleichung um & Ein- 
heiten erniedrigen (Lagrange). 

Die Bedingung, da’ & Lisungen y,, y,...¥, linear wnab- 
hingig, d. h. durch keine homogene lineare Relation mit kon- 
stanten Koeffizienten verkniipft sind, ist, daB die Wronskische 
Determinante 


deg Metin Y, 
AY, Yo >>) = ‘ ‘ 


es RO i 


nicht identisch Null ist (vgl. S. 154). Hin System von » linear 
unabhiingigen Lésungen nennt man ein Fundamentalsystem 
(Fuchs, J. f. Math. 66, 121 (1866)). Lagrange (wvres 1, 
473) hat bewiesen, daB die allgemeine Liésung durch 
Eft HL an Coq --- si CrYn 

dargestellt wird, wenn y,...y, ein Fundamentalsystem bilden 
und ¢,...¢, Willkiirliche Konstanten sind. Die lineare Unab- 
hangigkeit der Lésungen eines Fundamentalsystems schlieBt nicht 
aus, daB zwischen denselben homogene Relationen héheren Grades 
bestehen. Es ist nur erforderlich, da& die Anzahl dieser Be- 
ziehungen héheren Grades <n — 2 sei (Fuchs, Acta Math. 1, 
321 (1882); Schlesinger, Diss. Berlin 1887; Wallenberg, 
J. f. Math. 113, 1 (1894)). 
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Aus zwei linearen homogenen Differentialgleichungen Ay = O 
und By =0 von den Ordnungen m und n(<m) von der Beschaffen- 
heit, dap alle Integrale der zweiten auch die erste befriedigen, kann 
man immer ohne Integration eine dritte lineare Gleichung Cy = 0 
von der Ordnung m—n bilden, so dap die Gleichung m* Ordnung 
in ewei andere von der Ordnung n und m— n zerlegt erschemt 
Ay = OBy (Uibri, J. f. Math. 10, 185 (1833)). 

Eine lVineare homogene Differentialgleichung Py = 0, die mit 
emer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung 
Qy =0 mit gleichartigen Koeffizienten ein Integral gemein hat, 
wird durch jedes Integral von Qy = 0 erfillt (Frobenius, J. f. 
Math. 76, 286 (1873)). 

Haben zwei lineare homogene Differentialgleichungen Py = 0, 
Qy = 0 mit gleichartigen Koeffizienten keim Integral gemeinsam, 
so gibt es eine lineare homogene Differentialgleichung Ny = 0 
mit gleichartigen Koeffizienten, deren Ordnung gleich der Summe 
der Ordnungen von Py = 0 und Qy = O ist und die durch alle 
Integrale von Py =O und Qy =O erfillt wird (Brassine in 
Sturm, Cours d’ Analyse 2, Note 3, p. 347, Ausgabe von 1868; 
Heffter, J. f. Math. 116, 157 (1896), Loewy, Math. Ann. 56, 
549 (1903)). Der lineare homogene Differentialausdruck Ny 
wird das kleinste gemeinsame Vielfache von Py und Qy genannt. 
Man setzt symbolisch 


N=APy, N=BQy, 


wo Ay und By lineare homogene Differentialausdriicke mit 
gleichartigen Koeffizienten bedeuten. Uber die Zerlegung eines 
linearen homogenen Differentialausdrucks in irreduzible Faktoren 
siehe Arbeiten von Frobenius, Landau und Loewy (J. f. Math. 
80, 326 (1875); 124, 117 (1904); Math. Ann. 62, 112 (1906)). 

Die lineare homogene Differentialgleichung Pz = 0 von 
n‘* Ordnung ist mit der linearen homogenen Differentialgleichung 
Qy = 0 von m** Ordnung mit gleichartigen Koeffizienten von 
derselben Art, falls man von den Integralen von Qy =O zu 
denen von Pz = 0 durch die Beziehung: 


a= a(a)y + yay +... + a, _s(@)ym—9 
tibergehen kann; die « gehdren zu demselben Rationalitatsbereiche 
wie alle Koeffizienten von Pz = 0 und Qy = 0. 
Gehoren von zwei linearen homogenen Differentialgleichungen 
derselben Ordnung die eine mit der anderen zu derselben Art, so 


sind sie gegenseitig von derselben Art (Fuchs, Berl. Sitzungsber. 
1888, S. 1274). 
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Ist eme lineare homogene Differentialgleichung irreduzibel, 
so simd alle linearen homogenen Differentialgleichungen, die mit 
thr von derselben Art sind, ebenfalls ausnahmslos irreduzibel und 
von derselben Ordnung (Fuchs, Berl. Sitzungsber. 1888, 8. 1274). 

Die lineare homogene Differentialgleichung mn” Ordnung, 
die ein gegebenes Fundamentalsystem von Lisungen y,... y, 
besitzt, 1léBt sich in Determinantenform darstellen, wobei die 
Koeffizienten p,(x) durch die Liésungen y,...y, ausgedriickt 
werden: 


Ces | 

a Oy eye Soo 
2) gs = DG Gis Yess. Py) 0, 

Yn Yn. Yn a9 ¥™ 


Speziell hat man die Formel von Liouville (Journ. de 
Math. (1) 8, 349 (1838)) 


= 
Bi (#)_ Mog AY, Yo-++ Yn) «= 
Py (&) dx A 
Die Determinante A(y,y....¥,) gentigt also einer linearen 


homogenen Differentialgleichung 1. Ordnung. Ferner geniigen alle 
aus denselben m Zeilen von A entnommenen Minoren einer und 
derselben linearen homogenen Differentialgleichung und bilden 
von ihr ein Fundamentalsystem von Lisungen; ersetzt man die 
m Zeilen durch m andere, so erhilt man Gleichungen derselben 
Art; die Gleichung, die A(y,y,...Y,,) gentigt, heiBt die (% — m)'® 
Assoziierte von Py =O (vgl. Schlesinger, a. a. O. 2 I, 125, 
Loewy, Trans. Amer, M. 8S. 5, 61 (1904)). Jacobi hat ge- 
zeigt, daB die erste Assozilerte in naher Beziehung zu der 
Lagrangeschen Adjungierten (vgl. § 3) steht. 

Auch die Galoissche Theorie (vgl. Kap. V, § 12) der 
algebraischen Gleichungen hat ihr Analogon in der Theorie der 
linearen homogenen Differentialgleichungen. Das allgemeinste 
Fundamentalsystem ¥,, Y, -.-¥Y, der Gleichung (1) 14Bt sich aus 


einem speziellen y,,...¥, durch die Gleichungen: 
k=n 
i= Dorel @=1,...,n) 
k=1 


ableiten, die die allgemeine lineare homogene Gruppe G (vgl. 
S. 222) definieren. Diese Gruppe spielt hier dieselbe Rolle 
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wie die Gruppe der Vertauschungen von » Buchstaben fiir die 
algebraische Gleichung n‘" Grades (vgl. 8. 298). 


Die Quotienten Pk sind als Funktionen der y und ihrer 


0 
Ableitungen Differentialinvarianten (vgl. Kap. XII, § 3) der 
Gruppe G, und jede mit den y und thren Ableitungen ge- 


bildete Differentialinvariante von G ist Funktion der Pe wd shrer 


Po 
Ableitungen allein (Appell, Ann. éc. norm. (2) 10, 400 (1881)). 

Hiner linearen homogenen Differentialgleichung n“* Ordnung 
mit rationalen Koeffizienten entspricht eine Untergruppe I” der 
allgemeinen homogenen linearen Gruppe in » Veriinderlichen mit 
folgender Doppeleigenschaft: Jede rationale Funktion V von 
Y,-+-Y, und ihren Ableitungen, die eine rationale Funktion von x 
ist, dindert bei allen Transformationen von I’ ihren Wert nicht. 
Jede rationale Funktion von y,...Y, wnd ihren Abieitungen, die 
bei den Transformationen von I ihren Wert nicht dndert, ist eine 
rationale Funktion von x (Picard, C. R. 96, 1131 (1883); Traité 
d’ Analyse 3, 531; Vessiot, Ann. éc. norm. (3) 9, 197 (1892), 
vgl. Loewy, Math. Ann. 65, 129 (1908)). 

Diese Gruppe heiBt die Transformationsgruppe oder Ratio- 
nalitdisgruppe der Gleichung. Durch eine solche Gruppe I ist 
jede Gleichung charakterisiert. Hine lineare homogene Differential- 
gleichung ist dann und nur dann durch Quadraturen integrier- 
bar, wenn ihre Rationalitdtsgruppe eine integrable Gruppe ist 
(vgl. Kap. XIII; Vessiot, a. a. 0.). 

Die allgemeine lineare homogene Differentialgleichung n®” Ord- 
nung fir n>1 ist nicht durch Quadraturen integrierbar (Vessiot, 
a. a. 0). 

Durch algebraische Funktionen integrierbar ist eine lineare 
homogene Differentialgleichung dann und nur dann, wenn ihre 
Rationalitétsgruppe nur eine endliche Anzahl von Transformationen 
enthilt (Vessiot, loc. cit.). 

Hat die Gleichung (1) konstante Koeffizienten, also die Form: 


Py =y + ay?) + ay?) +... a,y =0, 


wo die a Konstanten sind, so lift sie sich durch elementare 
Funktionen integrieren. Setzt man 


f(@) = a" + a, a9! 4 On 
und bezeichnet m eine Konstante, so hat man 


P(e™*) = e™*f(m), P’ (e™*) = e™™F"(m),... 
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Jede Wurzel m der charakteristischen Gleichung f(a”) = 0 
gibt eine Lisung y = ¢”*, und jede k-fache Wurzel & Lisungen 
e”*, xem", ... ak—1e™*_ Die so erhaltenen m Lisungen sind linear 
unabhingig (Euler, Misc. Ber. 7,193 (1743), @Alembert). Sind 
die Koeffizienten reell, so kann man die 2k Partikularlésungen, 
die zwei konjugiert-komplexen k-fachen Wurzeln m = a + Bi der 
Gleichung f(x) =0 entsprechen, durch Lésungen der reellen Form 


a e** cosBa, wv e** sinBax (h=0,1,2...k—1) 
ersetzen. 

Lineare homogene Differentialgleichungen von der Form 
(a+ dalty”) + A(a + bayty"—9 4 Bla + bay 2ye—9 
4+..-+Ly=0, 
wo die a, b, A, B... LZ Konstanten sind, reduzieren sich durch 
die Substitution a+ bx =e’ auf eine lineare Gleichung mit 

konstanten Koeffizienten. 
Eine andere Klasse linearer Gleichungen, die sich durch 
elementare Funktionen integrieren lassen, hat Halphen (€, R. 


92, 779 (1881)) angegeben. Liouville (Journ. de Math. 6, 
5 (1841)) hat gezeigt, daB die Gleichung 


y” + hy’ + BPD 


wo & eine Konstante, n eine ganze Zahl ist, sich durch ele- 
mentare Funktionen integrieren lasse. 

Die nicht homogene ‘lineare Differentialgleichung (Gleichung 
mit zweitem Glied) hat die Form 


(2) Pz = q(«), 
wo g(a) eine Funktion von w ist. 
Kennt man von ihr ein partikulates Integral z) und setzt 


2=2%+y, so kommt man auf Py =0 zurtick. Das allge- 
meine Integral von (2) ist dann: 


k=n 
&= & nee 


k=1 


Te 


Wo y,..-Y, ein Fundamentalsystem von Lisungen von Py = 0 ist. 
Durch seine Methode der Variation der Konstanten hat 
Lagrange (Cuvres 4, 111; 5, 123) gezeigt, da man, wenn 
man das allgemeine Integral von Py = 0 kennt, das von Glei- 
chung (2) durch Quadraturen bestimmt. 
Pascal, Repertorium. I, 2. 2. Aufl. 35 
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Sei nimlich das allgemeine Integral von Py = 0; 


i 
Os > "eu Yes 
1 


de : 
so lése man die folgenden linearen Gleichungen nach den ce auf: 


de, deer Dae (n— 2) 
Fe feos FIM Rome da Yk Os 


de, (n—1) q(x) 
ae Ye meas hay 2 


integriere die sich ergebenden Beziehungen: 


de de, 
qe = M1) ++» Ge = Pr (2) 
und findet durch m Quadraturen die e,...¢,, die, in den Aus- 


druck fiir y eingesetzt, das allgemeine Integral von (2) liefern, 
Kennt man ein partikulires Integral von Py = 0, so reduziert 
die Integration von (2) sich auf die Integration einer anderen 
nicht homogenen Gleichung von niedrigerer Ordnung. 
Die linearen Systeme, deren allgemeine Form ist 
d k=n 
Y; . 
qt > fa@n = 9.) 
k=n2 
haben analoge Eigenschaften wie die linearen Gleichungen, Sind 
die g; gleich Null, so heiBt das System homogen; es besitzt Fum- 
damentalsysteme, gebildet aus m Lisungen y,, (¢=1,2...), deren 


Determinante A= |y,,| nicht identisch Null ist. Die allge- 


meine Lésung ist 5 


Uh = ye (=1...n) 


k=1 

wo die ¢ Konstanten sind. Sind die f,, konstant, so laBt das 
homogene System sich durch elementare Funktionen integrieren. 
Das nicht homogene System l48t sich durch Quadraturen in- 
tegrieren, sobald das entsprechende homogene System integriert ist 
(vgl. Schlesinger, Vorl. iber lineare Differentialgleichungen, 
Leipzig 1908), 

Die linearen Systeme sind ein spezieller Fall yon Differential- 
gleichungen mit Fundamentallésungen, 4.h. Gleichungen, deren all- 
gemeine Lisung sich vermittelst einer bestimmten Anzahl parti- 
kularer Lisungen und willkiirliche Konstanten ausdriicken 1aBts 
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sie sind behandelt von Kiénigsberger (Acta Math. 8, 1 (1883)); 
Vessiot (Amn. éc. norm. (3) 10, 53 (1893); CG. R. 116, 1112 
(1893)); Bohlmann (J. f. Math. 116, 89 (1895); Guldberg 
(J. f. Math. 115, 111 (1895)) und Lie (Letips. Ber. 45, 341 
(1893); 48, 394 (1896); vgl. Lie-Scheffers: Kontinuierliche 
Gruppen, Kap, XXIV). 

Da eine lineare Differentialgleichung n‘** Ordnung, wenn 
nm > 1 ist, sich nicht durch Quadraturen integrieren lat, hat 
man ihre Integrale in Rethen entwickelt. Bei Aufstellung der 
Reihen und Untersuchung ihrer Konvergenzgebiete hat man auf 
die singuliren Stellen zu achten. Die Singularititen der Integrale 
einer Differentialgleichung werden in feste und bewegliche singulire 
Stellen eingeteilt, je nachdem sie von den Koeffizienten der Diffe- 
rentialgleichung allein abhiéngen, oder auch von den willkiirlichen 
Integrationskonstanten. Die Integrale einer linearen Gleichung 
haben nur feste Singularitiiten, was auch bei den Integralen der oben 
genannten Gleichungen mit Fundamentallésungen der Fall ist. 

Im Jahre 1884 bestimmte Fuchs (Berl. Sitzwngsb. (1884) 
699) simtliche algebraischen Differentialgleichungen 1. Ordnung, 
deren Integrale feste singuliire Punkte besitzen. Bald darauf 
zeigte Poincaré (Acta Math. 7, 1 (1885)), da® diese Gleichungen 
sich entweder durch Quadraturen lésen oder auf lineare Diffe- 
rentialgleichung 2. Ordnung reduzieren lassen. Picard (Acta 
Math. 17, 297 (1893)) betrachtete zuerst die algebraischen Diffe- 
rentialgleichungen 2. Ordnung, deren Integrale feste singulire 
Punkte besitzen. Painlevé (Acta Math. 25, 1 (1902)) gab dann 
eine allgemeine Methode, siimtliche solche Gleichungen 2. Ord- 
nung zu bestimmen. Seine Resultate sind von Gambier (Acta 
Math. 33, 1 (1909)) vervollstandigt. 

Sind in der linearen homogenen Gleichung Py =O die 
Koeffizienten eindeutige Funktionen von x, die nur eine endliche 
Anzahl von singuliren Stellen besitzen, und 1aBt man die Variable x 
einen geschlossenen Umlauf in der %-Ebene ausfihren, so erleiden 
die verschiedenen Fundamentalsysteme verschiedene lineare Sub- 
stitutionen. Zu jedem singuliren Punkt gehdrt eine Fundamen- 
talsubstitution. Die Gesamtheit aller Fundamentalsubstitutionen 
der Gleichung erzeugt die Substitutionsgruppe oder Monodromie- 
gruppe der Gleichung. 

Bei einem geschlossenen Umlauf um einen einzigen singu- 
laren Punkt x =a erleidet jedes Fundamentalsystem y, ... y, 
eine lineare Substitution, also 


Y, = MY, + AgY_ °° + TF Gn: ik ims 
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Soll ein Integral bei einem solchen Umlauf sich bis auf 
einen konstanten Faktor w reproduzieren, so mu8 w die Glei- 
chung 7" Grades: 


| Oy, Hy aay ess Ont 
O19) Ago — >- oy a9 iD 
(«) . . . - 
Bn Dany +979 Ann — & | 


befriedigen; diese Gleichung heiBt die zw dem Pumkte gehorige 
Fundamentalgleichung (Fuchs, J. f. Math. 66, 133 (1866)) oder 
charakteristische Gleichung; sie ist unabhdngig von der Wahl des 


Fundamentalsystems y,... Y,- 
Wenn die Gleichung (a) nur verschiedene Wurzeln besitzt, 
so gibt es ein Fundamentalsystem uz,...U,, das multipliziert 


mit den Konstanten ,, lg,-.- Uy, sich reproduziert, wenn x sich 
um a bewegt. Die n Integrale haben die Form 


U;, = (a — a)’ p,(x) G= Tea) 
1 : ; t 3 ; 
WO Vo logu,; ist und die m eindeutige Funktionen von x 


in der Umgebung von a sind. 

Sind aber die Wurzeln der Gleichung («) nicht stéimtlich ver- 
schieden, ist vielmehr w eine i-fache Wurzel, so tritt an Stelle von 
4 Integralen von der eben angegebenen Form die folgende Gruppe 
von Integralen: 


u, = (% — a)” { G;(@) + 9, ;(#) log(w — a) 
Ta oe P;-1,:(2) [log(x — a)|'~*}, 
1 : s 
DORN ng logu und die yp in der Umgebung von «= a ein- 
deutige Funktionen sind; die i Funktionen qo, 912) --+ :-1.; 
der letzten Kolonne unterscheiden sich nur durch konstante Faktoren. 
Hin Integral w besitzt in einem Punkte «=a eine Stelle 
der Bestimmtheit, wenn die Laurentschen Reihen fiir die Funk- 
tionen g keine oder eine endliche Anzahl Potenzen von * : 2 
halten. Im andern Fall ist « =a eine Stelle der Unbestimmtheit. 
_Damit eme lineare homogene Differentialgleichung mit ein- 
wertigen Koeffizienten, die man immer in der Form 


(7 — a)"y™ + (@ — a)"-*p,(a)y"-) $-.. +p (a)y = 0 


ansetzen kann, ein Fundamentalsystem von Integralen besitat, fiir 
die die Stelle x =a eine Stelle der Bestimmtheit ist, ist notwendig 


(c=, 2 5.5) 


ent- 
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und hinreichend, dap die Funktionen p,(”)...p,(") fiir «=a 
emdeutig und stetig sind, also sich nach ganzen positiven Potenzen 
von x% —a entwickeln lassen. 

Die linearen Gleichungen von der Form 


BE Ye) GW OY) ot gy =O, 


wo wy = (# — a,)...(a — ae) und g, eine ganze rationale Funk- 
tion von # yom Grade <A(m — 1) ist, werden als Fuchsscher 
Typus bezeichnet. Dieser ist charakterisiert als diejenige Gattung 
linearer homogener Differentialgleichungen mit eindeutigen Ko- 
effizienten, deren Integrale nirgends eine Stelle der Unbestimmt- 
heit besitzen. Einen besonderen Fall (m = 2, drei singulire 
Punkte) bildet die Differentialgleichung der Riemannschen 
P-Funktion, die im wesentlichen mit der Differentialgleichung 
der Gau8schen Reihe tibereinstimmt. Ferner hat Fuchs darauf 
hingewiesen, da jede algebraische Funktion einer Variablen 
einer linearen Differentialgleichung dieser Art geniigt. Das 
Problem der algebraisch integrierbaren linearen Differential- 
gleichungen ist insofern mit der Aufstellung aller endlichen 
Gruppen linearer Substitutionen verkniipft, als fiir die algebrai- 
sche Integrabilitiit notwendig und hinreichend ist, da die be- 
treffende Differentialgleichung zum Fuchsschen Typus gehért, 
und da ihre Substitutionsgruppe endlich ist. 

Thomé (J. f. Math. 88, 89 (1877)) hat gewisse einfachste 
Falle von Integralen, die in = a unbestimmt werden, entdeckt 
und eingehend untersucht; es sind dies Integrale der Form 


9) (x — a)’ p(x), 

wo g(#) eine ganze rationale Funktion von (# —a)~', (x) 
eine gewohnliche Potenzreihe von «—a bedeutet. Thomé nennt 
sie Normalintegrale. Die Reihen g(a) sind im allgemeinen diver- 
gent. Die Bedeutung dieser divergenten Reihen, die der Diffe- 
rentialgleichung formell gentigen, hat Poincaré (C. R. 101, 
939, 990 (1885); Am. Journ. 7, 203 (1885)) untersucht. Er 
zeigte, daB eine solche Normalreihe vom Range p, wobei p der 
Grad der ganzen Funktion g(x), stets gewisse Lisungen asymp- 
totisch darstellt, wenn sich die Variable x dem Punkte a in einer 
bestimmten Richtung annihert. Uber die Anzahl der in x =a 
sich bestimmt verhaltenden Integrale einer linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Koeffizienten vg]. Perron, Acta math. 
34, 139 (1910), Math. Ver. 19, 129 (1910). 

In dem Falle, wo die Normalreihen divergieren, geben sie 
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iiber das funktionentheoretische Verhalten der Lésungen in der 
Umgebung der betreffenden Stelle keinen unmittelbaren AufschluB. 

Fir die Bestimmung der wahren Exponenten (oder der 
Wurzeln der zu dem betreffenden Punkte gehérigen Fundamental- 
gleichung) und der Koeffizienten jener Laurentschen Reihen, fir 
die sich lineare Rekursionsformeln, aber in Form von unendlich 
vielen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten ergeben, 
hat zuerst Hamburger (J. f. Math. 83, 185; 84, 264 (1877)) 
eine Methode angegeben. Eine zweite Methode besteht in der An- 
wendung der wnendlichen Determinanten (v. Koch, Acta Math. 15, 
38 (1891); 16, 217 (1892); vgl. Horn, Gew. Diff., Leipzig 1905, 
§. 206). Neben dem Fall, wo das allgemeine Integral einer linearen 
Differentialgleichung algebraisch ist, hat man auch die Falle be- 
trachtet, wo weniger als » linear unabhangige Integrale algebraisch 
sind. Ist fiir eine lineare Differentialgleichung nur ein partikulares 
Integral algebraisch, so ist dieses die Wurzel einer rationalen Funk- 
tion. Lamé (Lecons sur les fonctions inverses des transcendants et 
les surfaces isothermes, 1857) stellte die Frage, wann die Differential- 
gleichung 

R() @4% + R’(a) 2Y — [n(n + 1) ao? + hy = 0 
Ce dx ; : 
R(x) = (1 —a#) (1 — #2), 

durch eine ganze rationale Funktion von « befriedigt werden 
kann. Es zeigt sich, daB m eine ganze Zahl sein mu8 und h 
als Wurzel einer gewissen algebraischen Gleichung zu wihlen ist. 
Hermite (C. RB. 85, 689, 728f. (1877)) hat dann an die Lamé- 
sche Gleichung die Aufgabe gekniipft, das allgemeine Integral fiir 
den Fall zu bestimmen, daB h beliebig, wihrend » noch eine 
ganze Zahl ist. Die Untersuchungen von Hermite sind spiter von 
Picard (@. R. 90, 128, 293f (1880)) und anderen fortgesetzt. 

In betreff eingehender Untersuchungen der linearen Diffe- 
rentialgleichungen und der Leistungen der hier tatigen Mathe- 
matiker siehe Schlesinger, Handb. d. Th. d. lin. Differen- 
tialgl. und ,,Bericht ib. d. Entwicklung d. Th. d. lin. Differentialgl. 
seit 1865", (Math.-Ver. 18, 133 (1909)), samt Schlesinger, 
Vorlesungen wb. lin. Differentialgl. (1908). 

Bei gewissen Fragen der mathematischen Physik handelt 
es sich um die Integration von linearen Differentialgleichungen 


aus anderem Gesichtspunkt; so fithrt z. B. das Problem einer 


schwingenden ungleichformigen Saite auf die Gleichung 


y” =ig(a)y, 
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‘wo y(x) eine gegebene positive Funktion von x bedeutet. Im Jahre 
1763 wurde von d’Alembert gezeigt, daB man den Parameter 
4 so bestimmen kann, daB die Gleichung eine Lisung zulaBt, 
welche in den Punkten x =a und x =D verschwindet, ohne 
identisch zu verschwinden. Die grundlegende Abhandlung in 
dieser Art von Fragen ist von Sturm (Journ. de Math. 1, 106 
{1836)). Er betrachtet die lineare homogene Differentialgleichung 
2. Ordnung, welche er in der Gestalt schrieb: 


sai ons 


dx 

Hierbei bedeuten K und G beliebige Funktionen von x und 
von einem Parameter 4, welche in dem Intervall a<ix<b 
nicht unendlich werden diirfen. Er beweist das folgende so- 
genannte Oszillationstheorem: Lassen wir i zwischen zwei (end- 
lichen oder unendlichen) Werten 4’ und i” variieren (Leda 
Mierbei méige mit wachsenden i die Funktion G monoton ab- 
nehmen, K aber monoton wachsen; und zwar mige das Ver- 
hdlinis G/K von + co bis — co abnehmen. Seien ferner f, (2) 
und f,(d) zwei willkiirliche gegebene Funktionen, welche mit i 
monoton wachsen. Dann gibt es eimen und nur einen Wert 
14=1, fiir welchen die gegebene Gleichung eine Lisung y besitzt, 
welche in dem Intervall a<x<b eime beliebig vorgeschriebene 
Anzahl von Malen verschwindet, und fiir welche die Funktion 


K a ly in den Punkten a und b bzw. die Werte f,(A) und 


— fo(4) annimmit. 

Die Resultate von Sturm sind spiter teils auf ihre Giiltig- 
keit (Bocher) untersucht, teils in mehreren Richtungen erwei- 
tert (Lord Rayleigh). Im Jahre 1881 betrachtete Klein die 
Lamésche Gleichung in der Form 


” 1 1 1 1 ’ 

yor 2 (sare + L— Cy ap fae y 

Ax+B Le 

— 4@—4,) @— &) @ — &) ae 

wo ¢; <¢<é; ist. Er betrachtet zwei Segmente der x-Achse 

a,b, und a,b,, von denen jedes in einem, und zwar nicht beide 

in demselben, der Intervalle ¢,€), €:€3, €; CO liegt, und stellt 

folgendes Theorem auf (Math. Ann. 18, 410 (1881); vgl. Bocher, 
Bull. Amer. Soc. (1898), 307): 

Man kann die reellen Parameter A und B, und zwar nur 


0, 
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in einer Weise, so bestimmen, dap die gegebene Gleichung zwet 
Lisungen y, und Yq besitet, von denen y, in den Punkten ay 
und b, verschwindet und zwischen diesen Punkten eine beliebig 
vorgeschriebene Anzahl von Nullpunkten besitet, wahrend Ys in 
den Punkten dg und by verschwindet und zwischen diesen Punkten 
eine beliebig vorgeschriebene Anzahl von Nullpunkten besitzt. 

Ein allgemeineres Theorem ist spiter von Bocher (Bull. 
of Amer. Soc. 1898, Mai u. Okt.) aufgestellt. Die Untersuchungen 
von Hilbert (Gétt. Nachr. 1904—1906) iiber die Fredholm- 
schen Integralgleichungen hat auf die Sturmschen Satze und das 
Klieinsche Oszillationstheorem neues Licht geworfen und eine Er- 
weiterung dieser Sitze gestattet (vgl. Hilb, Math.-Ver. 16, 279 
(1907); Math. Ann. 68, 24 (1909); Weyl, Math. Ann. 68, 220 
(1910); Richardson, Math. Ann. 68, 279 (1910)). Siehe auch 
Picard, Rend. Palermo 29, 79 (1910). In betreff Literatur 
und weiterer Untersuchungen auf diesem Gebiet vgl. man den 
Artikel von Bécher in Enzykl. 2, 437. 
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Es liege eia System von m Differentialgleichungen vor, 
welches eine unabhiingige Variable x, m abhiingige Variablen 
Y,+--Y, und ihre Ableitungen nach x bis zu einer gewissen 
Ordnung enthalt. Ein solches System wird ein System simul- 
taner Differentialgleichungen genannt. Wenn Ableitungen héherer 
als der 1. Ordnung vorhanden sind, so setze man 

dy, dz ay, 

da ae gas ae 
und yereinige diese neuen Gleichungen mit den gegebenen; auf 
diese Art wird das System auf ein System von Gleichungen 
1. Ordnung reduziert. : 

Wir betrachten im folgenden ein System von Gleichungen 
1. Ordnung, die nach den Ableitungen aufgelést sind (vgl. 
Jordan, Cours d’Analyse 3, § 3): 


ay; 
© da TMH ---Y,)- G1 oe en) 


— Ti, 


Die Zahl n heibt die Ordnung des Systems (1). Das klassi- 
sche Verfahren zur Integration des Systems (1) besteht in der 
sukzessiven Erniedrigung der Ordnung des Systems. Zu diesem 
Zweck bestimmt man ein erstes Integral P(25Y, 2+. Y,) = @ 
und eliminiert mit dessen Hilfe eine der Unbekannten 2. B. Yn 
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aus dem System iS Man erhilt so ein System (m — 1)** 
Ordnung in 2, y,...¥Y,_1, das man ebenso weiter behandelt usw. 
Die Aufsuchung eines ersten Integrals p(a, y, . Yn) kann mit 
Hilfe von Multiplikatoren geschehen; da durch eine Identitit. 


der Form 
dg = SS u(dy, — fda) 
1 


definiert ist, kann es durch eine Quadratur erhalten werden, so- 
bald die uw, so bestimmt sind, daB die rechte Seite der letzten 
Gleichung ein vollstiindiges Differential wird. Diese Multipli- 
katoren sind von Jacobi (Werke 4, 236) untersucht. 

Ein Jacobischer Multiplikator M des Systems (1) wird 
durch folgende Gleichung  definiert: 

dM of at Ofn 
aes me ae: oe ea Gon ee Yn ) ¥ 

Fir » = 1 oe ane er a auf den gewohnlichen Euler- 
schen Integrationsfaktor. 

Ist M ein Multiplikator des Systems (1) und y =c ein 
erstes Integral, so ist auch M-q ein Multiplikator desselben. 
Stellen py = C,, Po = Co,--- P, = C, em allgemeines Integral dar, 
so sind alle Multiplikatoren des Systems in der Form enthalten: 
M f(915 P29 +++ Pn): 

Der Quotient zwerer Multiplikatoren des Systems ist ein 
Integral des Systems. 

Wenn man n — 1 Integrale und einen Multiplikator kennt, 
bestimmt sich das letzte Integral durch eine Quadratur (Sate vom 
letzten Multiplikator). 

Ist M ein Multiplikator des System (1) in den Verinder- 
lichen w, y,...Y,, und fihrt man in das System die neuen 
Veriinderlichen z, u,..., ein, so hat das transformierte System 
den Multiplikator 

OY ee Uy) OG, Uy as Up) | 
pees es Ce a ae ae: O(Xy Yy +++ Yn) 


Jacobi hat seine Theorie auf lineare Systeme angewendet. 
Andere Anwendungen gibt Malmsten (Journ. de Math. (2) 7, 
257 (1862)), Andrejewski (C. R. 68, 716 (1869)) ind Winanler 
(Wien. Ber. 86, 948 (1879)). 

Das System wird oft in der symmetrischen Form gegeben 

dex dy, aYs __ ah 
mas (ar A eaes 8 
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Sind hier speziell: 
X= a0 + ay, +**- 0,9, T Oni 
Y, = Qyp® + 71 $F in F Geyer Sab? 
so liefert das System, wenn man jedes der m + 1 Verhiltnisse 


gleich a setzt, als Integrale m+ 1 Ausdriicke vom Typus 
1 


ky 
t= C,(Ay;% + Aye +--+. 1 hisYn +40 41,8) 
worin die GréBen k, die » +1 Wurzeln der Gleichung 


Qy—hk, M15 Aya+-+s Dn | 

| 
Ns Ay, — hk, aye, » Un | =0 
(yeh De ROT sare : Aas 


bezeichnen und die Werte von (,, sich aus den Gleichungen 
ergeben: 

Myo Aon be Ana on = = Aoshi 

hit Ag yy Tr 35 ites 2 = 41, ;h; 

Nong Fite gaa it! Anes en tin = dnsa,ibe 


Eliminiert man ¢ aus den » + 1 so erhaltenen Ausdriicken, 
so findet man » Integrale mit m Konstanten. Tin etwas all- 
gemeineres System ist von Hesse (J. f. Math. 25, 171 (1843)) 
integriert worden. 

Bei der Integration eines Systems von der Form (1) kann 
man immer »— 1 der unbekannten Funktionen samt ihren Ab- 
leitungen eliminieren und eine gewéhnliche Differentialgleichung 
n** Ordnung ableiten, die mit » Konstanten zu integrieren sind 
{vgl. Jacobi, J. f. Math. 2, 317 (1827)). 


Ein simultanes System von Differentialgleichungen kann 
wie die einzelne Differentialgleichung singulire Lisungen be- 
sitzen, die sich sowohl aus dem System selbst als aus ihrem 
allgemeinen Integral ableiten lassen; im allgemeinen besitzt es 
keine singulire Lisung (vgl. Picard, Traité d’Analyse 3, 52). 

In betreff der ausgedehnten Literatur tiber Differential- 
gleichungen wie einer eingehenden Wiirdigung der Leistungen 
der verschiedenen Mathematiker auf diesem Gebiete sei auf die 
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Referate der Enzykl. 2,189 und 230 von Painlevé und Vessiot 
hingewiesen. Ebenso gibt das Werk von Hagen, Synopsis der 
hoheren Mathematik, Bd. 3, eine iibersichtliche Darstellung der 
Theorie der Differentialgleichungen. 


§ 6. Die Differenzengleichungen. 


Eine Differenzengleichung ist eine Relation zwischen einer 
Funktion y,, ihren sukzessiven Werten y,,,, Yp49,+-+ und der 
unabhingigen Variabeln a: 


F(x, Yr Yr41) os stn) ==. Qs 

Enthalt die Gleichung sowohl y, als y,,,,, so ist die Glei- 
chung von »* Ordnung. Eine Funktion y,, die der Gleichung 
gentigt, heiBt ein Integral oder eine Lésung der Gleichung. Hine 
allgemeine Lisung einer Gleichung n** Ordnung ist eine solche, 
die von » wesentlichen ,,Konstanten“ (d. h. periodischen Funk- 
tionen von der Periode 1) abhingt. Tine partikuldre Lisung 
enthilt weniger als » ,,Konstanten“. 

Die einzige Klasse von Differenzengleichungen, die einiger- 
maBen untersucht sind, sind die linearen Differenzengleichungen, 
die die Form haben: 


Yun oe GL ee + 2. Ye pn —2 - ar “fF PY, + Da +) = 0, 


wo die p, Funktionen von x sind; ist p,”+ = 0, so heiBt die 
Gleichung homogen. Ist y, eine partikulire Lésung dieser Glei- 
chung, und setzt man y, = y, + 4,, so ist z, eine Liésung der 
linearen homogenen Gleichung: 


(1) Py = Yn 1 Be Yanai ht ET Pe Ye = 0. 


Die Theorie der linearen homogenen Gleichung (1) bietet 
eine ausgedehnte Analogie zu der Theorie der linearen homo- 
genen Differentialgleichungen. Die meisten in § 4 aufgestellten 
formalen Sitze tiber lineare homogene Differentialgleichungen 
- tibertragen sich ohne weiteres auf die Gleichung (1). In betreff 
der Existenz der Lisungen einer linearen homogenen Differenzen- 
gleichung siehe Nérlund (C. R. 15. Nov. 1909) und Wallen- 
berg (Berl. Math. Ges. 9, 1, 25. Nov. (1909)). 

Man hat die Formel 


P(y,,£,) = %Py, + Az,P'y, + A?7 Pog +2 Oe, “Yosins 


wo 
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cys = NY nant (M— 1) Pp, OYng nate 22 Ye es +79 Y eat) 


P'y, = eg [M1 Yegn tt (M1) (02). Yo gna to F2 1D Yas 
Prty, = lm 1) 21 eg HOD) (M2) 21 Pes nad: 
Diese Formel erméglicht die Ordnungserniedrigung von 
(1) um eine Einheit, sobald man eine partikulére Losung 
y¢) kennt; geniigt y,“) zugleich den Gleichungen Py, = 0, 
Py,=0,...P@-Yy, = 0, d. h. sind y,, ay, .-. amy) 
gleichzeitig Lisungen von (1), so erniedrigt sich die Ordnung 
um k& Hinheiten. Man kann so die Ordnung um & Hinheiten er- 
niedrigen, wenn man & partikulire Lésungen kennt; aber man 
muB8 voraussetzen, daB diese Lisungen linear unabhiingig, d. h. 
durch keine homogene lineare Relation mit ,,konstanten“ Koeffi- 
zienten, verkniipfi seien. Die Bedingung dafiir ist, da die 


Determinanie 
y,. yO | 
(1) (k) | 
y . y 
A(y,, y,, ae y,) 2 z+1 tes 
| Pen 
| y k 
| Vorb a Bey Ce | 


nicht identisch Null ist, Casorati, Rom. Att. L. Mem. 5 (1880). 
(Vgl. 8S. 154.) Ein System von m linear unabhingigen Lisungen 
ae man ein Fundamentalsystem. Die allgemeine Lisung von 
1) ist 
Yn — CY 40 ati Co, Yon”) te dad Ts CRU NES 

wenn Veo ...¥y,” ein Fundamentalsystem bilden, und ¢,...¢, 
willktirliche ,,Konstanten“ bedeuten. Die lineare Unabhingigkeit 
der Lésungen eines Fundamentalsystems schlieBt nicht aus, daB 
zwischen denselben homogene Relationen hdheren Grades be- 
stehen. 

Man kann die Ordnung der Gleichung Py, = 0 auch jedes- 
mal erniedrigen, wenn man eine andere lineare homogene 
Differenzengleichung Q¥,=0 kennt, die mit ihr Lésungen ge- 
mein hat (Pincherle, Mem. del. R. Ac. di Bologna (5), 5, 
87 (1895)). 

Eine lineare homogene Differenzengleichung heiBt nach | 
Pincherle irreduktibel, wenn sie mit keiner linearen homogenen 
Differenzengleichung von niedrigerer Ordnung mit gleichartigen 
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Koeffizienten eine Lisung gemein hat; anderenfalls heiBt sie 
reduktibel. Fir den Begriff vollstdndig reduktibel vgl. Guldberg 
(Arch. f. Math. og Natur. 27%, 15 (1906)). 

Hine lineare Gleichung Py, = 0, die mit einer irreduk- 
tiblen Gleichung Qy, =O mit gleichartigen Koffizienten eine 
Lésung gemein hat, wird durch jede Lisung von Qy, = 0 
erfiillt (vgl. Pincherle, Le Operazioni Distributive e le loro 
Applicazioni all Analisi, Cap. X; Guldberg, Monatsh. f. Math. 
16, 214 (1905)). 

Das kleinste gemeinsame Vielfache Uy, und der gréBte gemein- 
same Teiler von zwei linearen homogenen Differenzenausdriicken 
Py, und Qy, wird ebenso wie die Zerlegung eines Ausdruckes 
Py,, analog wie bei den linearen homogenen Differentialausdriicken 
definiert und bestimmt. Uber die Vertauschbarkeit linearer homo- 
gener Differenzenausdriicke s. Wallenberg (Arch. Math. Phys. 
(3) 15, 151 (1909)). 

Die lineare Differenzengleichung Pz, = 0 von n** Ordnung 
ist mit der linearen Differenzengleichung Qy, = 0 von m'** Ord- 
nung mit gleichartigen Koeffizienten von derselben Art, falls 
man von den Integralen von Qy, =O zu denen von Pz, = 0 
durch die Beziehung 


ky = Oy (%) Yo a ty (2) Yo 4 Spe area CaN ea 


mit gleichartigen Koeffizienten tibergehen kann. Es bestehen 
analoge Siitze wie bei den linearen Differentialgleichungen (Guld- 
berg, Palermo Circ. mat. 19, 167 (1905)); Wallenberg (Arch. 
Math. Phys. (8), 14, 210 (1909)). 

Die lineare Gleichung m** Ordnung Py, = 0, die ein ge- 
gebenes Fundamentalsystem von Lisungen y,”...y, besitzt, 
1aBt sich in Determinantenform darstellen, wobei die Koeffizienten 
p,? durch die Lésungen ausgedriickt werden 


Py, = AY, Yi 1+ 9a”) =O 
mit der oben angegebenen Bedeutung von A. Speziell hat 
man die Heymannsche Formel: 
: ee De (Ya -»+ Ye) 

C31 Ep tie A, (Ye) --- Yq) 


(Heymann, J. f. Math. 109, 114 (1892)). 

Alle aus denselben m-Zeilen von A(y,{... y,) ent- 
nommenen Minoren gentigen einer und derselben linearen homo- 
genen Differenzengleichung und bilden von ihr ein Fundamental- 
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system; die Gleichung, der A(y,)...y,”) geniigt, heiBt die 
(n-m)* Assoziierte von Py, = 0 (Guldberg, Arch. Math. Phys. 
(8) 8, 278 (1904)). 

Die Minoren letzter Zeile von Py,,, dividiert durch 
Agi (yf? +++ y,) sind Multiplikatoren von Py, und gentigen 
der ,,adjungierten Differenzengleichung Pz, = 0; es besteht die 
Beziehung z,Py,— y,P'2, = AP(Y,; %2)3 P(Y,s %_,) heiBt der be- 
gleitende bilineare Differenzenausdruck (Bartolotti, Rom. Att. 
L. Rend. (5) 5, 349 (1896); Wallenberg, Berl. Math. Ges. 
7, 50 (1908); 8, 22 (1908)). 

Auch die Picard-Vessiotsche Theorie der linearen 
Differentialgleichungen hat ihr Analogon in der Theorie der 
linearen homogenen Differenzengleichungen. 

Eine gegebene lineare homogene Differenzengleichung 7‘* 
Ordnung mit rationalen Koeffizienten entspricht einer Unter- 
gruppe G der allgemeinen homogenen linearen Gruppe in m Ver- 
inderlichen ; 


90 aa 2 : Cn” Cee 


1 


mit folgender Doppeleigenschaft: 

1. Jede rationale Funktion Vvon y,® ... y,, ihren sukzes- 
siven Werten und 2, die eine rationale Funktion von x ist, andert 
bei allen Transformationen von G ihren Wert nicht. 2, Jede 
rationale Funktion von y,“)...y,\") ihren sukzessiven Werten 
und 2, die bei allen Transformationen von G ihren Wert nicht 
andert, ist eine rationale Funktion von x (Guldberg, Ann. Ec. 
Norm. (3) 21, 320 (1905); Epsteen, Bull. Am. Math. Soc. (2), 
10, 499 (1904). 

Die lineare Differenzengleichung 1, Ordnung: 


Ces J apf = Q, 
hat die allgemeine Liésung 


Pees 1B ae (>t im c} ’ 


wo C eine ,,Konstante“ ist. Untersuchungen iiber die Natur der 
Lésungen der linearen Differenzengleichung 1. Ordnung sind an- 
gestellt von Guichard (Ann. Ee. Norm. (3), 4, 361 (1887); 
Appell (Journ. de Math. (4), 7, 157 (1891)); Mellin (Acta 
Math. 15, 317 (1891)); Hurwitz (Acta Math. 20, 285 (1897)); 
21, 243 (1898)); Barnes (Lond. Math. Soc. (2), 2, 280, 483 
(1904)) und Bohmer (Math. Ann. 68, 338 (1910)). Speziell hat 
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Hélder (Math, Ann, 28, 1 (1886)) bewiesen, daB die I'- Funktion, 
die die lineare homogene Differenzengleichung y,,, — xy, = 0 
befriedigt, deswegen keiner algebraischen Differentialgleichnng 
gentigen kann; Moore (Math. Ann. 48, 70 (1897)) nennt eine 
derartige Funktion transzendental-transzendent. Hélders Resultat 
ist verallgemeinert von Barnes (a. a. O.). 

Die lineare homogene Differenzengleichung n‘*™ Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten 


Pea ts WY xe 4m —1 a bin WY, = 0 
hat die allgemeine Lisung: 


he Cites Ao Ugh = eo 0” 


n? 


wo die C ,,Konstanten“ sind, und wo 7,...7, die ” verschiedenen 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


f(@) =a" + aga®-'+.---+a,=0 


sind, 

Hat die Gleichung (7) = 0 eine k-fache Wurzel ry, so 
entsprechen ihr k Liésungen: 1”, 779”,... a*—1r," der gegebenen 
Gleichung. 


Lagrange (Ciwores 4, 156) hat gezeigt, daB man, wenn 
man die allgemeine Lésung von Py, = 0 kennt, analog wie bei den 
linearen Differentialgleichungen mittels Variation der Konstanten 
durch Summationen die allgemeine Liésung von Py, = p,”t+? 
erhalten kann. 

Die Laplacesche Differenzengleichung 


(4,0 + bY n4n + (Gq—1% at ae) Pere sare + (doa + bo) %e= 0, 


wo die a und b Konstanten sind, wurde zuerst von Laplace 
(Théorie anal. des probabilités, p. 121) durch bestimmte Integrale 
integriert. Sie ist spiter dfters untersucht worden: Thomae 
(Zeitschr. f. Math, w. Phys. 14, 349 (1869)), Heymann (Studien 
ib. d. Transf. u. Int. d. Differential- u. Differenzengl., 8. 310 
(1891)), Barnes (Mess. of Math. 34, 52 (1904)), Webb (Mess. 
of Math. 34, 40 (1904)). Die Methode von Laplace wurde 
von Poincaré (Am. Journ 7, 203 (1885)) beim Studium der 
Lésungen einer homogenen linearen Differenzengleichung im Un- 
endlichen angewandt. Seine Resultate sind von Perron (J. f, 
Math. 187, 6 (1909), Math.-Ver. 19, 130 (1910), Acta Mat. 
34, 109 (1910)) erweitert worden. Horn (Math. Ann. 53, 177 
(1900)) studiert die asymptotische Darstellung der Liésungen. 
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Seine Resultate sind verallgemeinert von Ford (Am. di Mat. 
(3) 18, 313 (1907); Am. Math. Soc. 10, 319 (1909)). 

Die der Riccatischen Differentialgleichung entsprechende 
Differenzengleichung 


(«) YaYn 41 + Dk a ax Q Yn fe Rk, — 

wird auf eine lineare Gleichung 2. Ordnung zuriickgefiihrt, 
an 

wenn m . — fess _p 


setzt; man erhilt die Gleichung 


Eni te (Q, Pec Pred as ae (R, oy P,Qy) == 0 
Die allgemeine Lisung von (@) hat die Form: 
y(yP — y)e + y® (yO — y®) 

(YP? —yM)e + yO —y 
wo c eine ,Konstante“ und y,%, y,®, y,© irgend drei parti- 
kulare Lésungen sind. Kennt man eine partikulére Lisung der- 
selben, so reduziert sich ihre Integration auf die Integration 
einer linearen Differenzengleichung 1. Ordnung. Das Doppel- 
yerhiltnis von irgend vier partikuliren Lésungen ist konstant, 
vgl. Guldberg (J. f. Math. 127, 175 (1905)). 

Tietze (Monatsh. f. Math. 16, 329 (1905)) hat gezeigt, 
da& eine analytische Funktion, die eine Differenzengleichung 
YxYn41— Yr t FR, = 0, die keine rationale Lésung hat, und wo 
A, im Unendlichen verschwindet, befriedigt, transzendental- 
transzendent ist. 

In betreff einschligiger Untersuchungen siehe man den Ar- 
tikel tiber Differenzenrechnung yon Selivanoff-Andoyer in 
der franzisischen Ausgabe der Enzykl. t. I, 4, 66, wo ein aus- 
fiihrliches Verzeichnis der Literatur sich befindet. Als die wich- 
tigsten Lehrbiicher tiber diese Lehre zitieren wir: Lacroix, 
Traité des calcul diff. et intégral. t. 3; Boole, A treatise on the 
calculus of jiniie differences; Markoff, Differenzenrechnung ; 
Pascal, Calcolo delle differenze finite; Pincherle und Amaldi, 
Le Operazioni distributive e le loro applicazioni all’ Analisi; 
Selivanoff, Lehrbuch der Differenzenrechnung; Guldberg und 


Wallenberg, Theorie der linearen Differenzengleichungen (in 
Vorbereitung). 


Yor 


y] 


Kapitel XI. 


Partielle und totale Differentialgleichungen. 
Von A. Guldberg in Christiania. 


§ 1. Definitionen, Existenz der Lésungen. 


Eine Gleichung, welche eine Beziehung aufstellt zwischen 
den unabhingigen Variablen x, ...,, den unbekannten Funk- 
tionen 2,...2, dieser Variablen und einer endlichen Anzahl 
von partiellen Differentialquotienten der letzteren in bezug auf 
die ersteren, heiBt eine partielle Differentialgleichung; als ihre 
Ordnung bezeichnet man die Ordnung der héchsten darin auf- 
tretenden Ableitungen. Wenn beliebig viele solcher Gleichungen 
gegeben sind, so ist dies ein System partieller Differential- 
gleichungen. Gibt es p analytische Funktionen 4,...2, der 
Variablen z,...%,, die sich an einer Stelle a,...a, in ge- 
wohnliche Potenzreihen entwickeln lassen und das gegebene 
System von Gleichungen identisch befriedigen, so bezeichnet man 
sie als ein Integral oder Ldsung des Systems, und das System 
heiBt ein integrables System. Das System integrieren heiBt, alle 
seine Liésungen bestimmen. 

Die Frage nach der Existenz von analytischen Lésungen 
fiir ein gegebenes System ist von Cauchy (Cwvres (1) 7, 17) 
in Spezialfiillen, von Sophie v. Kowalewski (J. f. Math. 80, 
1 (1880)), der Beweis ist reproduziert in Goursat, Equa- 
tions aua dérivées part., p.1), allgemeiner, sodann fiir ein System 
mit beliebig vielen Gleichungen von Riquier (Amn. de l’Ecole 
Norm. (3) 11, 65 (1893), Les systémes d’equations partielles 1909) 
und Tresse (Acta Math. 18, 1 (1894)) gelést (vgl. v. Weber, 
Enzykl. 2, 294). 

Das Problem der Integration einer partiellen Differential- 
gleichung zweiter und héherer Ordnung unter vorgegebenen 
Grenz- und Stetigkeitsbedingungen — die sogenannte Randwert- 
aufgabe — ist vor allem von Fourier (Zh. anal. de la chaleur 
1822) in Angriff genommen. Die Grundlage einer systematischen 
Theorie der Randwertaufgabe verdankt man (1885) Schwarz 

Pascal, Repertorium. I. 2. 2. Aufl, 36 
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(Ges. Abh. 1, 241). Bei der weiteren Ausbildung dieser Theorie 
sind in erster Linie Picard (J. de Math. (4) 6 (1890); (5) 
2 (1896)) und Poincaré (Lh. anal. de la propagation de la 
Chaleur (1895)) titig gewesen (vgl. Sommerfeld, Enzyhl. 
2, 504). aug 

Kin Funktionensystem 7,...2,, welches durch ein irgend- 
wie von Parametern und arbitriren Funktionen abhingendes 
Gleichungssystem zwischen den Variablen %,...%,, %4-+-%p, 
definiert ist, hei8t nach Ampére (Journ. éc. polyt. 10 Cah. 17, 
p. 549 (1815)) das allgemeine Integral des gegegebenen Systems, 
wenn es, solange die willktirlichen Elemente keinen Bedingungen 
unterliegen, nur dem gegebenen System gentigt. Jede Lisung 
£,..+.+@,», die durch Partikulisation aus dem allgemeinen Integral 
hervorgeht, heiBt ein partikuldres Integral. 

Die Begriffe vollstdndiges, intermedidres, singuldres Integral 
werden wir unten bei Besprechung der verschiedenen Klassen 
von Gleichungen erértern. 


§ 2. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Beim Studium der partiellen Differentialgleichungen sucht 
man vorzugsweise ihre Integration auf die Integration eines 
Systems von gewohnlichen Differentialgleichungen zuriickzufiihren. 
Fir partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung ist dies Problem 
vollstindig gelést. Wir betrachten zuniichst die linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung, deren Theorie die 
einfachste ist. Diese Theorie ist im wesentlichen von Lagrange 
geschaffen; sie ist vervollstindigt von Cauchy und Jacobi. 

Wir betrachten zuerst eine lineare homogene partielle Diffe- 
rentialgleichung 1. Ordnung: 

0 
(1) Rigo t Be ght: +x, fL=0 


0X, 


zwischen der unbekannten Funktion f und den » unabhingigen 
Variablen a, ...,, die GréBen X sind Funktionen von By sane 
Die Integration der Gleichung (1) und die Integration des 
folgenden Systems gewéhnlicher Differentialgleichungen 


(2) ax, dX, ax 


—— ee 


Xa oO Gangs Same 
sind zwei iquivalente Probleme (Lagrange, wres 5, 543; 
4,585). Sind die m —1 Integrale von (2): 


fr (a, ... &,) = const... .f, (a)... %,,) = const. , 
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so ist das allgemeine Integral von (1) durch die Formel 


pes IT(f,, far-+- ae 


gegeben, wo II eine willkiirliche Funktion ist. 

Kine willkiirliche Relation zwischen den f,...f,_, defi- 
niert das allgemeine Integral x, der micht homogenen linearen 
partiellen Differentialgleichung 


, OLp, ONn Ox, 
(1’) ee POG, to Sat Bg aoe 


mit der unbekannten Funktion x, und den unabhiingigen Varia- 
blen #,...%,_, (Lagrange, Gwores 5, 548; 4, 585). 

Die durch (2) definierten » — 1fach unendlich vielen Kurven 
des Raumes (2, ...2,) heiBen die Integralkurven des simultanen 
Systems (2) oder die Charakteristiken der partiellen Differential- 
gleichung (1) und (1’). Die allgemeinste Integralfliche von (1’) 
wird also von co”~? Charakteristiken erzeugt. 

Es seien gegeben 7 lineare homogene Gleichungen 


of ND ES ae 
Spe Tae AS (¢=1,2...7) 


: 7) ; 
(3) Xf = 515 a + $9; 


zwischen der unbekannten Funktion f und den unabhingigen 
Variablen x, ...%,3; die § sind Funktionen von #,...%,. Hin 
Integral von (3) gentigt auch allen durch Klammeroperation 
daraus entstehenden linearen homogenen Gleichungen 


iM y 7) 
(X,X, = 2X6. re Xb.) ge sails. 


Sind die Ausdriicke (X; X,) fiir jedes f lineare Funktionen von 
X,f...X,f, so heiBt das System (3) nach Clebsch (J. f. Math. 68, 
257 (1865)) ein r-gliedriges vollstdndiges System. Olebsch nennt 
das System (3) ferner ein Jacobisches System, wenn die (X;,X;,) 
identisch verschwinden; auf diesen Fall kann ein vollstindiges 
System immer zuriickgefiihrt werden. 

Die Integration eines Systems linearer homogener Glei- 
chungen lift sich immer auf diejenige eines vollstiindigen Systems 
zuriickfiihren. 

Ein r-gliedriges vollsttndiges System (3) in n unabhdngigen 
Verdnderlichen besitet genau n—r unabhdngige Integrale. Um- 
gekehrt ist auch das System vollstdndig, wenn es gerade so vicle 


unabhdngige Integrale besitat. 
36* 
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Sind f, f.195-++f, ein Lésungssystem, so ist das all- 
r4+19 /r42) n z 5) i . 
gemeine Integral des Systems eine willktirliche Funktion von 
f, 3a ee 
a arch das vollstindige System ist eine Zerlegung des 
Raumes #,...%, in co”~" r-fach ausgedehnte Punktmannig- 
faltigkeiten 
fp41 A DP NG ES 


definiert, welche nach Lie die charakteristischen Mannigfaltig- 
keiten heifen. 

Hine Integrationsmethode eines r-gliedrigen Jacobischen 
Systems in  Veriinderlichen besteht darin, daB man eine einzige 
Gleichung des Systems integriert und dann ihre Integrale als 
neue unabhangige Veranderliche in die iibrigen Gleichungen ein- 
fihrt. Dadurch wird die Anzahl der Verinderlichen und die 
Gleichungen jedesmal um eine Einheit vermindert; das neue 
System ist wieder ein Jacobisches System, und ihre gemein- 
samen Lisungen sind Liésungen des gegebenen Systems; 7 — 1- 
malige Wiederholung dieses Verfahrens ftihrt zur Integration 
emer Gleichung mit » —r-+ 1 unabhingigen Variablen, die die 
gesuchten Lisungen ergeben. 

Andere Methoden sind von Lie (Math. Ann. 11, 507 (1877)) 
und Mayer (Math. Ann. 5, 448 (1872)) angegeben (vgl. Goursat, 
Lecons sur les équations aux dérivées part, p. 46). 

Wir wenden uns jetzt zur Theorie der nicht linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung. 

Im Jahre 1772 gelang es Lagrange (Cwvres 3, 549, 
vgl. Goursat, Legons, p. 89), die Integration einer allgemeinen 
partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung mit zwei unabhingigen 
x, y und einer abhingigen 2: 


f(@, ¥, @ P, gd) =0 (p= = 


auf die Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung 
1. Ordnung und, durch deren Vermittlung, auf die Integration 
gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickzufihren. 

Die Integration einer allgemeinen partiellen Differential- 
gleichung 1. Ordnung mit m unabhingigen Variablen Reon oe 
und einer abhingigen 2: 


(4) FQ@...t, 67 -..7,)=0 (=) 
wurde von Pfaff (Berl. Abhdign., 8. 76 (1814—15)) auf die 


n f 
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Integration gewéhnlicher Differentialgleichungen zuriickgefiihrt. 
Andere Integrationsmethoden sind von Cauchy (Bull. Soc. Phil. 
p. 10 (1819)) und Jacobi (Werke 4, 166 u. 5, 1) angegeben. 

Man versteht unter einem vollstiéndigen Integral oder einer 
volistiindigen Lisung der Gleichung (4) eine Relation zwischen 


2, %,...%, und nm willktirlichen Konstanten ¢,...¢, 
V2, cenit, Car) 0 
von der Beschaffenheit, da& die Elimination der ¢,...c, aus 
V = 0 und aus den » Gleichungen 
OV: ov 
ae (C= 22) 
OX; + Bi 08 Q 


nur die Gleichung (4) liefert. 
Wahit man z, ¢...c, so, daB gleichzeitig 


OVeLs 0 OV 

0c, Pune ioc, 
und eliminiert c,...c¢, zwischen diesen » + 1 Gleichungen, so 
erhilt man ein Integral z, das keine willkiirliche Funktion ent- 
halt, und nach Lagrange das singuldre Integral genannt wird. 

Setzt man dagegen eine der Konstanten z. B. c, einer will- 

kiirlichen Funktion ® aller tibrigen gleich und eliminiert die 
Konstanten aus dem vollstiindigen Integral V= 0, c, = © und 
den » — 1 Beziehungen 


OMe ae oe 
G6 ' Be, OG 
so erhalt man eine Lésung, in welcher eine willktirliche Funk- 
tion vorkommt, nach Lagrange die allgemeime Ldsung oder 
das allgemeine Integral. Hat man k Relationen zwischen den 
Konstanten, so erhilt man in analoger Weise eine allgemeime 
Lésung, die & willktrliche Funktionen enthilt. 
Ist. speziell 


Oy (§=1,2...2—1) 


V(x, y, 2, a,b) =0 


das vollstindige Integral der Gleichung f(a, y, 2, p, 7) =, so 
ist die allgemeinste Integralfliche W die Enveloppe von irgend 
oo! durch eine Relation b = ®(a) aus obiger Schar ausge- 
schiedenen Flaichen, von denen jede die benachbarte nach einer 
Charakteristik schneidet (Monge, Applications de Vanalyse a 
la géometrie 5™° éd. p. 421 (1850); vgl. Lie, Geometrie der 
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Beriihrungstransformationen, bearbeitet von Scheffers, Kap. 11); 
die Fliche wird also von oo! Charakteristiken erzeugt. Die singu- 
lire Integralfliche, die sich ergibt durch Elimination von a 
und 6 zwischen: 

ov Oy. 


f= 0), =—=0, ayo? 


ist nicht von Charakteristiken erzeugt. 

Kennt man ein vollstindiges Integral, so lassen sich alle 
ubrigen Integrale aus ihm ableiten. 

Jede Lisung ist stets in einer dieser drei Gattungen von 
Integralen enthalten. 

Eine beliebig vorgegebene partielle Gleichung 1. Ordnung 
hat im allgemeinen kein singulires Integral (Darboux, Mém. 
sur les sol. sing. des éq. aux dér. part., p. 113 (1883); vgl. Gour- 
sat, Lecons, p. 204). 

Es ist iibrigens zu bemerken, daB kein wesentlicher 
Unterschied zwischen dem vollstindigen Integral und dem all- 
gemeinen Integral besteht (Goursat, Lecons, p. 87). 

Um die Gleichung (4) zu integrieren, ermittelt man nach 
Jacobi (Werke 5, 1) weitere »—1 thnliche Beziehungen mit 
nm—1 Konstanten 


Pay Uy ts By By. PP) =, Cae 


welche von der Beschaffenheit sind, daB die aus den » Glei- 
chungen sich ergebenden GréBen p,...p,, in den Ausdruck 


dz=p,du,+...+ pdx, 


eingesetzt, diesen in ein exaktes Differential verwandeln. Die In- 
tegration dieser letzten Gleichung ergibt sodann ein vollstindiges 
Integral von (4). Die Bestimmung der Funktionen ES ee 
hingt von der Integration von linearen partiellen Differential- 
gleichungen ab. Setzt man 


alee eee 


so ergibt sich F, aus der partiellen Differentialgleichung 


ela | Gn.) aca) tele 


@=1 


und alsdann F, aus den beiden Gleichungen: [F'F,] = 0, 
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[F, F,]=0; F, aus den drei Gleichungen: [F' F,|=0, [F, F,]=0, 
[FF] = 0 usw. 

~ Die fiir die einzelne nicht lineare partielle Differential- 
gleichung 1. Ordnung gefundenen Integrationsmethoden iiber- 
tragen sich im wesentlichen auf die Theorie der Systeme solcher 
Gleichungen (vgl. Goursat, Legons, Kap. 7 und 8). 


§ 3. Partielle Differentialgleichungen zweiter und hoherer 
Ordnung. 


Wir wenden uns jetzt zur Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen hoéherer Ordnung als der ersten. 

Als intermedidres Integral (oder Zwischenintegral) einer 
Differentialgleichung /’ =O bezeichnet man eine Differential- 
gleichung f= 0 mit denselben Unbekannten und unabhiingigen 
Variablen dann, wenn das allgemeine Integral von f= 0 die 
Gleichung F' = 0 erfiillt, ohne mit dessen allgemeinem Integral 
identisch zu sein. 

Durch rein algebraische Operationen wird man immer 
entscheiden kénnen, ob eine vorgelegte Gleichung 2. Ordnung 
intermediire Integrale hat oder nicht. Finden sich oo? sgolche, 
so werden dieselben durch eine homogene partielle Differential- 
gleichung 1. Ordnung in drei Variablen bestimmt; wenn es nur 
oo! gibt, werden sie durch eine gewéhnliche Differentialgleichung 
in zwei Variablen hergeleitet; wenn schlieBlich intermediire In- 
tegrale nur in endlicher Zahl existieren, so gehen dieselben durch 
rein algebraische Operationen hervor (Backlund, Math. Ann. 
11, 229 (1877)). 

Hat eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in zwei 
unabhingigen Veriinderlichen x, y und einer abhiingigen Variable z 
ein intermediires Integral 1. Ordnung von der Form 


aa pr), 
wo eine willkiirliche Funktion, w und v Funktionen von g, y, 
z, p und q sind, so muB sie die Monge-Amperesche Form 
(vgl. Goursat, Legons sur Vintégration des &g. aux dér. part. du 
2” ordre, p. 839 (1896)) haben: 


(5) Rr+8s+ Tt+ U(s?—rt)=V 
02 a Oz _ Oz one G oe c) 
(p= 5, oS ay? Na ee 5 Fe by? Oy?)? 


wo R, 8S, ZT, U, V Funktionen von 2, y, z, p und gq sind. 
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Es ist zu bemerken, da nicht jede Gleichung von der 
Form (5) ein intermediires Integral von der Form w= y(v) 
besitzt. 

Ist u = p(v) ein intermeditires Integral der Gleichung (5), 
so geniigen w und v zwei partiellen Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung von der Form (Boole, Treatise on Differential equations, 
Suppl. Vol., p. 145): 


(a5) +8 (as) (zp) + 7 (as) + 7 Uap Ge) 


H(t) |e 
r (9) 4 (Sh) ew (Tt) (Tt) + Vine o> 
wo 
@ = 55425 mas (Gf) = sh +4 of 


gesetzt ist. 

Diese zwei Gleichungen fiir w und w lassen sich ferner in 
zwei Systeme von je zwei linearen particllen Differential- 
gleichungen 1. Ordnung auflésen; diese Systeme definieren die 
Charakteristiken 1. Ordnung von (5). 

Die zwei Systeme lauten: 


n(dl) +m (i) + rio 


(e) 
mi + G+ 120 


und 
df df of 
Bigs) +74 (ay) +P 5p = 
df df of 
mil) +2(t) + rif 0, 
wo m, und m, die Wurzel der Gleichung: 


m® —Sm+ RT—UV=0 


(8) 


sind. 
Wenn eines dieser beiden Systeme der ,,Charakteristiken“ 
zwei Integrale u und v besitat, so ist die Integration von (5) 
auf die Integration der Gleichung u = p(v) zuriickgefiihrt. 
Wenn m, = m,, so kann das System der Charakteristiken 
drei Integrale u=a, v=b, w=c besitzen. Eliminiert man 
p und q zwischen diesen drei Gleichungen, so erhdlt man die Glei- 
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chungen einer Fldchenschar, die von drei Parametern abhdngt. 
Das allgemeine Integral von (5) ergibt sich dann, wenn man 
Zwei willkirliche Relationen zwischen a, b und c aufstellt und 
die Enveloppe der so erhaltenen Flichen bestimmt. 

Soll eine partielle Differentialgleichung 3. Ordnung ein 
intermediires Integral 2. Ordnung von der Form haben: 


u = o(v) 
(uw, v = Funktionen von 2, y, 2% p, % 1 5; t), so muB sie die 
folgende Form besitzen: 


Aa+ BB+ Cy+ Dé + E(6? — ay) + F(y? — BO) 
+ G(ad — By) + H=0, 


0°2 0°2 oe2 0°z 
er Dh? esos eR yO aby® = bys 
und A, B...H Funktionen von a, y, 2, p, q, r, S, t sind. 
Nicht jede Gleichung dieser Form besitzt ein intermediires In- 
tegral der Form w= g(v). Existiert ein solches, so hingt seine 
Bestimmung von vier partiellen Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung ab (Forsyth, Theory of diff. equat. Part. 4, Vol. VI, p. 456 
(1906)). 

In_ betreff dieser Untersuchungen partieller Differential- 
gleichungen héherer Ordnung siehe Backlund, Math. Ann. 11, 
236; 18, 99 (1875—-77); Tanner, Proc. London Math. Soc. 
8, 229 (1877); Natani, Die hdhere Analysis, 8. 380; Falk, 
Nova Acta Regia Ups.(1872); Hamburger, J. f. Math. 83, 201 
(1882); Guldberg, Chr. Vid. Skrif. (1900); Clariana, Revista 
de Mat. Ano 8, 67 (1904). 

Auf ganz anderen Prinzipien beruhende Integrationsmethoden 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter and hoherer Ord- 
nung sind von Darboux (Ann. de V’Ecole Norm. 7, 163 (1870)); 
Konig (Math. Ann. 24, 465 (1884)) und Lie (Leipz. Ber., 8. 53 
(1895)) Vea ndetsosouts 

Hat man eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung 


F(2,Y, 22% %, & t) = 


so kann man, analog wie bei partiellen Gleichungen 1. Ordnung, 
versuchen, zwei andere partielle Differentialgleichungen 2. Ord- 
nung wu =a, v=b derart zu wahlen, daf 1, s, t aus denselben 
und F = 0 bestimmt, in den Gleichungen 


de=pdx+qdy, dp=rdu+sdy, dg=sdx-+tdy 
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eingesetzt, diese Gleichungen in ein vollstindig integrierbares 
System totaler Differentialgleichungen verwandeln. Gelingt es, 
die Funktionen u, » derart zu bestimmen, so ist die Aufgabe 
gelést, denn jedes z, welches diesem System allgemein geniigt, 
befriedigt auch die Gleichung #’= 0. Man erhalt zwei simul- 
tane partielle Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung von wu 
und v; sie sind im Detail diskutiert bei Konig. 

Uber Systeme von partiellen Differentialgleichungen héherer 
Ordnung gibt es Arbeiten von Backlund, Math. Ann. 15 (1879), 
Darboux, ©. R. 70, 675, 746 (1870), Lie, Leipz. Ber. 47 
(1895) und v. Weber, Miinch. Ber. 25, 26 (1895, 1896), vgl. 
Goursat, Lecons 2 (1898). 

Die besonderen Fille von Gleichungen hodherer Ordnung, 
welche eine eingehende Behandlung gefunden haben, sind sehr 
zahlreich. Wir fiihren hier einige der einfachsten an. 

Die Gleichung 

m+n zg 


aamoynr : 


hat das Integral 
Z=Y,+ Yxt---4+ Y,_107 1+ K+ Ryt+-:-:- 
-L Xe ae, 


wo die Y und X willkiirliche Funktionen bzw. von y und x 
sind; speziell hat die Gleichung 


072 
pri wee 
das Integral 
a Cr a Ae 


Die Gleichung 


072 08 Oz 

Gee oe Oy ae 

wo a, b, ¢ und M Funktionen von x und y sind, hat, wenn 
die Koeffizienten a, 6, c wenigstens eine der Gleichungen: 


da 0b 
(cx) ay 1 G0 —e= 0, Dy ul ee (B) 


erfiillen, ein intermediiires Integral, das von einer willkiirlichen 
Funktion abhingt. 

Besteht die Gleichung («) identisch, so ist das allgemeine 
Integral der Gleichung: 
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Zi ene +f (vt fare! ae] Someaec 


wo X und Y willktirliche Funktionen von 2 und y sind. 
Besteht die Gleichung (6) identisch, so hat das allgemeine 
Integral der Form 


rns ee ty Bafa + face! ay| ole aa). 


Wenn keine der beiden Gleichungen («) und ({) erfiillt ist, so 
besitzt die Gleichung kein intermediiires Integral. Laplace (Rech. 
sur le caleul intégral aux diff. part. (1773)) hat dann eine Trans- 
formationsmethode gefunden, wobei die Gleichung in gewissen 
Fallen in eine andere derselben Form transformiert werden kann, 
die ein intermediires Integral hat (vgl. Goursat, Legons 2 
(1898) und Darboux, Lecons sur la th. générale des sur- 
faces, 2). 

Die Liouvillesche Gleichung 


Ore tas 
dxdy ° 
hat das allgemeine Integral 
1 f(y) 9 (@) 
Z=-,1 
21 8 1TFW) + o@)? 


worin f und » willkiirliche Funktionen von y baw. x sind (vgl. 
Jordan, Cours d’ Analyse 3, 358). 
Die von Euler betrachtete Gleichung (vgl. Jordan, Cours 
d’ Analyse 3, 353) 
z 


2 2 fs 
a Fo +20 +05 = 0 (a, b, ¢ const.) 


hat das allgemeine Integral 
e=fa+thy) + p@t iy), 
wenn f und » willktirliche Funktionen, 4, und A, die Wurzeln 
von 
cM 4+ 2bi1+a=0 
sind. 
Ist 4, =4,, so wird das allgemeine Integral 


2 = f(a + dy) + p(@ + dy) (ye + dy), 


wo y und 6 willkiirliche Konstanten sind. 
Eine Reihe geometrischer Probleme fihrt auf partielle Diffe- 
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rentialgleichungen. Wir fiihren einige an. Die Spiralfldchen sind 
Integralflichen der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung: 


ic = 
(y + ka) + (a hy) ot he =O, 


ihre endliche Gleichung lautet: 
log z = Rarctg £ +@ (log Vx? + y+ Raretg 4 


wo & eine Konstante und ® eine willkiirliche Funktion ist. 

Die Haupttangentenkurven, Kriimmungslinien und Minimal- 
linien einer Spiralfldiche lassen sich durch Quadraturen bestimmen 
(vgl. Lie-Scheffers, Vorles. tiber Differentialgleichungen mit 
bekannten infinitesimalen Transformationen, 8. 260). 

Das Problem, alle Fldchen zu finden, die hinsichtlich des 
Linienkomplexes aller Treffgeraden einer unendlich fernen ebenen 
Kurve konjugiert sind, fihrt zu einer gewissen partiellen Diffe- 
rentialgleichung 2. Ordnung von der Form: 


R(pq)r + S(pa)s + T(paq)t = 0. 


Zunachst gehdren zu den Integralflichen alle Developpablen, 
deren Geraden nach der gegebenen wunendlich fernen Kurve 
laufen. Sie erfillen eine partielle Differentialgleichung 1. Ord- 
nung, die demnach eine intermediire Integralgleichung der par- 
tiellen Differentialgleichung ist. Alle iibrigen Integralflichen 
sind Translationsfldchen, deren erzeugende Kurven Riickkehr- 
kurven von Developpablen sind, welche die gegebene unendlich 
ferne Kurve enthalten. Diese Translationsflachen sind dann und 
nur dann algebraisch, wenn ihre erzeugenden Kurven algebraisch 
sind (vgl. Lie-Scheffers, Geom. d. Beriihrungstransformationen, 
S. 383). 

Die Differentialgleichung der Minimalfldchen (a. h. der 
Flachen, die bei gegebener Begrenzung den kleinsten Flachen- 
inhalt besitzen) lautet: 


(1+ @°)r—2pqs+(1+p%)t=0. 
Die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung lautet nach 


Monge, Applications de UAnalyse d la Géometrie § 20, 1850 
und Legendre, Mém. sav. étr., 309 (1789): 

_ 49(@) , avi) dg («) d 

ae ai dp } YO CN eee +¥(@)—p Se, 


do 
a Le ey 
ee ar TS dat fY=1— BPO ap. 


x 
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Hier bedeutet « und 6 zwei Parameter, p(w) und w(8) will- 
kirliche Funktionen (vgl. v. Lilienthal, Enzykl. IlI,, 308, fiir 
den Zusammenhang mit dem eben erwihnten Problem siehe Lie, 
aan, 306): 

Die Flichen, die zu einem tetraedralen Komplexe konjugiert 
sind, sind die Integralflichen einer partiellen Differentialgleichung 
2. Ordnung von der Form: 


(b—c)xqr—[(b—c) ap +(c—a) yq+(a—b)z]s + (c—a)ypt=0. 
Zunichst gehéren zu den Integralflichen alle Flachen, deren eine 
Schar Haupttangentenkurven dem Komplexe angehéren. Diese 
Flachen, die man simtlich angeben kann, sind die Integral- 
flichen einer partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung, die 
daher eine intermediiire, und zwar singulire Integralgleichung 
der partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung ist. Alle tibrigen 
Integralflachen der partiellen Differentialgleichung erhilt man so: 
Man wihlt zwei beliebige, einander in einem Punkte » schneidende 
Kurven ¢ und y des Komplexes aus und iibt auf die eine Kurve, 
etwa auf y, alle projektiven Transformationen aus, die erstens 
die Ecken des Tetraeders invariant lassen und zweitens den 
Punkt p von y in beliebige Punkte von ¢ iiberfiihren. Die Art 
der so aus y hervorgehenden Kurven ist eine Flache von der 
gesuchten Art. Sie liBt zwei Erzeugungen von dieser Art zu 
(vgl. Lie, a.a.0O., 390). 

Die Differentialgleichung der F'ldchen mit konstantem Kriim- 
mungsmap k lautet: 


fis = EL pg); 
ist K=O, erhilt man die Differentialgleichung der abwickelbaren 
Flachen (vgl. v. Lilienthal, Enzykl. UI,, 333 ff.). 


§ 4. Totale Differentialgleichungen. Das Pfaffsche 
Problem. Mongesche Gleichungen. 


Eine Gleichung von der Form 
Xda, + Xeda,-+--:+X%,dz, =0, 
wo die X Funktionen von a,.. a, sind, heiBt eine lincare totale 
Differentialgleichung 1. Ordnung. Man nennt sie auch eine Pfa/f- 
sche Gleichung. Die Gleichung heiBt vollstindig oder wnbeschrdnkt 
integrabel, wenn eine Funktion M von #,...2%, von der Be- 


schaffenheit existiert, daB M(X,da, +---+ X,da,) gleich dem 
vollstindigen Differential einer Funktion V(a,...a,) ist. 
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Die Funktion M heiBt ein Multiplikator oder integrierender 
Faktor. Die Koeffizienten X miissen folgende Gleichungen fir 
alle Kombinationen je dreier Indices m, p, 7 aus der Reihe 
1,2,..., m identisch befriedigen: 


(= pa ce) ea (G ne ea x,+ (; Me es i=) 5, 0; 


Gin. 02}, 0x,  O€p Ohm O&p 
—i1)(n—2 : 
Unter diesen Bedingungen sind nur aa voneinander 


unabhingig. Ist der gegebene Ausdruck = X,da, direkt gleich 
dem totalen Differential einer Funktion V (a,...%,), so gentigen 


die X den "= Gleichungen: 
Sam 
Ot, 0%, 


Sind diese Bedingungen erfiillt, so verfihrt man nach Euler 
(Inst. calc. integr. 3, § T—10), um die gesuchte Funktion zu er- 
mitteln, von welcher der gegebene Ausdruck das totale Differential 
ist, auf die folgende Weise. Man betrachtet alle Verander- 
lichen bis auf zwei als Konstante und sucht fiir die so reduzierte 
Differentialgleichung 


X,da, + X,da =0 


ein Integral f(2,, %,...,%,) =, Wworin wu die Integrations- 
konstante bedeutet, also unabhiingig von x, und 2, im iibrigen 
aber als verinderlich betrachtet werden soll. Dieses Integral 
lhefert: 

of, of 


af 
Fa a +E day +++ + dx, = du. 


n 


Sind nun die Integrationsbedingungen erfiillt, so kann man mit 
Hilfe dieser Differentialgleichung und der gegebenen > X;dx,= 0 
die verinderlichen x, und wz, und ihre Differentiale aus dem 
Integral f = w eliminieren, wodurch man eine neue Differential- 
gleichung mit nur x —1 Variablen erhilt. Diese Verminderung 
der Variablen kann man wiederholen, bis man auf eine Gleichung 
kommt, die nur zwei Variable enthilt. Andere Methoden zur 
Auffindung der Funktion V sind von Natani (Hoh. Anal., 303 
(1866)), Du Bois-Reymond (J. f. Math. 70, 299 (1869)), 
Collet (Ee. Norm. 7, 59 (1870)) und anderen angegeben (vgl. 
Forsyth, Theory of Differential equations, part 1). 

Ist ein System von m totalen linearen Differentialgleichungen 
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1. Ordnung zwischen m Variablen gegeben, welches man immer 
unter der Form 


t=n—m 
AL, m1 X,— mt1,6 4%; =) 
t=1 
t=n—m 
(1) Aky _m+9 wy Xm 42,6 U4; all 
#=1 
t=n—™m 
dz, — > X,, i541, = 0 
¢=1 


darstellen kann, so heiBt das System vollstdndig oder unbeschrdnkt 
integrabel, wenn m Integralgleichungen 


fy (4, ee Hq) = Oy +6 Fa (4 SPS, oe Wn) aa Cm 


existieren, die das gegebene System erfiillen. Die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen, da das System (1) unbeschrinkt 
integrabel ist, sind 


(«) he A aCe Nt a nee | 
worin 3 A='2 3 

se 0X; ne Dee rrr 
ist. A=n—m+1 


Die Bedingungen (w) sagen aber aus, daB das System 
linearer partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung 
(2) F,(¢) =—a() (@@=1,2...n—m) 
ein ~ — m gliedriges Jacobisches System in m» Variablen ist, 
d. h. daB es gerade m Lésungen besitzt. Es gilt dann der Satz: 

Die Integration des Systems (1) reduziert sich auf die Inte- 
gration des Jacobischen Systems (2). Umgekehrt, hat man das 
System (2) integriert, so hat man auch unmittelbar das allge- 
meine Integral von dem System (1) gefunden. 

Die Integration der Systeme (1) und (2) sind also aqui- 
valente Probleme (vgl. Kap. XII). 

Ist eine totale Differentialgleichung 
(3) A= X,dx,+ Xda +-+-+ X,,dx,, = 0 
nicht unbeschrinkt integrabel, kann sie also nicht durch eine 


Relation von der Form V(a, ...2,) = const. erfiillt werden, so 
wurde sie von Euler als unzulissig betrachtet. Im Jahre 1784 
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zeigte aber Monge (Par. Mém., p. 502), daB die Gleichung 
dann stets durch m— 1 bez. weniger Gleichungen in den a be- 
friedigt werden kann. Doch erst Pfaff legte in seiner Abhand- 
lung in den Berl. Abh. aus dem Jahre 1814 den Grund zu der 
Theorie der Gleichung (3), indem er zeigte, daB, wenn m= 2n 
oder 2n — 1 ist, A auf eine Form F,df,+F,df,+...+F,4f, 
mit nur 7 Differentialen gebracht werden kann, daB die Glei- 
chung (3) daher schon durch m Gleichungen befriedigt werden 
kann. Die Gleichung (3) wird daher eine Pfaffsche Glei- 
chung, ihre rechte Seite ein Pfaffscher Ausdruck genannt. Das 
Pfaffsche Problem besteht nun darin, die Gleichung (3) durch 
die kleinstmégliche Zahl von Relationen zwischen den # zu in- 
tegrieren, oder auch A auf eine Form mit der kleinstméglichen 
Zahl von Differentialen zu bringen (siehe E. v. Weber, Vor- 
-_lesungen iiber das Pfaffsche Problem und die Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung; vgl. Kap. X11). 

Wir betrachteten bisher lineare totale Gleichungen 1. Ord- 
nung. Man kann aber auch totale Gleichungen 1. Ordnung be- 
trachten, die nicht linear sind. Monge ist der erste Mathe- 
matiker, der sich eingehend mit Gleichungen von der Form 
(6) 2(a, y, 2; dx, dy, dz) =0 
beschaftigte, die in dx, dy, dz homogen sind. Man bezeichnet 
deshalb derartige Gleichungen als Mongesche Gleichungen. 

Mit jeder Mongeschen Gleichung ist eine Reihe von Inte- 
grationsproblemen verkntipft. So liegt das Problem vor, alle 
Integralkurven emer Mongeschen Gleichung zu finden, d. h. alle 
Kurven zu bestimmen, deren Linienelemente die Mongesche Glei- 
chung erfiillen. Man versteht dabei unter Linienelement im Raume 
den Inbegriff eines Punktes und einer durch ihn gehenden Ge- 
raden. Die Bestimmungsstiicke eines Linienelementes sind die 
Koordinaten x, y, g seines Punktes und die beiden Verhiiltnisse 
der Inkremente dx, dy, dz, welche die Koordinaten a, y, z beim 
Fortschreiten auf der Geraden des Elementes erfahren. Es gibt 
oo Linienelemente im Raume. Durch die Mongesche Gleichung 

2 (x, y, 2; da, dy, dz) =0 
werden oo* Linienelemente ausgewahlt. Durch den Punkt (2, y, 2) 
gehen oo* dieser Elemente. Diese durch einen Punkt gehenden 
oo’ Linienelemente bilden daselbst einen Kegel von Fortschrei- 
tungsrichtungen, den man den Elementarkegel des Punktes nennt. 


Die Mongesche Gleichung ordnet also jedem Punkte des Rawmes 
einen Elementarkegel zu. 
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Zu jedem Linienkomplec im Raume (a, y, 2) gehdrt eine 
ganz bestimmie Mongesche Gleichung von der besonderen Form 


O(ydz — zdy, zdx — adz, andy — yd, da, dy, dz) = 0, 


die homogen in den sechs Argumenten der Funktion ® ist. Die 
Geraden des Komplexes sind die oo° geradlinigen Integralkurven 
dieser Mongeschen Gleichung. Die durch einen beliebigen Punkt 
allgemeiner Lage gehenden oo Komplexgeraden erzeugen den 
Elementarkegel, der dem Punkte vermége der Mongeschen Glei- 
chung zugeordnet ist. Umgekehrt definiert jede solche Gleichung 
D = 0 eimen Linienkomplesx. 

Es erhellt hieraus, daB die Plickersche Liniengeometrie 
der Mongeschen Gleichung untergeordnet ist. 

Unter einem Fldchenelement im Raume versteht man den 
Inbegriff eines Punktes und einer durch den Punkt gehenden 
Ebene. Es gibt oo® Flachenelemente. Eine Fliche besitzt 
oo” Flichenelemente. Jeder Elementarkegel bestimmt oo! Flichen- 
elemente. Hine nicht lineare Mongesche Gleichung bestimmt 
oco* Flachenelemente, und zwar so, daB sie jedem Punkte 
oo Flachenelemente zuordnet, die den Elementarkegel des 
Punktes umbhiillen. 

Es ist nun ein wichtiges Integrationsproblem, bei gegebener 
Mongescher Gleichung (x, y, 2; dx, dy, dz) =0 alle Flichen 
zu bestimmen, die in allen ihren Punkten die den Punkten zu- 
geordneten Elementarkegel beriihren. Man kann dieses Inte- 
grationsproblem auch so formulieren: Es liegt eine Mongesche 
Gleichung 2 = 0 vor, die co* Flichenelemente im Raume defi- 
niert. Gesucht werden alle Flichen, deren siimtliche Flaichen- 
elemente zu diesen oo* Flichenelementen gehiéren. 

Alle Flichen 
a= a(2, y), 
die in jedem ihrer Punkte den Elementarkegel beriihren, der dem 
Punkte durch eine vorgelegte, in dx, dy, dz nicht lineare Monge- 
sche Gleichung 

Q(x, y, 2; dx, dy, dz) =0 
zgugeordnet wird, ergeben sich durch Integration emer gewissen 
zugehérigen partiellen Differentialgleichung 
F(a, Y, % P, q) = 0; 
Diese Differentialgleichung geht hervor durch Elimination der 
drei homogen auftretenden Gripen a, y', ¢ aus den drei Glei- 


chungen 
Pascal, Repertorium. I.2. 2. Aufl. 37 
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2 (a, Y, 2 x, y, Z) =0 
02 02 O02 
OA OU <Or 
oY te age 
on jy 
Jede Integralfliiche der partiellen Differentialgleichung F’= 0 
wird von co! Kurven iiberdeckt, derart, daB in jedem Punkte 
der Flache der zugehérige Elementarkegel langs der betreffenden 
Kurve bertihrt. Man nennt nach Monge diese Kurven auf den 
Integralflichen Charakteristiken (vgl. § 1). 
Liegt eine Mongesche Gleichung 


Q(x, y, 2; dx, dy, dz) =0 


vor, so findet man ihre Integralkurven, indem man die zugehdrige 
partielle Differentialgleichung 


F(a, Y, 2, P; q) =0 
integriert und die Riickkehrkurven auf ihren Integralfldchen, d. h. 
die Umhiillenden der Charakteristiken auf ihren Integralfldchen 
konstruiert. 

Hine eingehende Theorie der Mongeschen Gleichungen findet 
man bei Lie-Scheffers, Geometrie d. Beriihrungstransformationen; 
fiir die hier mitgeteilten Begritfe und Sitze siehe Kap. VU. 

Hine Gleichung 2(a, y, 2, dx, dy, dz) =0 kann unbeschréinkt 
integrabel sein, d. h. durch eine Relation zwischen xz, y, zg erfullt 
sein; die Koeffizienten von dx, dy, dg miissen dann gewissen 
Bedingungen gentigen (vgl. Forsyth, Treatise on diff. equations, 
3. ed., p. 300). Die singuldren Lésungen solcher Gleichungen 
lassen sich genau in derselben Weise definieren und behandeln 
wie im Falle von gewdéhnlichen Differentialgleichungen (Guld- 
berg, Chr. Vid. Skr. (1899)). 

Die Theorie der totalen Differentialgleichungen zweiter und 
hoherer Ordnung ist von Guldberg (Chr. Vid. Skr. (1898); J. f. 
Math. 122, 34 (1900)) in Angriff genommen, spiter in einer 
Reihe von Arbeiten von Pascal (C. R., 5. Mirz 1900; Rend. 
Ist. Lomb. (2) 33 (1900); Math. Ann. 54, 400 (1900); Ann. 
di Mat. (3) 7 (1901)) und Sinigallia (Rend. Ist. Lomb. (2) 34 
(1902)), Morera (Mem. Acc. Torino (2), t. 52, 1902—03) aus- 
gebildet, vgl. Kap. XII. 

In betreff Literatur titber partielle und totale Differential- 


gleichungen und Wiirdigung der Arbeiten der Mathematiker siehe 
v. Weber, Enzykl. 2, 294 ff. 


=, | 


Kapitel XII. 


Totale Differentialgleichungen und Differentialformen. 


Von Ernesto Pascal in Neapel. 


§ 1. Pfaffsche Formen und Gleichungen. — Vollstindige 
Integrabilitét. Pfaffsches Problem. 


Kin Ausdruck von der Form 


> Xe, 

a=1 
wo die X, Funktionen der « sind, heiBt eine Differentialform 
1. Ordnung und ersten Grades, oder auch eine Pfaffsche Form. 
Die Gleichung X =O heiBt eine totale Differentialgleichung 
1. Ordnung oder eime Pfaffsche Gleichung. 


Wir setzen: 
Coxe 


fee 
GiN= Ope Ges 
und betrachten die drei Matrizen: 
Ay, Xa PE PA 


Alea Pee oa eae ee er eer wet Pemes 
(75, Lea ies nes cst 0 
OLE Coie on de enn, a 
DG Ce at" Coe Rene (6 ay (2) 
J ee a hen tegen Sy ge a es eg oe 


Pg Cues OL 67 4Oee br ue Lien ie BOM Oa To) (eer la 6 


Xen, 1 ye ase) 0 
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0, a, 7h ig sc qi, n) 
Be: (2,1), ° 0; ieee ee 
(m, 1), (M2), +++ 0 


mit den Rangzahlen hk, k,, ky. Man hat immer: 
ky ZkShy, k= 4 (ky + hy). 
Auperdem sind k, und ky immer gerade. 

Die Zahl k heiBt Klasse der Pfaffschen Form. Die Klasse 
bleibt bei jeder Transformation der Variabeln ungedndert, ist 
also eine Invariante. Ferner sind Invarianten die Zahlen k, 
und ky. 

Zwei Pfaffsche Formen heiBen dquivalent, wenn man sie 
durch eine Transformation der Variabeln ineinander tiberfiihren 
kann. 

Fiir die Aquivalenz zweier Formen ist die Gleichheit ihrer 
Klassen k notwendig und hinreichend. 

Bei der Multiplikation einer Form mit einem (von den «x 
abhingigen) Faktor bleibt die Zahl k, wngedndert. 

Addiert man zu einer Form ein exaktes Differential, so 
bleibt die Zahl ky wungedndert. 

Wenn die Klasse k von X gerade ist, so ist die von o- X, 
wo e@ eme Funktion der «x bedeutet, gleich k oder k —1; ist k 
ungerade, so ist dagegen die Klasse von 0 X entweder k oder 
k+1 (Frobenius). 

Wenn zwischen den Koeffizienten einer Form X keine Re- 
lation besteht und die Zahl n der Variabeln ungerade ist, so 
bleibt die Klasse ungetndert, wenn man X mit einem Faktor 
multipliziert; ist aber n gerade, so bleibt die Klasse ungedndert, 
wenn man zu X ein exaktes Differential addiert. 

In Verkniipfung mit der Form: 


X= X,de, 
t#=1 


betrachten wir einen Ausdruck: 


der in den partiellen Derivierten einer erzeugenden Funktion fi ; 


linear sei. Dann ist die Bildung: 
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A= a5 xX; 


bet jeder Transformation der Variabeln invariant. Bekanntlich 
kann #f als Symbol einer Infinitesimaltransformation aufgefaBt 
werden, und deshalb kann man sagen, 4 sei die Simultan- 
mvariante der Pfaffschen Form X und der Infinitesimaltrans- 
formation . 

Es liege vor ein System von m(<m) Pfaffschen Glei- 
chungen: . 
X® = SX, da, = 0 


¢=1 


OO ee Waa nate enc Sab ot 


und man bilde die linearen Gleichungen: 
n 
4,= 2X8 = 0, $= (O52, ees) 
5 a 


mit den Unbekannten &. 
Wenn die Formen 
Et x 8) 
linear unabhiingig sind, d. h. keine lineare Gleichung zwischen 
ihnen besteht, so ist die Matrix der Koeffizienten X,; von Null 
verschieden, und die vorhergehenden Gleichungen haben » — m 
Lésungssysteme in den &: 


are i ere Se) Sone n° 
Die linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen 
mit den Koeffizienten §, nimlich: 


TMM He Rl ah igh 0.2 eth 
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pilden das zu dem gegebenen System Pfaffscher Gleichungen 
adjungierte System, und umgekehrt kann das System (1) zu (2) 
adjungiert genannt werden. 

Das adjungierte und das gegebene System kénnen durch 
folgende symmetrischen Ausdriicke dargestellt werden: 


of ealetie ite! '* oF dx, ec a Sh te dx, 

ae Oe, Ei eae E 

Xin a Xin = 0, 6. ek 20. he 6 eee OO, EO ee — OF 
a ge ey eer 

Xt : ae 


mit der Vorschrift, alle Determinanten héchster Ordnung, die 
in beiden Matrizen enthalten sind, gleich null zu setzen. 

Wenn das System der X) nach den Differentialen da,,...,d2,, 
aufgelést und somit auf die Form: 


(3) Earn 0 o's birt 


gebracht ist, so kann auch das adjungierte System aufgeldst 
und in die Form gebracht werden: 


Gym} be. cre Ce ee 


Man kann sagen, da das adjungierte System mit dem 
gegebenen invariant verkniipft ist, weil die Simultaninvariante 
A jeder Gleichung des gegebenen und jeder Gleichung des ad- 
jungierten Systems immer gleich Null ist. 

Durch eine Transformation der Variabeln geht das ad- 
Jungierte System tiber in ein System, das zu dem transformierten 
des gegebenen Systems adjungiert ist. 
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‘Hin System (1) von Pfaffschen Gleichungen heiBt voll- 
stiindig integrierbar, wenn m lineare Kombinationen der ersten 
Glieder jener Gleichungen bestehen, die m exakte Differentiale 
df,....df,, sind. In diesem Falle heifSen: 


f, = const.,..., f,, = const. 


die Integrale des Systems (1). 
Die Determinante 9 der Koeffizienten 9,, der angegebenen 
linearen Kombinationen: 


O11 XO + 01, a = df, 


Omi & —-F By ae Gna = Afins 


heiBt der Multiplikator des Systems (1). 

Uber diesen Multiplikator gelten die folgenden Sitze als 
Erweiterungen gewisser Sitze aber die integrierenden Faktoren 
Gewobalicher Differentialgleichungen 1. Ordnung und ersten 
Grades. 

Wenn man o mit irgendeiner Funktion F(f,,..., f,,) der 
f multipliziert, so erhdlt man wieder einen Multiplikator. Es gibt 
also unendlich viele Multiplikatoren. 

Jeder Multiplikator ist immer in dem Ausdruck oe: F(f,,---5 fim) 
enthalten. 

Jeder Multiplikator ist die gemeimsame Lisung eines ge- 
wissen vollstdndigen Systems linearer partieller Differentialglei- 
chungen 1. Ordnung; und jede gemeinsame Lisung dieses Systems 
ast ein Multephkator. 

Wenn das System (1) vollsténdig integrierbar ist, so ist 
das adjungierte System (2) vollstindig (siehe das Kapitel tiber 
partielle lineare Differentialgleichungen) und umgekehrt. 

f, = const., » fn = const. sind die m unabhingigen Lé- 
sungen des Ponda Systems (2). 

Deshalb gilt auch der Satz: 

Die yaneenaye und hinreichende Bedingung fiir die voll- 
stdndige Integrabilitdt des Systems (3) besteht darin, dap die Glei- 
chungen erfiillt sind: 


By, sn OX}, (ry aX, 
ee cept Se aa ama) 
t=1 


forey = 1,2). 2., Mm und Fy Samm Th 
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Um das vollstindig integrierbare System (1) zu integrieren, 
gemigt es, m unabhingige Lésungen des vollstiindigen Systems (2) 
zu finden. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die voll- 
stiindige Integrierbarkeit des Systems (1) besteht in dem Ver- 
schwinden der Bilinearformen: 


(Frans Bie anreir)) 


fiir alle die Wertsysteme U,, V;, die den Gleichungen geniugen: 


a> Be Up 0 Se Ky Ve 0 
i=1 j=l 
ES Ae aU, 22105 > Xn4V; = 0 
5S a 
Setzt man: 
ox ox 


si 


aan ay (i, Dex 
so kann die Bedingung fir die vollstandige Integrierbarkeit 
auch in die umgewandelt werden, da die Matrizen: 


0a, 


0, iy oy. Seas Ci n).. De Rae Ay | 
ie Gea ei On AG ieee 
Xi, Xie, ? XG a 0, ’ 0 
SCE EEX te Mh Yoke 5e unt aw) Se en) 


den Rang 2m haben. 


Wenn ein System (1) vollstindig integrierbar ist und unter 
seinen Gleichungen m — p vorkommen, die p Variable weder in 
endlicher noch in Differentialform enthalten, so bilden jene mM — p 
Gleichungen ihrerseits ein vollstindig integrierbares System. 


Wenn eine einzige Pfaffsche Gleichung gegeben ist und die 
anderen gebildet werden: 


> (i, jaa, = 0, (GSR i2 i realn5 72) 


#=1 
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wo die (i, j) die gewdhnlichen, mit den Koeffizienten der gegebenen 
Gleichung gebildeten Ausdriicke sind, so bilden die unabhdngigen 
unter diesen so gebildeten Gleichungen ein vollstindig integrier- 
bares System. 

Eine einzelne Pfaffsche Gleichung X =O ist immer nur 
damn volisténdig integrierbar, also X nur dann von der Form 
odf, wenn die Gleichungen erfiillt sind: 


X,(4, h) + X(h, i) + X,G 9) = 0. 


Diese Bedingungen kinnen auch dadurch ausgedriickt werden, 
dap die Matrix A den Rang 2 hat. Wenn der Rang von A 
gleich 1 ist, was also bedeutet, daB alle (i, 7) gleich null sind, 
so ist X ein exaktes Differential, und wmgekehrt. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die vollstdindige Integrierbarkeit 
eines Systems Pfaffscher Gleichungen besteht darin, dap seine 
Gleichungen alle die durch das adjungierte System dargestellten 
Infinitesimaltransformationen gestatten. 


Wenn man eine Pfaffsche Form X und eine Infinitesimal- 


transformation 
n 
rf mol 
af= > 5D a; 


t=1 


brary! 


hat, so ergibt die Anwendung von = auf X das Resultat: 


EX=dA tes 25 ,(i jax, 
= j= 


wo A die Simultaninvariante von X und & ist. 

Man sagt, die Form X gestatte die Infinitesimaltransforma- 
tion #, wenn 4X identisch null ist, und die Gleichung X = 0 
gestatte die Transformation %, wenn =X gleich dem Produkte 
yon X mit einem Faktor ist, und folglich wegen X = 0 selbst: 
verschwindet. 

Wie viele und welche Infinitesimaltransformationen gestattet: 
eine Pfaffsche Gleichung? 

Wenn A=0 sein soll, so dag die Transformation & dem 
zu X adjungierten System angehoren soll, wenn ferner die Klasse 
k von X ungerade ist, so gibt es n — k Infinitesimaltransforma- 
tionen von der angegebenen Art 5, #@,..., H°-%, und thre 
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Koeffizienten & findet man, indem man die gemeinsamen Liosungen 
der linearen Gleichungen aufsucht: 


26 I= (f=1,2,--4 7) 
() 


Wenn dagegen die Klasse k gerade ist, so gibt es m—k+1 
Infinitesimaltransformationen der angegebenen Art, und die Koef- 
fizienten — sind die Wurzeln der Gleichungen: 


ab j)§; = &)X; KG 1 25 eg) 
6) mi 

2X a0), 
j= 


wo &) eine einzige neue Unbekannie ist, die m diesem Falle 
nicht, wie bet ungeradem k, ausschlieBlich den Wert null hat. 

Die Systeme der partiellen Differentialgleichungen, die man 
erhalt, wenn man die #f im ersten bzw. zweiten Falle gleich 
null setzt, heiBen System W und System VJ. 

Diese Systeme sind volistdindige Systeme. 

Wenn & gerade ist, so existieren die beiden Systeme W 
und V, dagegen existiert nur das eine System W, wenn & un- 
gerade ist. Wenn wir nun bei der Aufsuchung der Infinitesimal- 
formationen, die die Pfaffsche Gleichung gestattet, die Be- 
dingung 4 = 0 weglassen, so finden wir, daB die Invariante A 
in jedem Falle die Lisung des vollstdindigen Systems W sein muf. 


Das Reduktionsproblem von Pfaff, welches die erste Auf- 
lésungsmethode der partiellen Differentialgleichungen mit mehr 
als zwei Variabeln liefert, ist folgendes: 

Wenn eine Pfaffsche Form X mit » Variabeln gegeben 
ist, so soll man die allgemeinste Transformation der Variabeln 
x in y finden, durch die die Form X tibergeht in o Y, wo o 
ein endlicher Faktor und Y eine Pfaffsche Form in den neuen 
Variabeln y ist, die aber nur mehr 2 — 1 von ihnen enthilt. 

Hs 1a8t sich zeigen, daB man die allgemeinste Transforma- 
tion dieser Art auf folgende Weise erhilt: 
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Man betrachte eine Gleichung des Systems W oder V, je 
nachdem k wngerade oder gerade ist, und es seien deren n — 1 
unabhingige Integrale gefunden: 


i@) =% 
(7) Reba st ssa st eet by 
fn —1(#) = Yn—1 , 
wo die y die Konstanten seien. 


Man wiihle darauf eine willkiirliche, von den f,,...; 
unabhingige Funktion der «x: 


(8) f,(%) = Yne 

Dann ist die durch (7) und (8) dargestellte Transformation 
von x in y eine der gesuchten; und jede Transformation der 
gesuchten Art ist von dieser Form. 

Wenn » ungerade ist und & seinen gréSten Wert hat, 
nimlich » (wenn wir z. B. annehmen, da8 unter den Koeffi- 
zienten der gegebenen Form keine identische Relation besteht), 
so enthilt das System W keine Gleichung (weil » —~ k=O), 
und daher existiert die genannte Transformation nicht. 

Wenn dagegen gerade ist, so existieren immer Trans- 
formationen, die auf die genannte Weise die Zahl der Variabeln 
vermindern. 

Unter passender Anwendung der Reduktionsmethode haben 
wir alsdann den Satz: 

Es existieren immer Transformationen der Variabeln, durch 
die man eine Pfaffsche Form ungeraden Ranges k = 21—1 
auf die kanonische Form bringen kann: 


O(Yyy eee Gere) {dy, + Yn 41d + Y7494Ye rp + Yo2-144,-1}, 


wahrend eine Pfaffsche Form gerader Klasse k = 21 sich in 
die kanonische Form: 


Yn 4141 + Yn424Yg Fes + Ye,4dy, 


n—1 


bringen lafpt. 

Der Begriinder der hier vorgetragenen Theorie der Formen 
ist Pfaff (Abh. der Berl. Akad. 1814—1815, Ostwalds 
Klassiker 119), unmittelbar gefolgt von GauB (Gétt. Gelehrte 
Anzeigen, 1815; Werke 3, 231), Jacobi (J. f. Math. 2, 347 
(1827), 17,97 (1837)) und Deahna (J. f. Math. 20, 340 (1840)); 
Natani (J. f. Math. 58, 301 (1861)); Clebsch (J. f. Math. 60, 
193 (1862), 61, 146 (1863)); GraBmann (Ausdehnumgslehre, 
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Berlin 1862, § 500, 527); Frobenius (J. f. Math. 82, 230 
(1877)); Lie (Arch. for Math. og Nat. 2, 1877); Darboux 
(Bull. de math. (2) 6); Engel (Leipz. Berichte 1889, 1890). 

Hine Entwicklung der Theorie findet sich in Forsyth 
(Th. of. diff. equat. 1, 1890) und namentlich in dem Buch von 
vy. Weber, Das Pfaffsche Problem etc., Leipzig 1900. 

Hine Ausdehnung des Pfaffschen Problems auf m Differential- 
formen findet sich bei Imschenetsky, Arch. Math. u. Phys. (2) 
54, 290 (1872); Frobenius, J. f. Math. 82; Engel, Leipz. 
Berichte, 1889, 1890; Biermann, Schlim. Zeitschrift 30, 234 
(1885). 


§ 2. Die Differentialformen von hoherer als der ersten 
Ordnung. 


Bevor wir zum Studium der héheren Differentialformen 
und zu einem Uberblick iiber die Resultate tibergehen, die man 
aus den Formen 1. Ordnung durch Verallgemeinerung erhalten 
hat, wollen wir einige fundamentale Formeln der Analysis vor- 
ausschicken. 

Das r® Differential einer Funktion von n unabhdngigen 
Variabelm ist: 


af = Des F Sa 


m=1 j,=1 Jm=1 


Darin bedeutet 0 den Ausdruck: 


\ 


(r) 1 ies = V(r hy : . ; 
8. im = iS > [46-4 Oda? -. da”, ( Si, = r) 
mm 


s=1 


Gf bycet 


worn S; die Summation tiber alle méglichen Permutationen der j 
hedeutet und die Summation iiber die i,,..., i, auf alle Zer- 
legungen ohne Wiederholung der Zahl r in m Summanden er- 
streckt wird. Auperdem ist das Symbol [i,...%,] ein nume- 
rischer Koeffizient, der von den Indizes i,,...,%,, abhdngt und 
den Wert hat: 


3 A % r! 
i,...4 [M=- : : 
li mt 4, Aaa lies Vee als 
darm bedeutet s die Anzahl der voneinander verschiedenen In-~ 
dines ty... %,, also s<m, und die Zahlen e,,..., 0, geben an, 


wie oft jeder von diesen Indizes vorkommt, so dap ete t 0, =m. 
Die 0 haben die EHigenschaft, da sich ihre Differentiale durch. 
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die 6 selbst ausdriicken, und dap das Resultat der Anwendung 
emer Infinitesimaltransformation auf eines der 0 ebenfalls durch 
die 0 ausdriickbar ist. 

Auperdem transformieren sich die 0 durch eine allgemeine 
Transformation der Variabeln linear. 

Kine lineare Differentialform 7” Ordnung ist eine Linear- 
form in den 0: 


r 
x” -> Sos : ates Auau 
m=1 fy---Im 
wo die X, ..,,, Funktionen der a,,..., x, sind, die symmetrisch 
von den indies abhiingen. 
Wir kénnen cee Differentialformen bilden, die in den 0 
nicht linear sind, und zwar vom Grade k: 


(7) (rk) 
Xue) - >. Dy EN Bt snc eure Oy ee oe 
Diese Art von Formen ist invariant gegeniiber jeder Variabeln- 
transformation. 
Die Form k*®" Grades X1.--) transformiert sich wie das 
Produkt der k linearen Formen: 


DGS TD GLE 


so dap thre Koeffizienten sich genau so transfornieren wie die 
Koeffizienten des Produktes dieser Formen. 

Ein System von Funktionen der w,,...,%,, das durch k 
Indizesgruppen gekennzeichnet ist und sich wie die Koeffizienten 
einer Differentialform k*" Grades transformiert, wollen wir ein 
zu den k Indizesgruppen kovariantes System nennen. Dieses 
stellt eine Verallgemeinerung der kovarianten Systeme des ab- 
soluten Differentialkalkuls dar, die man erhielte, wenn jede 
Indexgruppe aus einem einzigen Index besteht, d. h. wenn 


YS Hr Hl. 


Zum Studium dieser Differentialformen wollen wir nun 
eine fundamentale Operation einfiihren. Wir betrachten die 
q® Derivierte eines Koeffizienten X: 


F ‘hte : ‘ re nyt 
Oe Fe] ee peeetp  Iye Im; ety Gee 
O%9,...0X9, Ii +++Iy 


und darauf alle die k-q Derivierten von der Ordnung g — 1, 
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die man erhalt, indem man jeden der Indizes des Nenners in 
den Zihler setzt, so daB die Derivierten dargestellt werden 
durch: 


Fo ates Siero eee Ia Imi nes Te ts 90, 
J2-++Gq 4 $1 +--+ 9a-1 


Wir bezeichnen mit 8 die Summation aller Derivierten, 
die so aus einer oder mehreren gegebenen Derivierten abgeleitet 
sind, und fihren die Bildung ein: 


1 
D—~QD+5,2D—++--+(—1), WD, 


die wir symbolisch hbezeichnen: 


(9) (Perens Comue se tgs eee S9)x% 
und nennen sie die q® abgeleitete Kovariante der Koeffizienten 
xe. ss Bits ees beztiglich der Indizes g, . Io 


Die Tigers einer Abgeleiteten, als pee von k, nicht 
k+1 Indizesgruppen betrachtet, ist wieder eine Atgedetae 

Die Derivierte einer Riacloteiea driickt sich durch die 
Formel aus: 


ret eee ea. 
Fag Wt + dni +5 t+ tps Iu +++ Iq) 
Sieh O53 ee 


Seti eae eee 4... 4,05 GIy |= GIy) 
a Ch ee ee 4... ty} I. +++ G0). 


Die Abgeleiteten bilden ein System von Funktionen mit k + 1 
Indizesgruppen, und die Abgeleitete jedes ihrer Elemente ist immer 
identisch null. 

Bei der allgemeinen Transformation der Variabeln trans- 
formiert sich die Abgeleitete (9) mit & + 1 Indizesgruppen wie 
die Produkte der ee Pees eee SEXe , also: 


As iia he ee 
Das System aller Abgeleiteten der Elemente eines kovarianten 
Systems bildet wiederum ein kovariantes System. 
Wir beschrinken uns auf den Fall k=1. Dann haben 
die Abgeleiteten nur zwei Indizesgruppen. Wir konstruieren 
mit Hilfe der oben eingefiihrten Bildungen die folgenden, 
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Wir setzen: 
cs aye. 4y) + 


(© u ‘ J 'n)) ’ 


Geen Ge. 


{I-+-Sm3 t,-++4)}, wenn m +p gerade ist, 
= (Jy Jimi 4, +++ 4p), wenn m-+ p ungerade ist. 
CSE ee 4...4)— (i. ty} dy -+Im))s 
=(jy-+-Im3 iy++-t,), wenn m-+ p gerade, 
ok ee ae i, wenn m-+ p ungerade ist. 


Die Symbole mit runden Klammern nennen wir Hawupt- 
symbole erster Art, die mit geschweiften Klammern Hauptsymbole 
zweiter Art. Der einfachste Fall von Symbolen erster Art ent- 
spricht dem Symbol (j, i), das wir schon bei der Theorie der 
Pfaffschen Formen eingefiihrt haben. Der folgende Fall ent- 
spricht dem Symbol (J, j,; 7), das sich mit dem Christoffel- 
schen Symbol in der Theorie der quadratischen Differentialformen 
identisch erweist. 

Es gelten die Formeln: 


Gant Smi dy eeedp) = {IieImO3 tyoenty 


: (hr- Sms iy. ty} = (Sy 4p) + isons t,...1,0) « 


Om, 7 
Jedes Symbol erster Art ladBt sich immer durch eine lineare 
Kombination der Derivierten der Symbole zweiter Art ausdriicken. 
Es gibt zahlreiche, mit den Hauptsymbolen gebildete Ma- 
trizen mit der wichtigen Eigenschaft, da8B ihr Rang bei jeder 
Transformation der Variabeln wngedndert bleibt. 


} +b \detesdes i,...4,0} 


Im ® 5 4 


Diese Matrizen sind in der ganzen Matrix enthalten: 
0 Daas Seaear ar ra po eek 
Rone Teseel) eon ae See (1; ») 

(FESS ns Da eae ee : (1), 
Dek al gees Tee, (n; 7) 
DLR eras ae { tots 
pena e pede eee {Mf}, 
ROR oe bi ee Oh aoe cee {n; n} 
eae AE Gra NY roy home (113%) 
as Mar tee : : (1), 
Bs NCH 1D 9 Neier pn (nn; 2) 
De. did a Re {113-2} 

eo Se dl i, 
RR I adh Ve vane ech ee {nn; n} 
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Wenn man die aus den angegebenen Gruppen von Zeilen 
gebildeten Teilmatrizen mit M; (M),; {I},;..-. bezeichnet, 
so gilt der Satz, daB alle Matrizen: 


M + (1), 

M+{M}, 

M+ (M),+ {I}; 

M + (mM), + {I}, 
M+{M},+ (MH), 

M+ (MM), +{Wj,. +(e 

M+ (MD), + {I}, + DD 

M+ (M),+{M},+ (MH, + {HY}, 


gegeniiber jeder Transformation der Variabeln invarianten Rang 
haben. 

Dasselbe gilt fiir die Matrizen, die man aus den angegebenen 
erhdlt, wenn man die erste Spalte oder die erste Zeile M, oder 
schlieBlich die erste Zeile und die erste Spalte unterdriickt. 

Wenn eine Differentialform 7’ Ordnung vorliegt, so ist 
die letzte der obigen Matrizen: 

r—1 


M+ S[(, + (M})+ GD, =z, 
o=1 


und diese umfaBt alle anderen. 

Wird die gegebene Differentialform mit einem Faktor mul- 
tipliziert, so behdlt die Matrix E ihren Rang bei. 

Hin besonderer Fall dieses Satzes ist der folgende: 

Wenn eine quadratische Differentialform: 


n n 


yD Xe da,da: 
= = 5 fale ae 
gegeben ist, so haben die Matrix: 
WO Eas XE as Be ant eg Ses 
Oe) Ae ea ee x 
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und die daraus durch Unterdriickung der ersten Spalte hervor- 
gehende eimen gegeniiber jeder Transformation der Variabeln in- 
varianten Rang. 

Wenn man nach dem Vorbilde einer allgemeinen Differential- 
form X(1--7,) yom Grade & in den 0 einen Ausdruck betrachtet, 
der in den partiellen Derivierten von k unbestimmten Funktionen 
multilinear ist: 


ee Se Spo Smyrepthe nip ae aa a 


Hora Pies fern bn ayia ty 


so ist der Ausdruck: 


ue S. Se ae ey 


m= 7D A 


ety Shae ieee ron ene 
vorausgesetzt, dap die s nicht groper sind als die r von gleichem 
Index, eine Simultaninvariante der Formen X und -. 

Die Differentialform (k + 1)” Grades, die zw Koeffizienten 
die abgeleiteten Kovarianten der Koeffizienten der gegebenen Form 
hat, also der Ausdruck: 


Sk41 


: (s) Gk + 1) 
per eb ees": 2 Sli Bec indi oA) Oregeaea oe 


m=1 Ope ailoo 


WO S$, \7y,- ++, 5% 1%, ist eine Kovariante der gegebenen Form. 
Es gilt die einfache Formel: 
k+1 
AX 4D = KG HL HED, 
o1 

Wenn eine lineare Differentialform r”” Ordnung und eine 
Infinitesimaltransformation mit den Koeffizienten §,...,§, ge 
geben ist, so ist der Ausdruck: 

r—-1 
= r — 1) 
ov p= ot 4; I =H) 85, .g 
eine Kovariante. 

Das Resultat der Anwendung emer Infinitesimaltransforma- 
tion auf eine lineare Differentialform r*” Ordnung ist eme neue 
lineare Differentialform r”” Ordnung. 

Wenn diese bis auf einen Faktor mit der urspriinglichen 
identisch ist, so sagt man, jene gestatie die Infinitesimaltrans- 
formation. 

Pascal, Repertorium. I. 2. 2. Aufl. 38 
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Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz 
einer endlichen Transformation der Variabeln, durch die eine 
Form X™ in das Produkt eines endlichen Faktors mit einer 
anderen Differentialform iibergeht, die eime Variable weniger ent- 
hilt, besteht darin, daB eine von der gegebenen Form gestattete 
Infinitesimaltransformation emistiert, fiir die die Invariante A 
und die Kovariante C°-» null sind. 

Eine charakteristische Bedingung besteht auch in dem Ver- 
schwinden der (n + 1)-spaltigen Matrix E. 

Wenn deren Rang v<n-+1 ist, so kinnen wir immer 
n+1—v Variabeln climinieren, so dap man zu emer Diffe- 
rentialform gelangt, die bis auf einen endlichen Faktor nur v—1 
Variabeln enthalt. 


Man kann auch fiir die héheren Differentialformen sich das 
Problem der vollstindigen Integrabilitaét und verwandte Probleme 
vorlegen. 

Es laBt sich zeigen, da® auch in diesem Falle ein Theorem 
besteht analog dem, das eine Verbindung herstellt zwischen der 
volistindigen Integrabilitét und der Méglichkeit von Infinitesimal- 
transformationen des adjungierten Systems (s. Pascal, C. R,, 
1°. sem. 1904; Ann. di Matem. (3) 7). Ferner: 

Kine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Még- 
lichkeit, eine Differentialform 2. Ordnung auf die Form od?f zu 
bringen, falls nicht alle (ij) gleich Null sind, ist die, dag der 
Rang der Matrix (M),+{M},+ (MD), gleich 2 ist. 

Damit die Form X auf die Form 


Pf — (dg)? 
gebracht werden kann, wo f und g Independenten seien, ist not- 
wendig und himreichend, daB die Rangzahlen der zwei Matrizen 


(M1), und 
(M2), + {2}, + (M), 
resp. gleich 1 und 2 seien. 
Damit die Form 2. Ordnung X® auf die Form: 
o[@ ft df 3 ¥,da,] 
J 


gebracht werden kann, ist notwendig und hinreichend, dap die 
Rangzahlen der zwei Matrizen (M), und M+{M}, gleich 
2 seien. 
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Andere Sitze dieser Art, zugleich mit Untersuchung einiger Aus- 
nahmefille, finden sich bei Pascal (Rend. Ist. Lomb. 1902, 1903). 


Die Theorie der héheren Differentialformen ist in den letzten 
Jahren hauptsichlich von E. Pascal entwickelt worden in einer 
zahlreichen Reihe von Arbeiten, die in vielen akademischen Akten 
und mathematischen Zeitschriften zerstreut sind, z. B. C. R., 
1900—1902; Ann. di Mat. (3) 47; R. Ist. Lomb. Rend. 1900, 
1901, 1902, 1903, 1906; Math. Ann. 54, 400 (1901); Acc. dei 
Linecei Rend. 1902, 1903, 1906; Rend. Cire. Mat. Palermo 22, 
97 (1906). Eine vollstindige Darstellung der ganzen Theorie 
enthilt die Abhandlung von Pascal, La teoria delle forme 
differenziali di ordine e grado qualunque, Mem. Acc. dei Lincet 
(5) 8 (1910), p. 1—102. 

Andere Arbeiten iiber diesen Gegenstand sind die yon 
Sinigallia (Rend. Ist. Lomb. 1902, 1903, 1904) und Morera 
in Torino Mem. (2) 52, 1902—02. Hine viel speziellere Unter- 
suchung iiber den Fall der 2.Ordnung ist von Guldberg begonnen 
worden, Christiania Akad. 1898—1899; C. R.127, 1199 (1898). 


§ 3. Quadratische Differentialformen. 


Hine quadratische Differentialform ist ein Ausdruck von 

der Form: aed 

= 2 Xjdeae,, 
wobei wir die Determinante der X,, von Null verschieden und 
X;; = X,;, annehmen. 

Die Untersuchungen iiber die quadratischen Differential- 
formen, besonders beziiglich ihrer Anwendung auf die Infini- 
tesimalgeometrie, erstrecken sich auf ihre Invariantentheorie und 
ihre Transformation. 

In dieser Theorie sind die Symbole von Christoffel und 
Riemann grundlegend. 

Die Christoffelschen Symbole erster Art mut drei In- 
dizes sind: a) 1/0Xin , OXnj — OXji 

Gala ae 1 OF Ah Ae 


und die zweite Art mit drei Indizes: 


(- D eal 
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wo X',, die Adjunkte des Elementes X,, in der Determinante |X| 
der X,, ist, dividiert durch die Determinante |X selbst. 
Es bestehen die Bezichungen: 


eae 


yal 


aaa 


iY H), 


gq, og V|X| — Pu: 3 


wo |X| die Determinante der X,, ist. 
Die Symbole mit vier Indizes (Riemannsche Symbole) 
erster Ayt sind definiert durch die Formel: 


(49, hk) = se & "] c= a a 


+See ‘} 


Gay | Bei! 
und die zweiter Art sind gegeben durch: 


{ij, hk} = (ir, hk). 
Es bestehen die Relationen: 


pa we Mh ae 0 {tky) 
ir aay | ee 


+ SSCS 


(ij, hk) = S'X,, fir, hk}. 


ait f 


(ij, hk) = — (ji, hk) = — (ij, eh) 
(ij, hk) + (ih, bj) + (ik, jh) = 0 
(ij, hk) = (hk, ij). 
Bei einer Transformation der Variabeln: 
L; = OY, -- Yn), (Glee) 
gelten die Formeln, falls man die Koeffizienten der transfor- 
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mierten Form mit Y und die mit den Koeffizienten Y anstatt 
mit den X gebildeten Symbole mit a usw. bezeichnet: 
Y 


(eae Pei 


ot oe a Zu ra x e gb ‘ 
elm SO Be aycty; + 2] see ber Bee 


fie OE oye) 


n n n n 
Ee es 0 &,, Ox, Ox, OX, 
De yO Os oy, Gye ba 


Cire Cie begs ape Ul 


Ein System von Funktionen mit u Indizes DS aie heiBt 
kovariant von der Ordnung w, wenn die Funktionen des trans- 
formierten Systems sich durch die urspriinglichen ausdriicken 
mittels der Formel: 


(falls natiirlich festgesetzt ist, wie die Funktionen des trans- 
formierten Systems gebildet werden sollen). 

So bilden z. B. die Koeffizienten einer Differentialform 
wu” Grades: 


nN nr 

mS ie, DAG 3A), du,-+- du; 

4,=1 i=l fe 1 Lt 

ein kovariantes System; die Funktionen des transformierten Systems 
sind hier die Koeffizienten der transformierten Differentialform. 

Die uw” Derivierten einer Funktion der 2,...2%, bilden 
kein kovariantes System; die Funktionen des transformierten 
Systems sind hier die (nach y genommenen) Derivierten der 
transformierten Funktion. 

Der Begriff der kovarianten Systeme kann tibrigens durch 
Einfiihrung der Theorie der Differentialformen héherer Ordnung 
(s. S. 588) erweitert werden, und dann bilden die Derivierten 
einer Funktion ein kovariantes System in weiterem Simne. Unter 
Einfiihrung dieses Begriffes kénnen wir sagen: 

Die Riemannschen Symbole erster Art bilden ein kova- 
riantes System. Wenn man, auSer den Koeffizienten der quadra- 
tischen Differentialform, andere willktirliche Funktionen mit drei 
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und mit vier Indizes einfiihrt, die sich wie die Koeffizienten 
einer vollstdndigen Differentialform 4. Ordnung transformieren, 
so kann man das Riemannsche Symbol darstellen als Differenz 
zweier Ausdriicke, die die Elemente eines ebenfalls kovarianten 
Systems sind (Pascal, Rend. Lincei, 1906, 1. sem.). 

Sei gegeben eine quadratische Differentialform und ein 
kovariantes System gu’ Ordnung; wir bilden das System von 
der Ordnung « +1 (das also von w+ 1 Indizes abhangt): 


ONG a n oe 
x Y bye be J oer d 
4 m a ihe ae 


po tuted ae Ox 


t+. al m1 


Dol 
wo die Symbole | ge die Christoffelschen Symbole zweiter 


Art beziiglich der gegebenen quadratischen Differentialform be- 
deuten, 

Die Elemente des so gebildeten Systems sind threrseits Ele- 
mente eines kovarianten Systems (Christoffel). Diese Elemente 
heiBen die abgeleiteten Kovarianten der Elemente des gegebenen 
Systems in bezug auf die gegebene Differentialform. Uber die 
Umkehrung dieses Theorems siehe Pascal, Rend. Ist. Lomb. 
1906, p. 414. 

Dieses Theorem ist von grundlegender Bedeutung und von 
Ricci zum Ausgangspunkt des sogenannten absoluten Differential- 
kalkuls gemacht worden (s. Ricci, Ann. di Mat. (2) 14 (1886) 
und Ricci und Levi Civita, Math. Ann. 54, 125 (1901). 

Man nennt Differentialinvariante eimen Ausdruck, der mit 
den Koeffizienten X,, einer gegebenen quadratischen Differential- 
form und mit deren Derivierten gebildet ist und bei der Trans- 
formation der Variabeln ungefndert bleibt. Enthalt er nun, 
auBer den Koeffizienten X, j und deren Derivierten, auch will- 
ktirliche Funktionen nebst ihren Derivierten, so heiBt er Diffe- 
rentialparameter; er hei®t von der Ordnung 7, wenn 7 die Ord- 
nung der héchsten Derivierten der darin vorkommenden will- 
ktirlichen Funktionen ist. 

Der Ausdruck: 


eat? 
Lee aU aU 


rs On Ox, ’ 


worn die X" dieselbe Bedeutung wie oben haben, ist ein Diffe- 
rentialparameter 1. Ordnung (Beltrami). 
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Ebenso ist Differentialparameter der Ausdruck: 


1... 
V(U, v= >) x’ EUROS, (Beltrami.) 


TE Oe O00, 


Der Ausdruck: 


Lia? 
, en Of eS) .C Ul 
Del aatae Ott mila 
ist ein Differentialparameter 2. Ordnung (Beltrami). 

Hier ist zu bemerken, daB die Koeffizienten der X’ in 
A,U die zweiten abgeleiteten Kovarianten der Funktion U sind, 
nach der Bezeichnung von Ricci. 

Ein wichtiges Problem in der Theorie der quadratischen 
Differentialformen ist das ihrer Aquivaleng. Es handelt sich um 
die Untersuchung der Bedingungen fiir die Transformierbarkeit 
einer Differentialform in eine andere (in diesem Falle heifen 
beide Formen dquivalent), und die Aufsuchung der allgemeinsten 
Variabelntransformation, durch die eine Form in eine andere 
tibergeht. Es l&iBt sich zeigen, daf die Gleichungen der all- 
gememsten Variabelntransformation, die eime Differentialform in 


eime andere iiberfiihrt, hichstens el willkiirliche Konstanten 


enthalten kinnen. Die Transformationen einer Differentialform 
in sich selbst bilden eine kontinuierliche Gruppe mit héchstens 


1 
a Parametern. 


Damit eme Form emer anderen mit konstanten Koeffizienten 
dquivalent sei, ist notwendig und himreichend, daB alle Riemann- 
schen Symbole verschwinden. 

Wenn bei einer Differentialform die Riemannschen Sym- 
bole den Relationen gentigen: 

(ij, hk) = ¢(X;, Xj, — Xj, Xj,); 
wo ¢ konstant, so schreibt man der Differentialform ewe kon- 
stante Kriimmung von der GréBe c¢ zu. 

Wenn eine Differentialform konstante Kriimmung hat, so 
hat jede dquivalente Form dieselbe konstante Kriimmung. 

Zwei Differentialformen mit derselben konstanten Kriimmung 
sind immer dquivalent, und die Formeln der allgemeinsten Trans- 


1 : 
formation einer in die andere enthalten ee willkiirliche Kon- 


124564 


stanten. 
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Eine Form konstanter Kriimmung gestattet eine eae, 
. rn+i1 
liche Gruppe von Transformationen im sich selbst mit aes) 


Parametern. y 

Es laBt sich zeigen, daf fiir die Aquivalenz zweier all- 
gemeiner Differentialformen die Bedingung notwendig ist, dap 
die mit den Christof felschen Symbolen folgendermafen fiir beide 
Formen gebildeten Matrizen: 


(ee. eee Xn | 
pi 
be feet rae eee in | 
Signe atl’ iatid legal alll 
Se ices eae aed 


denselben Rang haben (Pascal, Rend. Lincei 1902, 2.° sem.). 


Die Theorie der quadratischen Differentialformen ist speziell 
hervorgegangen aus Anwendungen auf die Theorie der krummen 
Oberflichen (GauB8, Disquis. circa sup. curvas, Comm. Giétt. 6, 
1826 = Werke 4). Dann beschaftigten sich besonders damit: 
Riemann, Comm. math. Werke p. 391; Beltrami, Mem. Acc. 
di Bologna (2) 8, (1869); Christoffel, J. f. Math. 70, 46 
(1869); Lipschitz, J. f. Math. 70, 71, 72, 74, 78, 81; 
Ricci, Ann. di Mat. (2) 12, 135 (1883), 14, 1 (1886); Rend. 
Acc. Lincei 1888, 1.° sem.; Delle derivazioni covarianti ete. 
Padova 1888; Teoria delle superficie, Padova 1898. Schlaefli, 
Ann. di Mat. (2) 5 178 (1871) Ricci und Levi Civita, 
Math. Ann. 54, 125 (1901); Maschke, Zrans. Am. soc. 1, 197 
(1900), 4, 444 (1908); siehe auch Bianchi, Geometria differen- 
ziale (1902), Kap. II. 

Die Ausdehnung des Aquivalenzproblems auf vollstdndige 
Differenzialformen 2. Ordnung ist behandelt worden von Pascal, 
Rend. Cire. Mat. Palermo 22, 1906. 


Kapitel XUI. 


Die Lehre von den Transformationsgruppen. 
Von A. Guldberg in Christiania. 


§ 1. Gruppen von Punkttransformationen. 


Die » Gleichungen 


f 
em Ads sae.) Cayce) 
worin die f analytische Funktionen der x sind, bestimmen eine 
Transformation der m Verinderlichen x,...%, in den n Ver- 
aénderlichen z,'...«,’, wenn sie nach den a, ...2, auflésbar 
sind, wenn also ihre Funktionaldeterminante 
OFME, ne 
GUNNS) (¢,k=1,2,...2) 
OXp, 


nicht identisch verschwindet. 
Enthalten die Gleichungen noch willkiirliche Konstanten, 
etwa die r Parameter a, ... @,: 


s 
(1) 1) eh ACP WA en MEE A Pia C0) ((=1,2...2) 


so bestimmen sie eine Schar von Transformationen. Diese Schar 
enthilt oo” verschiedene Transformationen, wenn die Zahl r 
der Parameter nicht erniedrigt werden kann; die r Parameter 
heiBen dann wesentliche. Jedes System von Werten a liefert 
eine Transformation; eine Transformation, welche die Veriinder- 
lichen ungeiindert lit, heiBt die identische Transformation. Die 
Ausfiihrung zweier Transformationen nacheinander erzeugt, wie 
bei der Lehre von Substitutionen, das Produkt der beiden Trans- 
formationen. Zwei Transformationen heiBen invers oder reziprok, 
wenn ihr Produkt die identische Transformation liefert. Be- 
zeichnen wir die einzelnen Transformationen mit 7',, 7,,..., 
so bedeutet 7',~' die inverse von 7, und 7,7,~'=1 die 
identische Transformation. Zwei Transformationen 7’, und 7; 
heiBen vertauschbar, wenn das Produkt 77, = 7,7 ,. 
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Die Schar (1) von oo” verschiedenen Transformationen 
bildet eine r-gliedrige kontinuierliche Transformationsgruppe in 
m Veranderlichen, wenn stets die Aufeinanderfolge zweier Trans- 
formationen der Schar einer einzigen Transformation der Schar 
Aiquivalent ist. 

Sind die f speziell rationale Funktionen von den # und a 
und sind auch ihre inversen Funktionen rational, so erhalt man 
Cremonasche oder birationale Transformationen, die eine Gruppe 
bilden. Jede Cremonasche Gruppe enthdlt die identische Trans- 
formation, und ihre Transformationen ordnen sich paarweise 2u imn- 
versen zusammen. Nicht alle Gruppen besitzen diese Eigenschaft.*) 

Die r Parameter a,...a, sind wesentlich dann und nur 
dann, wenn es keine von #,...2, freie partielle Differential- 
gleichung 1. Ordnung in f: 


Ke 
= of 
>on (a ee a ee O 


k=1 
gibt, der die Funktionen f,...f, simtlich gentigen. 
Erster Fundamentalsatz: Bestimmen die Gleichungen 
(1) co” verschiedene Transformationen, die eine Gruppe bilden, 
so bestehen r-n Gleichungen von der Form 


Ox, < L . , , bok Sines 

(cx) eee > yn (a, wer d,) & 55(a, ee Vere 
1 

sowie thre Auflisungen 

& , i 0 ae. t= n 
(6) bji(ty..+%) = Dhan la. .<e)o, Gey 

: k 
whhrend die §;,(a') keine n linearen homogenen Relationen 
Gy ba(@) te. 2 BES CS = (0 ~ (CSB aa) 

mit konstanten Koeffizienten e,...¢, erfiillen. — Wenn wmge- 


kehrt solche n Gtleichungen (1), die co” verschiedene Trans- 


1) Es la8t sich nachweisen, da nicht jede kontinuierliche 
Gruppe die identische Transformation enthalt. Aber selbst wenn die 
identische Transformation in einer Gruppe auftritt, so folgt daraus 
nicht ohne weiteres, daB die Transformationen der Gruppe sich paar- 
weise als inverse zusammenordnen lassen, vgl. Lie, Theorie d. Trans- 


pee omeoripee” 1, 163. Dies wird indessen im folgenden voraus- 
gesetzt. 
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formationen darstellen, r-n Gleichungen von der Form (c) und 
infolgedessen auch r-n Gleichungen von der oe sy) erfiillen, 
wenn tiberdies fiir gewisse konstante Gripen a,°...a,° die Glei- 
chungen 
(ACAR SE ea a,°) = 2, G@=1...n) 

bestehen und schlieBlich die Determinante der «, jp von Null und 
Unendlich verschieden ist, so stellen die Gleichungen (1) eine 
Gruppe dar. 

Wenn wir in den Gleichungen (1) einer Gruppe den Para- 
metern a@,...a, Werte geben, die unendlich wenig von den- 
jenigen Werten a,°...a,° abweichen, welche die identische Trans- 
formation liefern, so ergibt sich eine infinitesimale Transformation 
der Gruppe. Eine infinitesimale Transformation zwischen 2, ...,,, 


welche diesen GréBen die Inkremente 0x, = &, (a, ...«,)0t erteilt, 
bezeichnet man mit dem Symbol 
il wn a of of 
Xf = §(% --- Wn) Gig “+ &,(% - . Wy) 


Jede eingliedrige Gruppe mm n Verdnderlichen mit paarweise 
inversen Transformationen enthdlt eine und nur eine infinitesimale 
Transformation. Jede infinitesimale Transformation gehért wm- 
gekehrt einer und nur einer eingliedrigen Gruppe an. Dieselbe 
besitzt paarweise inverse Transformationen. 

Die endlichen Gleichungen der von der infinitesimalen 


Transformation 
<P of 
1 


erzeugten eingliedrigen Gruppe kénnen in Form von Reihen- 
entwicklungen nach dem Parameter ¢ der Gruppe so geschrieben 
werden : 


p t te 


Hat man 7 infinitesimale Transformationen X,/f,...X,f, 
so heiBen sie voneinander wnabhdngig, wenn keine Relation yon 
der Form 

& Xf + ORES C CA Xf == 0, 
in der die ¢,...¢, Konstanten bedeuten, bestehen. 

Jede r-gliedrige Gruppe mit paarweise inversen Trans- 
formationen enthilt + und nur 7 voneinander unabhingige in- 
finitesimale Transformationen. 


604 Kapitel XII. Die Lehre von den Transformationsgruppen. 


Zweiter Fundamentalsatze: r voneinander unabhdngige 
infinitesimale Transformationen 


4, af ( 
Xf = Phil -- hn) 5g = 1522-5) 
iy 


erzeugen dann und nur dann eine r-gliedrige Gruppe, wenn die 
Xif,..- X,f paarweise Relationen von der Form 


r 


X,(X,f) er X,(%,/f) a (X,X,) = den Xf (i Bel eae) 
1 
mit konstanten Koeffizienten c,,, erfiillen. Diese Gruppe enthalt 
die identische und paarweise inverse Transformationen. 

Das System dieser Konstanten ¢;,, bestimmt die Zusammen- 
setzung der Gruppe X,f,... X,f. Zwei r-gliedrige Gruppen, 
welche ein und dieselbe Zusammensetzung haben, nennt man 
gleichzusammengesetzi. 

Dritter Fundamentalsatz: r*? Konstanten ¢,,, bestimmen 
dann, aber auch nur dann die Zusammensetzung einer r-gliedrigen 
Gruppe, wenn sie die Relationen erfiillen: 


Car + er = 9 


: 
> £ (C5 5Cer4 + C42 .Cs¢¢-4+ fy Oo) = 0. @&,1,t=1,2...7) 
1 


Zwei r-gliedrige Gruppen 
Go PAG aoe a aN) Gaim 
Ys = 9, «s+ ei bi ak Da (G=1...7) 


heiBen dhnlich, wenn die eine durch Einfiihrung neuer Veriinder- 
iichen und Parameter in die andere tibergefiihrt werden kann. 
Kine r-gliedrige Gruppe in den Veriinderlichen a, ... 2, 
heiBt transitiv, wenn es im Raume (z,...a,) ein n-fach aus- 
gedehntes Gebiet gibt, innerhalb dessen jeder Punkt durch 
mindestens eine Transformation der Gruppe in jeden beliebigen 
anderen iibergefiihrt werden kann. Jede Gruppe, die nicht 
transitiv ist, heiBt intransitiv. 
Die r-gledrige Gruppe X,f,... X,f des Raumes 2, ...% 
ast transitiv, wenn sich unter den » Gleichungen X,f=0,. “ 
X,f=0 gerade n voneinander unabhingige befinden, im ent- 
gegengeseteten Fall ist sie intransitiv. 
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Eine n-gliedrige transitive Gruppe in » Verinderlichen 
heiBt eine einfach transitive Gruppe. 

Zwei eimfach transitive Gruppen in n Verdnderlichen sind 
dann und nur dann miteinander dhnlich, wenn sie gleich zu- 
sammengesetzt sind. Bei intransitiven Gruppen treten  stets 
Funktionen der Verinderlichen auf, welche durch die Trans- 
formationen der Gruppe keine Verinderung erleidet; eine solche 
Funktion hei8t eine Invariante. 

Sind alle Transformationen einer o-gliedrigen Gruppe in 
einer Gruppe mit +> o Parametern enthalten, so heiBt die 
e-gledrige Gruppe eine Untergruppe der r- pliedtigen Gruppe. 
Die china aller kontinwierlichen Untergruppen einer ge- 
gegebenen r-gliedrigen Gruppe erfordert nur algebraische Operationen. 

Alle Transformationen, die in zwei Untergruppen einer Gruppe 
zugleich enthalten sind, bilden fiir sich eine Untergruppe. 

Alle Transformationen, die zwei verschiedenen Gruppen gu- 
gleich angehéoren, bilden fiir sich eine Gruppe. 

Enthilt die Gruppe mit den Transformationen 7',... die 
kontinuierliche Untergruppe mit den Transformationen S,..., 
und ist jeder Aufeinanderfolge 7 ,~*S8,7', wieder eine Trans- 
formation S aquivalent, so heiBt die Untergruppe S,... eine 
invariante Untergruppe (vgl. S. 186). 

Hine Gruppe, welche keine kontinuierlichen invarianten 
Untergruppen besitzt, heiBt einfach. Gruppen, die nicht einfach 
sind, heiBen zusammengesetzt. Erzeugen die r voneinander unab- 
hdngigen infinitesimalen Transformationen X,f ... X,f eme r- 
gliedrige Gruppe, so erzeugt der Inbegriff aller (X,X,,) eine Gruppe; 
sind unter diesen Klammerausdriicken @ (<1) voneinander unab- 
hingig, so erzeugen ce eme o-gliedrige invariante Untergruppe 
der Gruppe X, f,... 

Die Gruppe der ie X,) heiBt die erste derivierte Gruppe. 
Man kann von dieser Gruppe die erste derivierte suchen usw. 
Die sich dadurch ergebenden Untergruppen heifen die zweite, 
dritte usw. derivierte Gruppe der gegebenen Gruppe. Hine Gruppe, 
die ihre eigene erste derivierte ist, heiBt eine perfekte Gruppe. 

Hine r-gliedrige Gruppe G, hei®t integrabel, wenn sie fol- 
gende Higenschaft hat: G, hat eine » — 1 gliedrige invariante 
Untergruppe G,_,, G,_, eine invariante G,._,, usf. bis zur Gy. 

Eine r-gliedrige Gruppe ist dann und nur dann iniegrabel, 
wenn thre r® Derivierte oder eine friihere Derivierte sich auf die 
Identitat reduciert. 

Das anschaulichste Beispiel einer Gruppe bietet die Gesamt- 
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heit der Bewegungen des Raumes (vgl. 8. 170). Hine bemerkens- 

werte Gruppe ist die n(n + 2)-gliedrige projektive Gruppe in 

n Veranderlichen 

1p Oy By yg Ly bee + Ayub + Gye ngs Barats 
On 4391 BF An pares °° Ingisn€nt1 

und ihre Untergruppen, die n(n +1) gliedrige allgemeine lineare 

Gruppe: 


“vy 


y= oe 
1) B,1% a: Aye Xo a cag? 2 Ayn Xn oe ay ntl diate ee he 

und die n?-gliedrige homogene lineare Gruppe (vgl. S. 245): 
a, = 01% gas Ayn Xn: Orie 


Um eine Ubersicht tiber alle tiberhaupt méglichen Gruppen 
zu erhalten, faBt Lie alle untereinander dhnlichen Gruppen 
in einem Jypus zusammen. Fiir ~ = 1 gibt es nur drei Typen 
von endlichen kontinuierlichen Gruppen: 1. die eingliedrige 
x =a%+a, 2. die zweigliedrige « =axz+b, 3. die dreigliedrige 
pe oe 4-0 
eer +1 ; 
nur eine begrenzte Anzahl von Typen. 

Es gibt auch Gruppen von Transformationen, die den friiher 
aufgestellten Bedingungen gentigen, ohne durch ein einziges 
Gleichungssystem der Form (1) darstellbar zu sein. Jede solche 
Gruppe G zerfallt in eine endliche oder unendliche Anzahl von 
Scharen, von denen jede durch ein solches System dargestellt 
werden kann, von denen aber nur eine eine Gruppe G ist. Als 
Beispiel solcher Gruppen nennen wir die Gruppe aller Bewe- 
gungen und Umlegungen. Ist die Anzahl dieser Scharen endlich, 
so haben sie alle dieselbe Parameterzahl und bestehen aus Trans- 
formationen, die G invariant lassen. Solche Gruppen nennt 
man gemischte oder komplexe Gruppen. 

Die hier betrachteten Gruppen, deren Transformationen 
von einer gewissen endlichen Anzahl von Parametern abhangen, 
heiBen endliche Gruppen. Um nun die Definition der wnend- 
lichen Gruppen zu verstehen, geben wir der Definition der end- 
lichen Gruppen eine andere Form. Wir differenzieren die Glei- 
chungen (1) so oft, daB wir die Konstanten a, ... a, eliminieren 
kénnen. Wir erhalten dann ein System von Differential- 
gleichungen, welches die folgende Eigenschaft besitzt: 1. wenn 


te =f (He BS dea) 
ein System von Lisungen ist, und 
/ 
x; = FSi Die sD) 


Auch fir nm >1 gibt es in eimem gewissen Sinne 
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ein zweites, so stellt auch 


©, = 7, i @, @).+-f,@ a); b,... b,) 
ein Lisungssystem dar; darin liegt, daB wir es mit einer Gruppe 
zu tun haben. 2. Das allgemeinste Lisungssystem des Systems 
hingt nur von einer endlichen Anzahl von willkiirlichen Kon- 
stanten ab. 
Nehmen wir nun an: es ist eine Schar von Transformationen 
a; = f,(%,...2,) durch ein System von Differentialgleichungen 
definiert, welches zwar die erste der beiden erwihnten Kigenschaften 
besitzt, nicht aber die zweite, daB also mit 2, = f,(%,..., %,) 
und #, = 9,(#,...%,) stets auch x, = 9,(f,...f,) ein Losungs- 
system ist, daB aber das allgemeinste Lisungssystem nicht bloB 
von einer endlichen Anzahl willkiirlicher Konstanten abhingen, 
sondern von willkiirlichen Funktionen. Dann bildet der Inbegriff 
von allen Transformationen, welche den betreffenden Differential- 
gleichungen geniigen, eine Gruppe, und zwar eine wmendliche 
kontinuierliche Gruppe. 
So definieren die Gleichungen 
On; 
OX, 


(Ga hy tts) 
eine unendliche Gruppe 
wy = T(t, 2+. B,) 


wo die JJ, willkiirliche Funktionen sind. 


§ 2. Bertihrungstransformationen. 
Eine Transformation der Veranderlichen , y, y’: 
(1) Vip X(a, Y; y), 4g Y¥ (a, Y, y), y — P(x, Y, y), 
wo X, Y, P regulire analytische Funktionen ihrer Argumente 
sind, und y’ den Differentialquotient von y nach x, y,° den von 
y, nach x, bedeutet, heift dann und nur dann eine Bertihrungs- 
transformation, wenn vermédge der Transformation eine Relation 
von der Form : 
dy, —y, da, = o(@, 4, ¥')(dy — y'da) 
besteht. 
Setzt man symbolisch 


EGE +r 32) Sr E+s) 


“fad, 
[xy =4 
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so miissen X und Y der Bedingung 
[xXY}=0 
genigen. 

Ist diese Bedingung identisch erfiillt, so ergeben sich fir P 
und @ eimdeutige Werte, und zwar ist der Wert von o nicht 
identisch null. 

Die Aufeinanderfolge zweer Beriihrungstransformationen ist 
wieder eine Beriihrungstransformation. 

Die inverse einer Beriihrungstransformation ist ebenfalls 
eme solche. 

Den Inbegriff eines Punktes (a, y) und einer hindurch- 
gehenden Geraden bezeichnet Lie als ein Linienelement. Line 
Kurve definiert oo Linienelemente, die man die Linienelemente 
der Kurve nennt. Eine Schar von Linienelementen (2, y, y’) 
der Ebene, welche die Relation dy — y’dz =O erfiillt, heiBt 
einen Verein von Linienelementen oder Elementverein. Benutzt 
man diesen Begriff, so wird eine Beriihrungstransformation 
folgendermafen definiert: 

Eine Transformation (1) in den drei Veranderlichen 2, y, 9 
der Koordinaten der Linienelementen der Ebene heiBbt eine 
Beriihrungstransformation der (ay)-Ebene, wenn sie jeden Element- 
verein in einen solchen iiberfiihrt. 

Als Beispiele von Beriihrungstransformationen der Ebene 
nennen wir die Dilatation, die Fu8punkttransformation und die 
Transformation durch reziproke Polaren. Der Name Beriihrungs- 
transformation kommt daher, daS die Transformation (1) solche 
Kurven der Ebene, welche sich in einem gemeinsamen Punkt 
beriihren, wieder in derartige Kurven verwandelt. 

Der Begriff der Beriihrungstransformation dehnt sich nun 
leicht auf den Fall mehrerer Variablen aus. 

Ist eine Transformation in den (22+ 1) Variablen 2, 
Ue ROLE ONLY Dik toned fo 


(2) = Ze, 8, .. Wg, Dy» Dy) Uy = Ky (2, Wy ..-Myy Dy e+ Dys 
, BD; = P,(e, 0.220, Py .6-Py)y > CEU) 
Bie 
wo p,= De, ist, so beschaffen, daB sie die Pfaffsche Gleichung 
dé — p, dz, — Ppp Ay —--- — p,d2, = 0 
invariant 1éBt, also eine Beziehung von folgender Gestalt: 


dZ— P,dX,—---— P,dX, = e(dze—p,da, —---— p.da,) 
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identisch besteht, so heiBt sie eine Beriihrungstransformation 

des (x + 1)-fach ausgedehnten Raumes 2, 2, ...%,, wobei 0 

eine gewisse Funktion VON %, %...%,, Py+..p, bedeutet. 
Benutzt man das Poissonsche Symbol re w| fiir den 


Ausdruck, 


= lan, (as; +238) — a (om +235) ) 


so sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, daf die 
Gleichungen (2) eine Berithrungstransformation darstellen, dap 
die Relationen 


[X,X,] = [X,Z] = LP,P,] = 9, 
; LP; X,] = 8,0, [P;Z] = oP, 
erfillt sind, wo ¢,, fiir k =i den Wert 1 hat und sonst ver- 
schwindet. 


Der Inbegriff aller Beriihrungstransformationen des (n + 1)- 
fach ausgedehniten Raumes bdildet eine unendliche kontinuierliche 
Gruppe mit paarweise inversen Transformationen. | 


Die GréBen z, x,, p; sind hier die Koordinaten der Ele- 
mente des Raumes 2, #,,..., Z,, und zwar ist das Element 2, z,, 
p;, die Figur, die aus dem Punkte z, x, und aus der hindurch- 
gehenden »-fach ausgedehnten Ebene: 


4—2# = Dp,(e; — %) 
mit den laufenden Koordinaten 3, y, besteht. Die invariante 
Gleichung: 
dz— Sp,dx,=0 


ist die Bedingung fiir die vereinigte Lage der beiden unendlich 
benachbarten Elemente: 
,%;,p, und 2-+ dz, x, + dx,, p,-+ ap,. 


LaBt die Beriihrungstransformation den |Pfaffschen Aus- 
druck: dz — S'p,dx, invariant, ist also @ = 1, so hat sie die 


EO ae a, = X,(a, p), p; = P,(a, p), # = 2+ Q(@, p) 
und es besteht eine Identitit von der Gestalt: 
(3) PdX,+---+ PadX, =p,da,+---+p,dx, + dQ. 


Pascal, Repertorium. I, 2. 2. Aufl. 39 
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Lagt man hier die Gleichung: 2 = a+ 2 weg, so hat man 
eine sogenannte Beriihrungstransformation in den Ly Dy bei der 
der Ausdruck PL. invariant bleibt bis auf ein additives 
volisténdiges Differential. 

Fir das Bestehen einer Identitit (3) ist notwendig und 
hinreichend, daB die Funktionen X,, P, den Gleichungen: 


(4) (X,%,)=0, PX) = en (P;P,) = 0 
geniigen, wo (mw) der Ausdruck [py] ist, gebildet fir den 


Fall, daB m und w beide von z frei sind. Die Funktion 8 
wird dann aus den immer integrablen Gleichungen: 


6) @=-Dagi CM-Ding, —2 


durch eine Quadratur gefunden. 

Wird 2 = 0, so stellen die Gleichungen x, = X,, p; =P, 
eine homogene Berithrungstransformation dar, die durch die Glei- 
chungen (4) und durch die aus (5) folgende Higenschaft defi- 
niert wird, daS die X, homogen von nullter O. in p,,...,p, 
sind, die P, aber homogen von 1. O. 


Setzt man: 

a, =y(i=1,...n—1), 2, =% —D,:P,=% 
so kann man 2,,..,5,%,,; Py)-++-+) P, als homogene Koordi- 
naten der Elemente Z, y,,...,Y, 4) Gy +-->Un_1 des m-fach 
ausgedehnten Raumes 4, ¥,,..., Y¥,—,; auffassen, und es wird 
Pde; = 0 die Bedingung der vereinigten Lage fiir diese 
Elemente. Die allgemeinste homogene Beriihrungstransformation 
IM 2%,--+; Ty, Pyy---, PM, i8t dann zugleich die allgemeinste Be- 
rihrungstransformation des Raumes 2, Dignan 


Kine einfache und wichtige Bevokrang tacslere anon ist 
die folgende: 


, 
BS aa sty Die eee 
fy = Py,..-,%, =p : x L == 
Q Q? gt+1 g+1? ’ n n? 
p, =—24 eat ee f Paton tae 
1 do +) Dg Xs Dog Pees ate *> Py sale 


wo q eine beliebige der Zahlen 1, 2,..., m bedeutet. Trans- 
formationen dieser Art benutzt schon Euler; der Fall » = 2, 
q= 2 ist bekannt als die Legendresche Transformatibn der 
n= 2, q=1 als die Ampéresche. 
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Eine imfinitesimale Beriihrungstransformation ist eine infini- 
tesimale Transformation: 


1...” 
xf—D> (&(, @, p) ie + 7,(2, @, p) Fa) + &(2, @, p) of 


in den Verinderlichen 2, %,,..., %,) Py)-++) Dy» bei der die 
Pfaffsche Gleichung: dz — Sp,dx,=0 invariant bleibt. Sie 


ist durch die Funktion: 


1...% 
U — S25; re & 


ihre charakteristische Funktion vollstdindig bestimmt, und 
umgekehrt ist jede Funktion U (2, x, p) die charakteristische Funk- 
tion einer ganz bestimmien infinitesemalen Beriihrungstransforma- 
tion, deren Symbol lautet: 


Xf= [Uf] — USE. 


Ist Yf eine zweite infinitesimale Beriihrungstransformation mit 
der charakteristischen Funktion V, so ist auch X(Y(f)) — Y(X(f)) 
= (XY) eine Solche Transformation und hat die charakte- 
ristische Funktion: 


OV oU 
[UyJ—-US + V5 ={07}. 


Eine infinitesimale Beriihrungstransformation im den x, p 
erteilt den Veriinderlichen x, p unendlich kleine Zuwachse von 
der Form: 

0U aU Se 
Cee aes ot, Ua oes ot (¢=1,...,2), 
wo U eine beliebige Funktion von den «, p ist. Ihr Symbol 
Xf lautet: 


1...% 
EPO) => (G5 oa Oa To)” 


und es wird fiir sie: 


& > p,d2,=4(>'», op —U) - at. 


Ist Yf=(Vf) eine zweite infinitesimale Transformation dieser 
Art, so hat man: 


X(¥(f)) — Y(XP) = (UWP) — VP) = (UVP), 


was eine Form der beriihmten Jacobischen Identitit ist. 
39% 
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Hine infinitesimale homogene Beriihrungstransformation er- 
hilt man, wenn man fiir U eine Funktion H(s, p) setzt, die in 
den p homogen von 1. O. ist. H heiBt dann die zugehbrige 
charakteristische Funktion. 

Jede infinitesimale Beriihrungstransformation (Beriihrungs- 
transformation in den x, p, homogene Bertthrungstransformation) 
erzeugt eine eingliedrige Gruppe von Transformationen der- 
selben Art. 


§ 3. Invarianten und invariante Gleichungssysteme. 


Ein sehr wichtiges Problem der Gruppentheorie ist die 
Bestimmung der bei einer Gruppe invarianten Funktionen und 
Gleichungssysteme. Wir betrachten zunichst eine eingliedrige 
Gruppe der (a, y)-Ebene 


(1) “y= yp (a, Y, a), Ube w (2, Y, a), 


deren infinitesimale Transformation ist: 
Seip ar 
f= E(a, y) Ox oe n(2, y) oy" 


Hine Funktion 2 (a, y) bleibt invariant bet allen Transfor- 
mationen der Gruppe (1), wenn aus (1) folgt: 2(2,, y,) = 2(a,y). 
Dies tritt dann und nur dann ein, wenn identisch 

~O2 OQ 
KRSEa +N cick 0 
ast. 

Den Ort aller co+ Punkte, in welche ein bestimmter Punkt 
Py (Xo, Yo) der (x, y)-Ebene vermége aller Transformationen der 


Gruppe (1) tibergefiihrt werden kann, nennt man die Bahnkurve 
des Punktes yo. 


Jede eingliedrige Gruppe der Ebene besitet oo! Bahnkurven. 
Die Invariante 82(x, y) einer eingliedrigen Gruppe (1) ist 


dadurch charakterisiert, daB sie, gleich einer Konstanten geseizt, 
die Bahnkurven definiert. 


_ Es gibt zweierles Kurven, welche bei einer Gruppe (1) in- 
variant sein kinnen. Die einen, stets vorkommenden, sind die 
oot Bahnkurven der Gruppe; sie werden erhalten, indem man 
die Invariante der Gruppe einer Konstanten gleich setzt. Die 
Kurven der anderen Art bestehen aus lauter einzelnen invarianten 
Punkten, fiir welche §(#, y) = (a, y) = 0 ist. 
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Die Kurve w(x, y) = 0 ist bei der Gruppe (1) dann und 
nur dann invariant, wenn Xo = 0 ist, vermige @=0. Dabei 
wird vorausgesetat, dap die Ableitungen von w nach x und y 
nicht beide vermoge w = 0 verschwinden. 

Die Schar der cot Kurven w(x, y) = const. ist invariant 
dann und nur dann bei allen Transformationen der Gruppe (1), 
wenn Xw eine Funktion von o allein ist: Xo = F(w). Ins- 
besondere bleibt jede Kurve der Schar einzeln bei allen Trans- 
formationen mvariant, wenn Xo = 0 ist. 

Wir gehen zu dem allgemeinen Fall tiber. 

Isi die r-ghedrige Gruppe X,f, ...X,f des Rawmes x,... x“, 
transitiv, so hat sie keine Invarianten, ist sie intransitiv, so sind 
die gemeinsamen Lisungen der Gleichungen X,f = 0,...X,f=0 
ihre emzigen Invarianten. 

Kennt man die endlichen Gleichungen 


wef, (Oy Oe Os a). 2td,) (@=1...2) 


emer intransitiven Gruppe, so kann man die Invarianten dieser 
Gruppe durch Elimination finden. 
Bleibt ein Gleichungssystem 


(ce) Oe (ays dy, aes Ong 082, ee Hc) =O 


bei allen Transformationen einer Gruppe X,f...X,f invariant, 
so sagt man, daB es die betreffende Gruppe gestattet. Dabei 
wird in der Regel vorausgesetzt, daB in der Matrix der Ab- 
leitungen von 2,,..., 2, _,, nach 2,,..., £, nicht alle (%—™m)- 
reihigen Determinanten vermége 82, =0,...,,8,_, = 0 ver- 
schwinden. 

Das Gleichungssystem (a) gestattet dann und nur dann alle 
Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf, wenn alle n—m 
Ausdriicke X82, vermige 2, = 0,..., 2, m = 0 verschwinden. 

Es gibt zwei Arten von solchen Gileichungssystemen, welche 
die eingliedrige Gruppe 7 


gestatten. Die Gleichungssysteme der ersten Art werden durch 
ganz beliebige Relationen zwischen den Lisungen der Gleichung 
Xf =0 dargestellt. Die Gleichungssysteme der zweiten Art haben 
die Form: 


6 —0,...§, = 9, Un Ce A ee A Py (4, ..- %,) = 0,... 
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woves die wy vollkommen willkiirlich sind, nur mup es Wert- 
systeme «,...%, geben, welche die betreffenden Gleichungen be- 
friedigen. 

Fiihrt man auf einen Punkt P des Raumes 2,...%, alle 
oo” Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe dieses Rawmes 
aus, so bildet der Inbegriff aller Lagen, welche der Punkt auf 
diese Weise annimmt, eine bei der Gruppe invariante Mannig- 
faltigheit; diese Mannigfaltigheit enthdlt kein kleimeres bei der 
Gruppe invariantes Teilgebiet, dagegen ist sie selbst in allen in- 
varianten Mannigfaltigkeiten enthalten, in welchen der Punkt P liegt. 


Erzeugen die r unabhdngigen infinitesimalen Transformationen 


1...2 
4 0 
x= eee Ale: 


eine r-gliedrige Gruppe, so erhdlt man durch Nullsetzen aller 
(r —m + 1)-rethigen Determinanten der Matrix 


rt Cite Sex 


stets ein Gleichungssystem, welches alle Transformationen der 
Gruppe X,f,..., X,f gestattet; das gilt fiir jede Zahl m <r, 
vorausgesetat nur, daB es tiberhaupt Wertsysteme x,...%, gibt, 
welche alle die bewupten (r — m + 1)-reihigen Determinanten zum 
Verschwinden bringen. 


§ 4. Differentialinvarianten und Integralinvarianten. 


Wir betrachten zuniichst eine besonders einfache Art von 
Differentialinvarianten. In den oo” Transformationen der r-glied- 
rigen Gruppe (@) X,f...X,f oder 


(1) Y, = f,(%,... 2,3 @, .4.4,) G=1bee 


betrachten wir die Verinderlichen «,...x, als Funktionen einer 
Hilfsvariablen t, welche von den Transformationen (1) gar nicht 
transformiert wird, Offenbar sind dann auch Y,---Y, als Funk- 
tionen von ¢ aufzufassen; setzen wir daher: 

dx; See dy 


dt I ah ee 
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so ergibt sich aus (1) durch Differentiation nach ¢: 


z Digg si4e 
wa) 
Cy — 6G... 254 --<0,), ae a” Gide 


Es 1a8t sich nachweisen, daB die Gleichungen (2) eine 
r-gliedrige Gruppe in den 2m Verinderlichen x,...2,. 2,)...2,(0 
darstellen. Diese neue Gruppe heiBt die einmal erweiterte Grapes 
von G. Wir bezeichnen sie mit G, Die Gruppe @) ist er- 
zeugt von den r erwetterten infinitesimalen Transformationen 


XOF = => ind Be Fah (k=1,2...7), 


wo eG santa.) ie und Ss ei x) = eo) 


gesetzt ist. 

Die (endlichen) Invarianten von G@ heiBen Differential- 
invarianten 1. Ordnung von G. Die Differentialinvarianten Q® 
von G, d. h. die Invarianten von G“) sind daher die Lésungen 
der @leidiangen Xf = 0. Durch weitere Differenzierung der 
Gleichungen (1) werden auf analoge Art Differentialinvarianten 
héherer Ordnung von G definiert. 

Man kann aber eine Gruppe auch auf andere Art er- 
weitern. 

Wir betrachten die r-gliedrige Gruppe X,f...X,f in den 


nm -+ m Veranderlichen a, ...%,) &,...2q: 

‘ . 

(3) a CT Pas ee Pe ee aC (¢=1...n) 
fem Hl (tee Zny & G,) =i nam) 
le “ Sede) 1°: °°%m) 1°:°° 4, fH =1...m), 

Hier seien 2,...%, unabhingige Veranderliche und 4... z,, 

beliebig wahlbare Funktionen von z,...2,. Unter dieser Vor- 


aussetzung sind dann w,’...2,’ im allgemeinen von einander 
unabhingig, wihrend ¢,’...z,,/ Funktionen von 2,’... 4,’ wer- 
den. Fiir die Differentialquotienten der z nach den x und der 


z nach-den a’ fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 


Oey z One, res 
OX, Vk} 02, ... 80% My & ++ Oy 


’ 


GR tt en 2 


—___\__—_——— = 2 . 
a "0 ry) / an Mh , Q@y- an 
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Die z,’ «,...a, lassen sich dann durch #, .. pq) % +++ 2m und die 
Differentialquotienten Z, ....¢ von der ersten bis (#, +----+«,)- 
ten Ordnung ausdriicken: 


f — Z. Z eee 
(4) Bay Oy +++ On i Bh ee, Cae ea oe Es + 2m, “9, Bx°*° By? a a,) 
@=1.-..m, @=L..2m, Pit---+ Br S%terrt+an)s 


Aus (3) denken wir uns alle Gleichungen von der Form (4) 
abgeleitet, in denen ao, +o, +---+a,< WN ist. Diese Glei- 
chungen mit den Gleichungen (3) zusammen bilden wieder eine 
y-gliedrige Gruppe, die mit der urspriinglichen Gruppe gleich- 
zusammengesetzt ist und von deren erweiterten infinitesimalen 
Transformationen X,)f,...X,“f erzeugt ist. 

Da man die Zahl N so groB wiahlen kann, daB die in- 
finitesimalen Transformationen X,“)f mehr als r Veranderliche 
enthalten, 148t es sich immer so einrichten, daB die 7 Glei- 
ehungen X,“ f= 0 ein vollstiindiges System mit einer oder 
mehreren Liésungen bilden. Diese Liésungen sind Funktionen 
von den x, den z und den Differentialquotienten der letzteren, 
sie gestatten jede endliche Transformation der erweiterten Gruppe 
X,/f und sind daher Invarianten dieser Gruppe; sie sind 
Differentialinvarianten der urspriinglichen Gruppe; es gilt also 
der Satz: 

Jede endliche kontinuierliche Transformationsgruppe X, f,...X,.f 
bestimmt eine wnendliche Reithe von Differentialinvarianten, welche 
sich als Lésungen von vollstdndigen Systemen definieren lassen. 


Ferner 1a8t sich zeigen, daB diese unendliche Reihe von 
Differentialinvarianten sich simtlich durch Differentiation aus 
emer endlich begrenzten Anzahl derartiger Differentialinvarianten 
ableiten lassen. Wir bezeichnen den Inbegriff derjenigen Differential- 
invarianten, aus denen sich alle durch Differentiation ableiten 
lassen, als eim volles System von Differentialinvarianten. 

Eine ganz besondere Stellung nehmen gewisse Ausdriicke 
ein, die uns gestatien, aus bekannten Differentialinvarianten einer 
Gruppe neue Differentialinvarianten abzuleiten. Der Hinfachheit 
halber betrachten wir eine 7-gliedrige Gruppe G der (z, y)-Ebene. 
Eine Funktion Q(«, y, y',...,9, 9’,...) hinge ab von a, y, den 
Differentialquotienten von y nach x, sowie von einer Funktion 
g und von deren nach % genommenen vollstiindigen Differential- 
quotienten y’, p”,.... Ist dann, wenn » irgend eine Differential- 
invariante der Gruppe ist, stets auch eine, so heiBt 2 ein 
Differentialparameter oder Differentiator der Gruppe. Wenn wir 
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alsdann diese Funktion $2 kennen, sowie eine Differential- 
invariante I, so liefert uns 2, wenn man q durch TI ersetzt, 
eine zweite Differentialinvariante. Diese wiirde in 82 ftir p ein- 
gesetzt eine dritte ergeben usw. 

Wie wir eben gesehen haben, kénnen wir eine Gruppe auf 
verschiedene Weise erweitern und uns deshalb verschiedene Arten 
von Differentialinvarianten verschaffen. Liegt daher eine kon- 
tinuierliche Gruppe vor, so gehdren zu dieser Gruppe imehrere 
Reihen yon Differentialinvarianten, deren Form nicht allein von 
der Gruppe sondern auch von den Gegenstdénden abhingt, auf 
welche die Transformationen der Gruppe ausgefiihrt werden. Be- 
steht die Gruppe z. B. aus Punkttransformationen des Raumes 2, 
y, 2, so kénnen diese Transformationen auf Kurven, Fldchen, auf 
Differentialgleichungen, auf Fldchenscharen, iiberhaupt auf viele 
Gegenstiinde ausgefiihrt werden. 

Stellt man nun die Frage, ob gewisse Differentialgleichungen 
oder gewisse analytische Ausdriicke durch eine Transformation 
einer vorgelegten Gruppe auf gewisse gegebene Formen ge- 
bracht werden kénnen, so erhalt man jedesmal als notwendige 
Kriterien gewisse Differentialrelationen, die gegeniiber der ge- 
gebenen Gruppe einen invarianten Charakter besitzen. Fragt 
man z. B., wann ein vorgelegter Ausdruck X(a,y)da+ Y(a,y)dy 
die Form eines vollstindigen Differentials d U(a, y) erhalten 
kann, so ist die Antwort bekanntlich, da8 hierzu das Bestehen 
der Gleichung wane O erforderlich und hinreichend ist. 
Diese Bedingungsgleichung wird durch jede Punkttransformation 
in ungeinderter Form reproduziert. 

Die Theorie des Pfaffschen Problems gibt in ganz ahn- 
licher Weise eine Reihe Kriterien, die gegeniiber beliebigen 
Punkttransformationen einen invarianten Charakter besitzen, vgl. 
Kap. XII. 

Wiinscht man zu entscheiden, ob zwei Kurven oder Flachen 
durch Bewegung in einander iiberfiihrbar, d. h. ob sie kongruent, 
oder noch anders ausgedriickt, ob sie miteinander vermége der 
Gruppe der Bewegungen iquivalent sind, so handelt es sich um 
nichts anderes als die Invariantentheorie der Gruppe der Be- 
wegungen. 

Ein anderes Beispiel ist die von Gau8& und Minding be- 
griindete Deformationstheorie. Ist das Bogenelement nach Gauf 
auf die Form gebracht: 


ds? = Edx? + 2Fdady + Gdy’, 
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und fiihren wir neue Verinderliche ein: 


a, = X(a,y), %= YY), 
so erhilt unser Bogenelement eine neue Form 
ds? = E,da,? + 2F,da,dy, + G,dy,’. 


Dabei werden F,, F,, G, als Funktionen von LE, F, G@ 
und 2, y durch gewisse Relationen bestimmt, die mit 7, = X, 
y,= Y vereinigt eine wnendliche Gruppe bilden. Line erste 
Differentialinvariante dieser Gruppe ist das GauBsche Krim- 
mungsmaB. Auch die von Beltrami und Lamé betrachteten 
Differentialparameter (Differentiatoren ) sind Differentialinvarianten 
von Gruppen. 

Als letztes Beispiel sei genannt die Invariantentheorie der 
algebraischen Formen gegeniiber der linearen homogenen Gruppe, 
die von Boole, Cayley, Aronhold und Clebsch begriindet 
worden ist. 


Die Theorie der Differentialinvarianten liefert auch die 
Theorie der IJntegralinvarianten. Liegt eine endliche oder un- 
Pee Transformationsgruppe in den Verinderlichen 2,...# 

-£, Vor, so sagt man, daB ein Integral: 


02, Oe 
ie [Qs Le Lo oe pene pa?” ats da 


eine Integralinvariante der betreffenden Gruppe darstellt, wenn 
die Variation 0 hi Sidav,...dx, des Integrals bei allen infinitesi- 
malen Transformationen der Gruppe verschwindet, anders aus- 
gesprochen, wenn die Form des Integrals bei allen endlichen 
Transformationen der Gruppe erhalten bleibt. Es ist hier Vor- 


aussetzung, da8 die z als Funktionen der a betrachtet werden. 
Ist nun 


Dee Usa 
2 7] 
xf= Dales) E+ Dees # 
k t 


das allgemeine Symbol einer infinitesimalen Transformation der 
gegebenen Gruppe, so gelten die Lone 


X09 + 2 DFE + Rt ate 0; 


n? 
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und umgekehrt gibt jede Lisung 2 dieser Gleichungen eine Inte- 
gralinvariante. Hier bedeutet Xf die r-mal erweiterte infini- 
tesimale Transformation von Xf. 

Ein Integralparameter ist eine Funktion S2(x, Y, Y'-- + 9, M---) 
von der Art, daB wenn i, (x,y, y...)dx@ eine Tnbeoetiny aware 
einer Gruppe G der (a#y)-Ebene ist, auch stets /S2da eine Inte- 
gralinvariante der Gruppe G ist. 

Die in diesem Paragraphen auseinandergesetzte Theorie der 
Differentialinvarianten und Integralinvarianten riihrt von Sophus 
Lie her; ihre Beziehung zu den Arbeiten von Gau8, Minding, 
Lamé, Beltrami, Sylvester, Cayley, Schwarz, Halphen, 
Poincaré, Zorawski, Cartan u. a. findet man besprochen 
in den folgenden Arbeiten von Lie: Theorie der Transforma- 
tionsgruppen 1, Kap. 25, Vorlesungen wber kontinwierliche Grup- 
pen, Kap. 23, Gesammelte Abh. 6, Abh. II (1884), Abh. XXVII 
(1897). 


§ 5. Anwendung der Theorie der Transformationsgruppen 
auf Differentialgle:chungen. 


Wir betrachten zuerst eine Differentialgleichung 1. Ordnung 
und ersten Grades 
(i X(a, y)dy — Y(a, y\dx = 0. 


Man sagt, da8 die Gleichung (1) eine Transformation ge- 
stattet oder zuldft, sobald sie bei Ausfiihrung derselben bis auf 
einen Faktor ihre Form bewahrt. 

Die Differentialgleichung ( 1) gestattet eine Transformation 
dann und nur dann, wenn die Schar ihrer Integralkurven diese 
Transformation gestattel, anders ausgesprochen, wenn jede Integral- 
kurve bei der Transformation in eme Integralkurve tibergeht. 


Die Differentialgleichung (1) gestattet dann und nur dann 

7) 
die eingliedrige Gruppe Uf = a; (2, ¥) a2 + 4 (2, y) Ae wenn Uf 
und der Ausdruck Af = se Ey ae t fir alle Werte von x, y 


und fiir jede Funktion f oe a cee eine Relation von der 
Form erfillen: 


U(Af) — A(Uf) =14f, 


in der i eine Funktion von « und y allem bedeutet. 
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Wenn die Gleichung (1) die eingliedrige Gruppe 


0 0 
op— eh + nah 


gestattet, so ist Xneave ein Integrabilitatsfaktor der Gleichung, 


sobald Xn — YE+ 0 ist. in Integral der Gleichung ist dem- 


ital Xdy— Ydzx 


PX eee —"CONSt. 


e 


Jede gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen 
zwei Verdnderlichen gestattet unendlich viele infinitesimale Trans- 
formationen oder eingliedrige Gruppen. 

Die Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen x und y 


Q(z, y, ¥') = 0 
gestattet die eingliedrige Gruppe 
x of of 
Uf = (2,9) 55 + 1%) Gy 
dann und nur dann, wenn der Ausdruck 


02 fan On  o& ug eS 19 CQ 
ay aaah ay a) 9 ay 4 } By 


TOQ= Ee Ly 


vermige $2 =O verschwindet, vorausgesetzt, dap die Differential- 
gleichung 8. =O nicht im einer solchen Form geschrieben ist, in 
der ahs ues ue sdmtlich vermige 84 = 0 verschwinden. 

Ox? oy’ oy 

Nicht jede Differentialgleichung m-ter Ordnung zwischen # 
und y (n > iL’) gestattet eine infinitesimale Transformation in 
x und y. 


Eine Differentialgleichung 2. Ordnung gestatict héchstens acht 
unabhingige infinitesimale Transformationen. Eine Differential- 
gleichung n-ter Ordnung (n > 2) gestattet nicht mehr als n + 4 
von eimander unabhingige infinitesimale Transformationen. 

Der Inbegriff aller Transformationen, die eine Differential- 
gleichung n-ter Ordnung (m > 1) gestattet, bildet eine r-gliedrige 
Gruppe mit paarweise inversen Transformationen, wo die Zahl r 
an eme endliche obere Grenze gebunden ist. 


Die gewohnlichen Differentialgleichungen héherer Ordnung, 
die eine Gruppe G gestatten, zerfallen in Klassen je nach dem 
Lypus von G. Da Sophus Lie die verschiedenen Typen von 
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Gruppen bestimmt hat, ergibt sich die Bestimmung der inva- 
rianten Differentialgleichungen unmittelbar aus der Theorie der 
Invarianten und invarianten Gleichungssysteme der erweiterten 
Gruppen. Aufer einzelnen exzeptionellen Gleichungen, die durch 
Nullsetzen gewisser Determinanten erhalten werden, sind die 
Gleichungen, die eine Gruppe G gestatten, von der Form: 


a J, a? J, 
F(J,, Jay a7 ae) mir 


in der J,, J, die beiden Differentialinvarianten niedrigster Ord- 
nung von G bedeuten, / eine willkiirliche Funktion. Fir jede 
der so erhaltenen Gleichungen hat Sophus Lie ein Integrations- 
verfahren gegeben (Gesammelte Abh. 5, Abh. IX, X, XI, XIV 
(1882, 1883)). 


Eine lineare homogene partielle Differentialgleichung 1. 0.: 


1,4..” 
«3 
Af = >) a,(%,; sea) me =O 


bleibt bei Einfiihrung neuer Veranderlicher: 
G, me Pi, hey ty) (¢=1,.-.,%) 


invariant, wenn eine Gleichung von der Form: 


1...” 


1.63% 
, , of of 
Dy, (Gl, 2-5 ef) fee Otis ey > A Coe ee me, BE: 


a 


besteht. Man sagt dann, daB Af= 0 die Transformation: x; = F,,(z) 
gestattet oder zuldBt. Notwendig und hinreichend hierfiir ist, da8 
die Transformation jede Lésung von Af=O wieder in eine 
Lésung iiberfiihrt. 

Sind w,,...,%,_, unabhingige Lésungen von Af= 0, so 
gestattet die Gleichung Af—=O dann und nur dann die infini- 
tesimale Transformation Xf, wenn » —1 Relationen von der 


Form: 
X(u,) —— , (Uy; AC Sie ) ty, <4) (v=1,...,2—1) 


bestehen. Sie gestattet dann zugleich alle Transformationen der 
von Xf erzeugten eingliedrigen Gruppe. Kennt man die Lé- 
sungen von Af =O nicht, so mu8 man ein anderes Kriterium 
anwenden. Es gilt nimlich auch der Satz: 
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Die Gleichung Af = 0 gestattet dann und nur dann die in- 
finitesimale Transformation Xf, wenn eine Beziehung von der 
Form 

X(A(f)) — A(X) = Ay - + +) 2) AL 
besteht. 

Hat man q unabhingige lineare homogene partielle Diffe- 
rentialgleichungen: 


1... 
Af =D) tulty--9%) FE =0 (E=1,--+5 9) 


so besitzen diese niemals mehr als » — q unabhingige gemein- 
same Lisungen und gerade » — q Liésungen dieser Art haben 
sie dann und nur dann, wenn sie ein q-gliedriges vollstandiges 
System bilden, das heiBt, wenn Beziehungen von der Form: 


1...¢ 
(A, 4;) ACH ety AT (k,j =1,-+-59) 
s 


besteben. 

Kin q-gliedriges vollstindiges System A,f= 0 gestattet 
eine Transformation 2; = F’,(~), wenn es bei Einfthrung der 
neuen Verinderlichen 2, in ein System tibergeht, das q unab- 
hangige Gleichungen von der Form: 


1... 
A,f = Doula, te) Ae = 0 (k=1,...59) 


enthalt. Insbesondere gestattet es die infinitesimale Transforma- 
tion Xf und die von dieser erzeugte eingliedrige Gruppe dann 
und nur dann, wenn Relationen von der Form: 


1...¢ 
(A, X) = > 1(%,; Or) tA (K=1,. 05 
bestehen. ‘ 


Gestattet ein vollstindiges System die beiden infinitesi- 
malen Transformationen Xf und Yf, so gestattet es erstens 
jede infinitesimale Transformation: 


EEK, 


uXf+uvoYf +>, Af 
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wo uw und v beliebige Lisungen des vollstandigen Systems, die 
w, aber willkiirliche Funktionen bezeichnen, und es gestattet 
zweitens auch die infinitesimale Transformation: 


X(¥(f)) — Y(X(f)) = (XY). 


Ist ein vollstindiges System A,f—= 0 vorgelegt und kennt 
man mehrere, etwa m infinitesimale Transformationen: X, f,...,X,,f, 
die es gestattet, so kann der Fall eintreten, daB: A,f,.. ean ahs 
X,f,..., Xf(l<m) durch keine lineare fomorene Relation 


yorknitipft ae wihrend jedes X,,,,f sich so darstellen 1aBt: 


por Ba | 
> ray i => Wy a(%1y Bel yake fa > qe AGh (u=1,....m—D. 
a 8 


Dann ist jede Funktion w,, eme Lisung des volistindigen 
Systems. 

So kann man aus den bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen des vollstindigen Systems einerseits Lésungen, andrer- 
seits neue infinitesimale Transformationen ableiten. Findet man 
dabei nicht alle Lésungen, so liBt sich das ganze Integrations- 
problem schlieBlich auf das Liesche Normalproblem zuriickfiihren: 

Gegeben ist ein q-gliedriges vollstdndiges System A,f = 0 in 
n Verdnderlichen, ve n — q bekannte infinitesimale Transforma- 


tionen: au mee af gestattet, dabei sind: A,f,..., A,f, 
DSN Ee Jt a ‘durch eine lneare elena Coe “es 
gee ae Besichungen von der Form: 

1...7%—@ 


(See —2>% Bt Bushey DAs ane. 


wo die ¢;,, Konstanten eM 


poe, 20g wo any die unbekannten Lésungen des voll- 


WM] 


stiindigen Systems, so wird: 
Xba = New (haieseses Wc) 
und die » — q infinitesimalen Transformationen: 
1...%7—@g 
X,f -> Mew (Mss - + +1 Una) ae (&=1,...52—9) 
be 


die in den Beziehungen: eee 


(xX, x, => Ciks X,f 


s 
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stehen, erzeugen eine (m — q)-gliedrige einfache transitive Gruppe, 
die angibt, wie die Lésungen des vollstiindigen Systems bei den 
infinitesimalen Transformationen X,f unter einander vertauscht 
werden. Da die Konstanten ¢,,, bekannt sind, so ist die Zu- 
sammensetzung dieser Gruppe: X,f,..-, X,_,f bekannt. 

Diese Zusammensetzung ist es, die die Integrationstheorie 
des Normalproblems beherrscht. Ist. Xy fies +5. Myf CMO eu kere 
gruppe der Gruppe X,/,...,X,_,f, so kann man eine Resol- 
vente des Problems aufstellen, indem man das vollstaéndige 
System: 

A, f= 0,.+., 4,f=0, Xf =—90;. -2,57—0 


bildet. Hat man dieses integriert, also m — q—/ unabhingige 


Lésungen: %4,...,%,_,-; des Systems gefunden, so sind: 
Xr er Sip u Meyer: is ide 


im allgemeinen neue Lisungen des Systems A,f=0. Ist 
X,f,..-,X,f die gréBte in der Untergruppe X,f,..-., X,f ent- 
haltene invariante Untergruppe der Gruppe: X,/,..., X,_,f, 


so findet man auf diese Weise alle Lésungen des vollstindigen 
Systems: 


A,f=0,-.. A,f=9, AL P= 00% os X,f = 0. 


Ist insbesondere die Gruppe X,f,..., X,_ of einfach, enthalt sie 
also keine invariante Untergruppe, so ist h = 0, und das ganze 
Integrationsproblem ist erledigt. Die Ordnung der erforderlichen 
Integrationsoperationen wird dabei mdglichst klein, wenn man 
die Untergruppe: X,f,..., Xf so w&hlt, daB ihre Gliederzahl 7 
méglichst gro8 ist. 

Diese ganze Integrationstheorie zeigt die vollkommenste 
Analogie zu der Galoisschen Behandlung der algebraischen 
Gleichungen. 

Hine uniibersehbare Fiille von Integrationsproblemen 1laBt 
sich auf Probleme von der Art zuriickfiihren, wo ein vollstin- 
diges System mit bekannten infinitesimalen Transformationen zu 
integrieren ist. Die Liesche Invariantentheorie gestattet in jedem 
Falle, genau festzustellen, welche Integrationsoperationen zur 
Erledigung des Problems erforderlich sind. 

Alle in diesem Kapitel zusammengestellten Begriffe und 
Satze riihren von Sophus Lie her. Seine zahlreichen Abhand- 
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lungen tiber Transformationsgruppen und deren Anwendung auf 
die Integrationstheorie findet man in Bd. V und VI seiner Ge- 
sammelten Abhandlungen vereinigt. Man vgl. ferner sein groBes 
Werk: Zheorie der Transformationsgruppen, bearbeitet unter Mit- 
wirkung von F. Engel, 3 Bde. 1888, 91, 93. Vorlesungen wber 
Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transforma- 
tionen (1891), herausgegeben von Scheffers, Vorlesungen iber 
kontinuierliche Gruppen (1893), herausgegeben von Scheffers, 
Geometrie der Bertihrungstransformationen, dargestellt von Lie 
und Scheffers. 

W. Killing ist es gelungen, alle méglichen Zusammen- 
setzungen der einfachen endlichen kontinuierlichen Gruppen zu 
bestimmen. Math. Ann. 31, 33, 34, 36 (1888—90). E. Cartan 
hat die Killingschen Ergebnisse bestitigt und die allgemeine 
Theorie der Zusammensetzung ganz auB8erordentlich vervoll- 
kommnet, es ist ihm auch gelungen, den Begriff der Zusam- 
mensetzung fiir die unendlichen kontinuierlichen Gruppen zu 
definieren und die Zusammensetzungen aller einfachen Gruppen 
dieser Art zu bestimmen. S. seine Thése 1894 und Abhand- 
lungen im American Journal 18, 1896 und den Ammales de 
Ecole normale (3), 21, 22 (1904, 1905). 

Lie selbst hat alle endlichen und alle unendlichen kon- 
tinuierlichen Gruppen von Punkt- und Beriihrungstransforma- 
tionen des Raumes aufgestellt, diese aber nur teilweise ver- 
éffentlicht. Ugo Amaldi hat die Bestimmung aller unendlichen 
Gruppen von Beriihrungstransformationen und von Punkttrans- 
formationen des Raumes durchgefiihrt. Accademia di Torino 
1906, 80S. und Accademia di Modena 1910, 1912, 73 und 
343 S. 
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Kapitel XIV. 
Variationsrechnung. 


Von Hans Hahn in Wien. 


§ 1. Das einfachste Problem der Variationsrechnung. 


Die Variationsrechnung behandelt die Aufgabe, in gewissen 
Ausdriicken, deren Wert von der Wahl einer oder mehrerer 
Funktionen abhiingt, diese Funktionen so zu bestimmen, daB der 
Ausdruck einen méglichst kleinen oder méglichst grofen Wert 
annimmt. Die ersten Aufgaben dieser Art haben Newton und 
die Briider Bernoulli behandelt (s. § 9). Zu einer eigenen 
Disziplin wurde die Variationsrechnung ausgestaltet durch Euler 
und Lagrange (vgl. hierzu A. Kneser, Abh. zur Gesch. d. 
math. Wiss. 25, 23 (1907)), auf exakte Grundlage gestellt und 
— wenigstens fiir die einfachsten Probleme — zu einer ge- 
wissen Vollendung gebracht durch Weierstra8. 

Wir nennen eine Reihe moderner Lehrbiicher, in denen die 
im folgenden behandelten Probleme und auch manche andere 
ausfiihrlich dargestellt sind: A. Kneser, Lehrbuch der Variations- 
rechnung, Braunschweig 1900, 2. Aufl. 1925; H. Hancock, Lec- 
tures on the calculus of variations, Cincinnati 1904; O. Bolza, Vor- 
lesungen tiber Variationsrechnung, Leipzig und Berlin 1909; J. Ha- 
damard, Lecons sur le calcul des variations 1, Paris 1910; L. To- 
nelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni, 2 Bde., Bologna 
1921, 1923, G. Vivanti, Elementi del calcolo delle variazioni, 
Messina 1923. Eine kurze Darstellung der Elemente in H.Goursat, 
Cours d’analyse (2° u. 3° éd.) 3. Viele historische Notizen und 
Literaturangaben bei E. Pascal, Calcolo delle variazioni, Mailand 
1897, deutsch von A. Schepp, Leipzig 1899, sowie besonders 
in den Artikeln tiber Variationsrechnung der Enzyklopiidie (aus- 
fithrlicher in der franzésischen Ausgabe). Vollstindige Literatur- 
verzeichnisse: M. Lecat, Bibliographie du calcul des variations 
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depuis les origines jusqwd 1850, Gand 1916; Bibl. d. calc. d. 
var. 1850—1913, Gand 1913. Nachtriige hierzu in: Bibl. d. 
séries trigonométriques (Gand 1921), 156. Uber Fortschritte der 
Variationsrechnung in den letzten Jahren referiert G. A. Bliss, 
Am, Bull. 26, 343 (1920). 

Wir beginnen mit Besprechung des sog. einfachsten Pro- 
blemes der Variationsrechnung. Wir verstehen unter f(z, y, y’) 
eine Funktion, die fiir alle in einem gewissen Bereiche § lie- 
genden Wertepaare (x, y) und fiir alle endlichen Werte von y’ 
regulir analytisch ist.) Von allen in Betracht kommenden 
Punkten und Kurven wird angenommen, da sie im Innern von Kt 
liegen. Partielle Differentiationen von f (und anderen Funktionen) 
werden durch angehingte Indizes angedeutet; so bedeutet /,,(a, y, y’) 
die Ableitung von f nach der ersten Veriinderlichen, f,,(x, y, y’) 
die nach der ersten und zweiten Verinderlichen usw. 

Unter y(x) (ebenso unter ¥(x), 4 (x), u(x) usw.) wird eine 
eindeutige zweimal stetig differenzierbare Funktion von x, unter 
y'(a) ihre erste, unter y”(a#) ihre zweite Ableitung verstanden. 
Unter der Nachbarschaft 9 des durch 2,<a%< a gegebenen 
Bogens (a, 2.) der Kurve y = y() verstehen wir die Gesamt- 
heit jener Punkte der xy-Ebene, deren Abstand von wenigstens 
einem Punkte des genannten Bogens die Zahl @ nicht iibersteigt. 

Unter ,, Wert des Integrales 


(1) Sie. 9, yee 


erstreckt wiber den Bogen (a,, %) der Kurve y=y(a)“ (oder 
» Wert, den dieser Bogen dem Integrale (1) erteilt“) verstehen 
wir den Ausdruck: 


St@y@, ¥@)az. 


Wir sagen: Der Bogen (a,, 2) der Kurve y = y(x) macht 
das Integral (1) 2u einem Minimum (Maximum) gegentiber allen 
anderen (irgendwelchen Bedingungen geniigenden) Kurvenbogen, 
wenn es eine Nachbarschaft @ dieses Bogens gibt derart, daB 
jeder andere diesen Bedingungen geniigende und ganz in dieser 
Nachbarschaft liegende Bogen einer Kurve y = y(a) dem Inte- 
grale (1) einen gréBeren (kleineren) Wert erteilt. Wir sagen 


1) Es geschieht dies der Einfachheit halber, es gentigen weniger 


weitgehende Voraussetzungen. 
40* 
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von dem genannten Bogen, er macht das Integral zu einem 
schwachen Minimum (Maximum), wenn es zwei positive Kon- 
stanten g und 9’ gibt, derart, daB jeder andere unseren Be- 
dingungen gentigende, in die Nachbarschaft @ unseres Bogens 
fallende Kurvenbogen, dessen Punkte sich auf die unseres Bogens 
eineindeutig stetig so beziehen lassen, daB der Winkel zwischen 
den Tangenten in entsprechenden Punkten dieser Bogen kleiner 
als 9’ ist, dem Integrale (1) einen gréBeren (kleineren) Wert 
erteilt. Im Gegensatze zum schwachen Minimum (Maximum) 
wird das an erster Stelle genannte auch als starkes Minimum 
(Maximum) bezeichnet. 


Das einfachste Problem der Variationsrechnung lautet: Unter 
allen, zwei gegebene Punkte (2,, y,) und (2, yp) (%) > %,) der 
Ebene verbindenden Kurvenbégen y= y(x) diejenigen aufzu- 
finden, welche ein Integral der Form (1) zu einem Minimum 
(Maximum) machen, 

Sei y = y(x) ein solcher Kurvenbogen, (x) eine beliebige 
den Gleichungen 7(2,)=7(x,)=0 geniigende Funktion, « ein 
Parameter. Wir bilden die Schar der Kurven: 


(2) y = (x) + en(2), 


die simtlich durch die beiden gegebenen Punkte hindurchgehen; 
der Wert, den der Bogen (#,,2,) der zum Parameterwerte ¢ 
gehérigen Kurve dieser Schar dem Integrale (1) erteilt, ist 
eine Funktion von ¢; sie werde bezeichnet mit J(e); diese Funk- 
tion ist an der Stelle « —O regular analytisch; wir setzen: 


8 = a n 
(3) Je) -JO) =F T+ GPT +R +o erste. 
der Ausdruck 6”J hingt nur ab von der Wahl von y(a) und 
(a); er wird bezeichnet als die n” Variation des Integrales (1) 


(bei Ubergang von der Kurve y = y (a) zu den Vergleichskurven (2)). 


Fiir die erste und zweite Variation gelten demnach die 
Formeln: 


(4) 67 = fT, 9, ¥)n + ty (ey, yn dz. 


(5) PT = f [tyy (aaa )n +2 fyy (O90 Fy (ny) n2 de. 
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Wenn der Bogen (#,, x) der Kurve y=y(a) das In- 
tegral (1) zu einem (starken oder schwachen) Minimum 
(bzw. Maximum) macht, so mu8 in (38) fiir alle geniigend 
kleinen, von Null verschiedenen |<| die Ungleichung bestehen: 
J(«) —J(0) >0 (bzw. < 0). Nach der Theorie der gewéhnlichen 
Maxima und Minima (Rep. I,, Kap. VII, § 7) ist das nur még- 
lich, wenn: dJ = 0; 0?J > 0 (bzw. <0). Daher: 

Damit der Bogen (,, %,) der Kurve y = y(a) ein (starkes 
oder schwaches) Minimum (bzw. Maximum) des Integrales (1) 
liefere, ist notwendig, daB er der ersten Variation dieses Inte- 
grales den Wert Null erteile, der zweiten Variation aber einen 
nicht negativen (bzw. nicht positiven) Wert, bei beliebiger Wahl 
der (nur durch 4(x,) = (%_) = 0 eingeschréinkten) Funktion 1. 

Durch partielle Integration lé8t sich OJ auf die Form 
bringen: 


X 


(6) 6s= ii [f(a 9@,9'@) —S fy (eu l@), of @)|n(a) ae, 


xy 


woraus man (wegen dJ = 0) leicht folgert: 
Damit die Kurve y = y (2) ein Minimum (Maximum) von 
(1) liefere, ist notwendig, daB sie der Gleichung geniigt: 


, d , 
(7) fy(%) 9) — ga hy (ey ¥') = 0. 
Nach Ausfihrung der Differentiation nach x lautet diese Gleichung: 


i RON As el Cae ia CeCe 
— fyyle o Y)¥ =. 


(8) 


Sie wird als die Hwulersche Gleichung unseres Variations- 
problemes bezeichnet (sie kommt zuerst vor bei Euler, Methodus 
inveniendi. lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes 
(1744), Kap. I, Art. 21; ttbersetzt von Stickel in Ostwalds 
Klass., Nr. 46; zu Eulers Herleitung dieser Gleichung vgl. 
A.Kneser, Euler und die Variationsrechnung, Abh. z. Gesch. d. Math. 
Wiss. 25 (1907) und R. B. Rubbins, Am. Jowrn. 37, 367 (1915)). 
Nach der hier angegebenen Methode wurde sie zuerst hergeleitet 
von Lagrange (wores 1, 335 (1752), auch 14, 138 (1755)) 
und wird vielfach auch als Lagrangesche Gleichung bezeichnet; 
diese Methode setzt die Existenz der zweiten Ableitung y” der 
gesuchten Funktion voraus, wihrend man von vornherein gar 
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nicht wissen kann, ob die gesuchte Funktion eine zweite Ab- 
leitung Dbesitzt (Hinwand von P. Du Bois-Reymond, Math. 
Ann. 15, 312 (1879)); Herleitungen der Gleichung (7), die die- 
sem Einwande Rechnung tragen, findet man in den Lehrbtichern 
von Bolza, Hadamard, Tonelli; ferner: A.Razmadzé, Math. 
Ann. 84, 115 (1921); H. Hahn, Math. Ann. 63, 253 (1906)). 

Gleichung (8) ist eine gewéhnliche Differentialgleichung 
2. Ordnung fiir y, ausgenommen den Fall, da f,,,, identisch 
verschwindet, d. h. f(a, y,y’) linear in y’ ist: 


f(z, 4, y) =Ala,y) +y Bia, y); 


in diesem Falle reduziert sie sich auf die Gleichung A, — B,=—0 
zwischen x und y, oder ist identisch erfiillt, falls fiir alle x und 
y gilt: A, = B,; in diesem letzteren Falle gibt es eine Funktion 
C(a,y), so daB A(a,y)=C,(a,y), B(x, y) =C,(a,y), es ist also 


, d 
f(a, Y, y’) =>. A(x, y) Se y B(a, Y) == dx C(a, Y); 


(mit anderen Worten: es ist A(z, y)dx + B(x, y)dy ein voll- 
stindiges Differential) infolgedessen ist fiir alle im Punkte (a,, 
y,) beginnenden, im Punkte (a, y,) endigenden Kurvenbégen: 


St Y; y') dx = C(ao, Yo) sa C(a, Y;) ’ 


d. h. der Wert des Integrales ist vom Wege unabhingig. 

Ist Gleichung (8) wirklich von 2. Ordnung, so gibt es eine 
zweiparametrige Schar von Extremalen; durch jedes regulire 
Linienelement 2%, ¥, y) (d. bh. durch jenes Linienelement, fiir 
welches f y'y'“oy Yor Yo) = 0) ist) ist eine Extremale eindeutig fest- 
gelegt; durch einen Punkt (a, y)) geht eine einparametrige Schar 
von Exiremalen. Zwei hinreichend nahe Punkte (2, y,), (2) Ye) 
kijnnen i, a. durch eine Extremale verbunden werden; tiber das 
in die Theorie der Differentialgleichungen gehérige ,,Randwert- 
problem“, ob zwei vorgegebene Punkte durch eine Extremale ver- 
bunden werden kénnen, vgl. auch § 4. 


Sei y = y(«) eine die beiden gegebenen Punkte verbindende 
Extremale; wir setzen: 


(9) fyy(®, ¥(@), y'@)) = P(a); fyy (% ¥@), y'(@)) = Q(2); 
fyy (2 y(@), y'@) = R(z). 
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Die zweite Variation liBt sich in die Form bringen: 


(10) oJ = Svnae, 

wo: 

(11) vy) = @P— Q) n= Raf — Ry. 
Setzen wir 

(12) w(u) =0, 


so erhalten wir eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung 
fiir w, die sogenannte Jacobische Differentialgleichung (OC. G. J. 
Jacobi, J. f. Math. 17, 68 (1837); abgedruckt in Ostwalds 
Klass., Nr. 47). 

Ist das Intervall (&,,§) (x, <& <§& <a) so klein ge- 
wahlt, daB es eine Lisung u(a) von (12) gibt, die darin nirgends 
verschwindet, ist ferner die Funktion y4(#) tiberall Null auBer 
in (&,,&), so kann 6°J auf die Form gebracht werden: 


& 
(13) rm fees ae, 
é 


Wegen 6?J >0O (bzw. <0) entnimmt man daraus unter 
Beachtung von (9): Damit die Extremale y = y(x) ein (starkes 
oder schwaches) Minimum (bew. Maximum) von (1) liefere, ist 
notwendig, dap in (x,, £2) die Ungleichung erfiillt ist: 


(14) hea; y(2), y (2) = 0 (bzw. = 0) 


(notwendige Bedingung von Legendre: Mém. Acad. sc. 1786, 
7; tbersetzt von Stickel in Ostwalds Klass. Nr. 47; vgl. 
hierzu auch § 4). 

Wir setzen von nun an die Legendresche Bedingung als 
erfiillt voraus, und zwar in der schirferen Form: 


(15) fyy(% ¥@), y'@)) > 0. 


Der Bogen (a, w,) unserer Extremale besteht dann aus lauter 
reguliren Elementen der Gleichung (8), die Lisung y(«) von (8) 
ist daher im Intervalle (#,, x,) regulir analytisch. Die Gleichung 
(12) hat dann im Intervalle (7,, 2.) keine singulire Stelle. Aus 
(10) leitet man ab die notwendige Bedingung von Jacobi: 
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Damit der Bogen (#4, %) der Extremale y = y(a) ein (starkes 
oder schwaches) Minimum (Maximum) von (1) liefere, ist not- 
wendig, dap die im a, verschwindenden Lésungen der Jacobi- 
schen Gleichung*) (abgeschen von der identisch verschwindenden 
Lésung) keine Nuilstelle im Innern des Integrationsintervalles 
haben (Jacobi, a. a. O.; strenge Beweise von Weierstra8 in 
seinen Vorlesungen, G. Erdmann, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 
23, 367 (1878); L. Scheeffer, Dath. Ann. 25, 550 (1885); 
G. A. Bliss, Am. Bull. 26, 356 (1920)). 

Sei x,'(7,' > 2,) die auf x, zunachst folgende Nullstelle 
der in #, verschwindenden Lisungen von (12) (falls es eine solche 
Nullstelle gibt); der Punkt unserer Extremale, dessen Abszisse 
x, ist, heiBt dann der (auf dieser Extremale) zu x, konjugierte 
Punkt. Dieser Punkt hat folgende geometrische Bedeutung: er 
ist der erste (rechts von a, liegende) Punkt, in dem die Hinhiil- 
lende der durch den Punkt (z,, y,) unserer Extremale hindurch- 
gehenden einparametrigen Extremalenschar unsere Extremale 
heriihrt. 


Sei y= y(a, a, 8) die zweiparametrige Schar der Extre- 


malen unseres Variationsproblemes; die Extremale y = y(z) 
werde daraus erhalten fiir «=o , B =). Dann geniigen”) 


(16) Uy (©) = Yq (%, oo Bo); My (x) = Y3(@, a), Bo) 


der Jacobischen Gleichung; und zwar sind diese beiden Lé- 
sungen von (12) bei geeigneter Wahl von @ und 8 linear unab- 
hangig. Der Ausdruck 


D(x, @;) a 
Ya (@, 19, Bo)Ya(#s a Bo) — Ya("1» o> Bo) Y3(, &%), Bo) 


ist dann eine im Punkte x, (aber nicht identisch) verschwin- 
dende Lisung von (12), so daB die eben angefiihrte notwendige 
Bedingung die Form erhilt: 


Damit der Bogen (a,, %) der Extremale y = y(x) ein 
(starkes oder schwaches) Minimum (Maximum) von (1) liefere, 
ist notwendig, dag der Ausdruck (17) fir x,< “<2, nicht 
verschwindet. 


(17) 


1) Diese Lisungen unterscheiden sich nur durch einen konstan- 
ten Faktor. 


2) Die Suffixe « und # bedeuten partielle Differentiationen. 
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Wir setzen von nun an die Jacobische Bedingung als 
erfiillt voraus, und zwar in der schirferen Form, da auch 
D(a, %,) + 0 ist. Der Bogen (a,, #,) unserer Extremale ent- 
halt dann den zu seinem Anfangspunkt x, konjugierten Punkt 
nicht. 


Sei y= y(a, a) eine einparametrige Schar von Extre- 
malen, und durch jeden Punkt eines abgeschlossenen Bereiches 
© der (a, y)-Ebene gehe eine und nur eine Extremale dieser 
Schar hindurch. Mit p(x, y) werde der Wert, den der Rich- 
. tungskoeffizient y,(z, @) der durch den Punkt (2, y) von © 
hindurchgehenden Extremale der Schar in diesem Punkte hat, 
bezeichnet. Die Funktion p(x, y) wird im Gebiete © i. a. re- 
gular analytisch sein. Wir sagen dann: die Extremalenschar 
y = y(a, a) bildet im Gebiete © ein Feld. Die Funktion p(a, y) 
heiBt die Gefdllsfunktion dieses Feldes. 

Enthdlt der Bogen (a,, “2) der Extremale y = y(a) den zu 
seinem Anfangspunkt konjugierten Punkt nicht, so gibt es eine 
Extremalenschar y = y(x, a), welche (etwa fiir a = ay) die 
Extremale y = y(a) enthilt wnd in einer geeigneten Nachbar- 
schaft @ dieses Bogens ein Feld bildet, Man erhilt eine solche 
Extremalenschar etwa auf folgende Weise: (2%, Y) (® < 2) 
sei ein gentigend nahe an (a,, y,) liegender Punkt unserer Ex- 
tremale, A eine hinlinglich kleine positive Konstante, y = y(z, a) 
die durch den Punkt (a, yo) hindurchgehende einparametrige 
Extremalenschar. Die der Ungleichung |a — a,|< A geniigen- 
den Extremalen dieser Schar bilden das gesuchte Feld. 

Allgemein: Enthalt die Extremalenschar y = y(a, a) fiir 
a@ =, die Extremale y = y(x) und ist y,(a, a) +0 im Inter- 
valle (2, 2), so gibt es zwei positive Zahlen @ und A, so daf 
die der Ungleichung |a@ — a,|< A geniigenden Extremalen der 
Schar in der Nachbarschaft @ des Bogens (z,,x,) der Extremale 
y = y(a) ein Feld bilden. 


Damit die reguldr analytische Funktion p(x, y) Gefdills- 
funktion eines Feldes von Extremalen sei, ist notwendig und hin- 
reichend, daB sie der partiellen Differentialgleichung geniigt: 
f,(@) Yr P) — fya(@s Ys B) — by y(@s Ys B)P 

ce by & Y, Pp) (p, a P Py) ha 0) + 


(18) 


(Beltramische Differentialgleichung, E. Beltrami, Rend. Lomb. 
(2) 1, 708 (1868); Opere 1, 366). 
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a 
~ fy (©, y, P(e, Y¥)) = 
(18a), at 
jy lf @ yp 9) —P(@ 9) fy(@, 9 Pe, #)) 


folgt daraus unmittelbar: Ist die Funktion p(a, y) Gefallsfunk- 
tion eines Extremalenfeldes, so ist der Ausdruck: 


[f(2, y, pia, y)) —v(a, fy (a, y, P@, y))\dz 
+ fy (@, ¥, P@, y))dy 


ein vollstdndiges Differential, und somit das Integral: 


(19) 


(20) fife, y,p@,y) + —p@,y)fy(@, y, v@, yaa 


vom Wege umabhingig. (Hilbertscher Unabhdngigkeitssatz ; 
D. Hilbert, Gétt. Nachr. 1900, 291; C. R. du deuxiéme congr. 
intern. des math. Paris 1900, 106.) 

Wir bezeichnen das Integral (20) als Feldintegral, im 
Gegensatze dazu das Integral (1) als Grundintegral. Das Feld- 
integral, erstreckt von einem beliebigen Punkte (x, yy) des Feldes 
bis zum variablen Punkt (a, y), liefert eine im ganzen Felde de- 
finierte Funktion von («, y), die wir mit U(x, y) bezeichnen und 
die in jedem Punkte des Feldes regulir analytisch ist; es ist 
die Funktion, deren Differential (19) ist. Die Kurvenschar 


(21) U(a, y) = const. 


bezeichnet man als die T’ransversalen des Feldes. Sie gentigen 
der Differentialgleichung 1. Ordnung. 


[f(@, y, p(w, y)) — v(@, y) f(a, y, p@, y))|dx 
=f fy (2, Y, pa, y))dy =. 


Sei (a, y) der Schnittpunkt einer beliebigen Extremalen 
mit irgendeiner Kurve C, sei y’ der Richtungskoeffizient der 
Extremale, dy : da die Fortschreitungsrichtung auf C im Punkte 
(x, y). Besteht dann die Gleichung: 


(23) [fen —yfy@,y, yx)\de + f,(@,9, y')dy = 0, 


(22) 


so sagt man: die Kurve C schneidet die Extremale transversal. 
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Die Transversalen des Feldes schneiden demnach in jedem ihrer 
Punkte die durch diesen Punkt hindurchgehende Extremale des 
Feldes transversal. 

Es gelten die Siitze: Das Feldintegral erstreckt tiber eine 
Transversale des Feldes ist Null. Das Feldintegral erstreckt 
uber eme Extremale des Feldes ist gleich dem Grundintegral. 

Zwei von denselben Transversalen begrenzte Extremalenbigen 
des Feldes erteilen dem Grundintegrale denselben Wert (Satz 
von Kneser, Lehrb. der Var. § 15). 

Sei y= y(x) der die beiden Punkte (a,, y,), (%—, Yp) ver- 
bindende Extremalenbogen des Feldes; er erteile dem Integrale 
(1) den Wert J; y= (x) sei eine andere dieselben beiden 
Punkte verbindende Kurve, die ganz innerhalb des Feldes ver- 
bleibt, sie erteile dem Integrale (1) den Wert J. Damn ist 
(wie aus dem Unabhingigkeitssatze leicht folgt): 


(24) J—J=fE(e, ¥@), (2,9 @), ¥@)) dz, 
wo: 


(25) 


E(a, y, y; 7) ae 
f(z, Y,; 7) — f (2, Y, y) a ¥ —y)t,(, Y, y) 


gesetat ist. (Satz von Weterstrap; zuerst bewiesen in Vor- 
lesungen 1879). 

An die #-Funktion kniipft sich die notwendige Bedingung 
von Weierstra8: Damit der Bogen (a,, %) der Extremale 
y = y(a) ein starkes Minimum (bzw. Maximum) von (1) liefere, 
ist notwendig, dap fiir x,<a"2 <a, wnd alle endlichen Werte 
von y¥ die Ungleichung besteht: 


(26) E(x, y@), ¥'@), 7) =O (baw. <0). 


Vgl. hierzu auch § 4. 

Die E-Funktion (25) verschwindet stets fiir y’ = y'; ver- 
schwindet sie fiir keinen anderen Wert von y’, so sagen wir, 
sie verschwinde nur im ordentlicher Weise. ; 

Es enthalte ein die Punkte (2,, y,) und (#, y,) verbindender 
regulirer Bogen der Extremale y= y(#) den zu seinem An- 
fangspunkt konjugierten Punkt nicht und sei p(a, y) die Ge- 
fillsfunktion eines diesen Bogen enthaltenden, seine Nachbar- 
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schaft 9 einfach tberdeckenden Extremalenfeldes; dann folgt aus 
(24): ist fiir jeden Punkt (a, y) (4 Ses at) dieser Nachbarschaft 
und jeden endlichen Wert von 7: 


(27) E(a2, y, p(z, y), 7) =O (bzw. < 0) 


und verschwindet die E-Funktion daselbst nur m ordentlicher 
Weise, so liefert unser Extremalenbogen ein starkes Minimum 
(bzw. Maximum) von (1) gegeniiber allen im seiner Nachbar- 
schaft 0 liegenden, die Punkte (”,, y,) und (#2, Ya) verbindenden 
Bogen von Vergleichskurven. (Hinreichende Bedingung von 
Weierstrap.) 

Auch wenn man, was fiir die Anwendungen bequemer ist, 
statt der Ungleichung (27) voraussetzt, es sei: 


(27a) E(e,y,y,7)>0 (baw. <0) 
fiir alle bei hinlanglich kleinem positiven + den Ungleichungen 
m% Sram, |\y—ya)|<r, |\y¥-y@|<7 x+y 


gentigenden Wertsysteme x, y, y’, 7’, so liefert der Extremalenbogen 
ein starkes Minimum (bzw. Maximum). Hingegen braucht, wenn 
man nur: 


(27) E(e, y(2),¥'(@),7)>0 (baw. <0) 


fir 2,<*%< a, und alle y+ y'(x) voraussetzt, ein starkes Ex- 
tremum nicht stattzufinden (0. Bolza, Am. Bull. (2) 9, 9 (1903)); 
wohl aber laft sich dann noch Folgendes behaupten: Zu jedem 
noch so grofen R gehért ein positives 9, so daB der Extre- 
malenbogen y = y(a) ein Minimum (bzw. Maximum) liefert 
gegentiber allen in seiner Nachbarschaft @ verbleibenden Ver- 
gleichskurven y = y(a), fiir die | y’(”)| < R ist. — Bolza hat 
auch fiir den Fall, da8 nur (27b), nicht aber (27a) oder (27) 
erfiillt ist, eine weitere notwendige Bedingung hergeleitet: Am. 
Trans. 7, 314 (1906); vgl. hieriiber auch H. Hahn, Monatsh. 
20, 279 (1909); A. Rosenblatt, Arch. Math. Phys. (3) 15, 
284 (1909); Math. Ann. 68, 552 (1909). Hierher gehdren auch 
die Untersuchungen von A. Hammerstein, Math. Ann, 87, 229 
(1922). 

Seien die oben angefiihrten hinreichenden Bedingungen er- 
fiillt; bezeichnen wir mit J den Wert, den der Extremalenbogen 
dem Integrale erteilt, mit J den Wert, den ein ganz in der 
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(hinlinglich kleinen) Umgebung 0 des Extremalenbogens ver- 
bleibender, dieselben Endpunkte verbindender Vergleichskurven- 
bogen dem Integrale erteilt, so gilt also: J—J>0O. Dieses 
Resultat wird verschirft durch den Satz von Osgood (Am. Trans. 
2, 273 (1901); vgl. auch H. Hahn, Monatsh. 17, 63 (1906)). Zu 
jedem positiven e'< @ gibt es ein positives 6, so daf fiir jeden (die- 
selben Endpunkte verbindenden) Vergleichskurvenbogen, der ganz 
im der Nachbarschaft 9, aber nicht ganz in der Nachbarschaft 9 


des Extremalenbogens verbleibt, die Ungleichung gilt: J —J > «. 
Es gilt die Formel: 


(28) Ey”, /)= Cen! fyy ayy toy —y)) 0<8<1; 


die Ungleichungen (26) und (27) (oder (27a)) sind daher sicher 
erfiillt und die H-Funktion verschwindet nur in ordentlicher 
Weise in allen Punkten (x, y) wo fiir alle 7: 


(29) fyy(@s 9s ¥) > 0 (baw. < 0) 


Aus (28) zusammen mit (24) folgt: Hin Extremalenbogen, 
der den zu seinem Anfangspunkt konjugierten Punkt nicht ent- 
halt und auf dem die Legendresche Bedingung in der Form 
(15) erfillt ist, liefert stets wenigstens ein schwaches Minimum 
(bzw. Maximum) von (1). (Dieses Resultat kann auch aus der 
Theorie der zweiten Variation abgeleitet werden.) 

Uber Extremalenbigen, die den zum Anfangspunkt kon- 
jugierten Punkt zwar nicht im Innern, wohl aber als End- 
punkt enthalten und iiber die die obigen Sitze nichts aussagen 
(solche Bégen liefern im allgemeinen kein Minimum oder Maxi- 
mum), vgl. A. Kneser, Math. Ann. 50, 27 (1898); W. F. Os- 
good, Am. Trans. 2, 166 (1901); J. W. Lindeberg, Math. 
Ann. 59, 321 (1904); H. Hahn, Wien. Ber. 118, 99 (1909); 
L. Lichtenstein, Gétt. Nachr. 1919, 161. 


§ 2. Das einfachste Problem in Parameterdarstellung. 


In § 1 wurden nur Kurven in Betracht gezogen, die sich 
in der Form y = y(a) darstellen lassen. Will man auch Kurven 
in Betracht ziehen, deren Ordinate nicht eindeutige Funktion 
der Abszisse ist, so betrachtet man die Kurven in Parameter- 
darstellung: « = a(t), y= y(t). Wir werden nur von Kurven 
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sprechen, deren Koordinaten sich als eindeutige, zweimal stetig 
differenzierbare Funktionen eines Parameters darstellen lassen, 
auf denen niemals a(t) und y’(t) gleichzeitig verschwinden und 
die keine mehrfachen Punkte besitzen. Bedeutet (a, y,) den 
Anfangspunkt, (%», yg) den Endpunkt eines solchen Kurven- 
bogens, so werden wir fiir ¢ nur solche Parameter zulassen, die 
fortwihrend wachsen, wenn der Punkt (x, y) den Kurvenbogen 
vom Anfangs- zum Endpunkt durchliuft. An Stelle des Inte- 
grales (1) tritt ein Integral der Form: 


(30) SF@y; @, y)at, 
wo: ; 
f(z, y,%) a = F(a, y; 2, y’/) 


gesetzt ist.1) In dieser Form wurde das Problem zuerst von 
WeierstraB in seinen Vorlesungen behandelt. Wir setzen im 
folgenden voraus, F sei regular analytisch fiir alle Punkte (2, y) 
eines Bereiches §, und alle Wertepaare (2’, y’), auBer etwa 
fone =—y ==, 

Damit der Wert, den ein Kurvenbogen dem Integrale (30) 
erteilt, unabhingig sei von der Wahl des zur Darstellung dieses 
Kurvenbogens verwendeten Parameters #, ist notwendig und hin- 
reichend, daB die Funktion F(a, y; x’, y’) positiv-homogen von 
1. Ordnung sei in den Veranderlichen 2’, y’, d. h. daB fir alle 
positiven Werte von k die Gleichung besteht: 


(31) F(a, y; ka’, ky’) = kF (a, y; 2, y'). 
Wir setzen im folgenden stets voraus, F’ gentige dieser Be- 
dingung 
Aus (31) folgen (fiir k > 0) die Identitiaten: 
32) F(a, y; ka’, hy’) = FL (a, y; 2, y') 
s F,,(@, ¥y; ke, ky’) =e F, (2, ¥Y; a’, y); 
(33) «F(a, 93 2, Y) +o F(a, 9; vy) =F, y; 7,9), 
Fay (a; Y3 a, y) : Fy y (a, ¥; a, y) : Fy y(, Y5 £ y) 


“34 
) =y4:—agy sa 


N 


1) Man beachte, daB hier y’ eine andere Bedeutung hat, als in 


»_ dy : SB ay . 
§ 1, woy = da We wiabrend hier y gee gesetzt ist. 
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Aus (34) folgt die Existenz einer (auBer etwa fiir 2’ =y’=0) re- 
guléren Funktion F(x, y; a’, y’), die den Gleichungen geniigt: 


(35) Fyy=y°F,, F,y=—eyF, Fy, —2F,. 

Die Definition der Begriffe Minimum (Maximum) ist ganz 
analog der in § 1 gegebenen; nur daB hier alle in der Form 
x = x(t), y= y(t) darstellbaren Kurven zum Vergleiche heran- 
gezogen werden. Bei der Definition des schwachen Extremums 
ist dabei zu beachten, daB die positiv gerichteten (d. h. im Sinne 
wachsenden Parameters ¢ gezogenen) Tangenten in Betracht zu 
ziehen sind. 

Auf der Kurve x = a(t), y = y(é) entspreche dem Anfangs- 
punkt (#,, y,) der Parameterwert ¢,, dem Endpunkt (a,, y,) der 
Parameterwert #. Beniitzt man statt der Schar (2), die Schar 


(36) a=—ax(t)+e&%), y=y()+en(), 


§(t) =F § (t,) ro n (ty a 7 (te) Ue 


und definiert OJ, 0?J usw. wieder durch (3), so erhilt man 
ebenso wie in § 1: fiir das Hintreten eines Minimums (bzw. 
Maximums) ist notwendig: 


dd = 0, 0° > 0 (bzw. <0), 
wobei: 


ty 
és =f (F(a, 93 2, y E+ Fy (@, 93 2, y')8’ 
4 


+ F(a, 93 2, y9)F + Fy @, ¥3 2, y)n'Jde. 


ty 
Cs =| [Fook + 2F 80 + F,,0 
th 
+ 2F,,g8 + 28 ay + 2Fyéy + 2F,,8 9 
ei ee ote 2F ys 4 oP Fy yn?) dt. 


Aus 0J =O leitet man ab: Damit die Kurve «= -2x(t), 
y = y(t) ein (starkes oder schwaches) Minimum (Maximum) von 
(30) liefere, ist notwendig, dap sie den beiden Gleichungen geniigt: 


(38) 


(F,(20,y0;2'O,y' 0) —5 F, (a0, yO; 2’ 0,9’) =0 
(39) . 
F, (2, 9032’ 0,40) — $F (@ (0,903 20,90) = 0. 
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Eine diesen beiden Gleichungen gentigende Kurve wird 
wieder als Extremale bezeichnet. Diese beiden Gleichungen sind 
nicht voneinander unabhingig: es besteht die Relation: 


‘fa d 1a d 
(40) d(F,- ZF.) +9 (B-# bP ti 
Setzt man: 
(41) Tite, Y; x, y ; a’, y’) is ee es. By + Ei (ay” — ay’), 
so ist: 


d , d , 
(42) F,—77F,-yT; F,—- FF, =—2T. 


Sei r= ax(t), y=y(t) eine seth in den folgenden 
Formeln ist durchweg fir 2, «, “'; y, y,y” eingesetzt zu 
denken: a(t), «'(t), x” (d); y(t), y (8), yf 10) Wir setzen: 
es | L=F,,—yy"F.; N=F,,—«2'F,, 
M=F,,+0'y'F=F ty o'F,. 


vr aL If SF dM 
ee A i Gell ae Me Fy ees 
(44) aa 
= 12 
No ae be rg 
Dann ist: 
(45) In: Ms Np =? i ey 3x? 


und man kann setzen: 
(46) L,=y'F,, 4,=— oY Foy Nene 


wo F, eine in jedem Punkte unseres Extremalenbogens regulire 
Funktion von ¢ bedeutet. 


Setzt man weiter: 
w=yé—2'n, 
so tritt an Stelle von (10): 


to 


(47) eT rf Fyw —Se w' — Fw") wat 
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und an Stelle der Jacobischen Gleichung: 


(48) Fyu — u — Fu" =0. 

Die angegebene Transformation der zweiten Variation stammt 
von WeierstraB. Vgl. auch A. Dresden, Ann. of Math. (2) 
15, 78 (1913). 

Ist das Intervall (r,, 7) (4, <1, <1, <4.) so klein gewahlt, 
daB es eine Lisung w(t) von (48) gibt, die darin nirgends 
verschwindet, sind ferner &, 7 so gewihlt, daB w =O auBer- 
halb (z,,.7,), sovist: 


g ww — ww? 
(49) erm | 7, ( aM) iat. 


Als Analogon der Legendreschen Bedingung erhalt man daraus: 
Damit der Bogen (t,, t,) der Extremale x = x(t), y=y(t) 
ein (starkes oder schwaches) Minimum (bzw. Maximum) von (30) 
liefere, ist notwendig, daB fiir t, <t<t, die Ungleichung besteht : 


(50) -F,(«@, ¥@; #, yO) > 0 (bzw. <0). 


Wir setzen diese Bedingung als in der schirferen Form 
erfillt voraus: 


(51) F,(a®, yO; #@, yO) >O0 (baw. < 0). 


Ein Extremalenbogen, auf dem (51) gilt, heiBt regular. 
Wir sprechen im folgenden nur von reguliren Extremalenbégen. 
Fiir sie gilt die Jacobische Bedingung: 

Damit der Bogen (t,, t,) der Extremale x = x(t), y = y(t) 
ein (starkes oder schwaches) Minimum (Maximum) von (30) 
liefere, ist notwendig, dap die in t, verschwindenden Lésungen 
von (48) (abgesehen von der identisch verschwindenden) im Innern 
des Intervalles (t,, t,) keine zweite Nullstelle besitzen. Die Defi- 
nition der konjugierten Punkte lautet analog wie in § 1. 

Ist w= x(t, a, 6B), y= y(t, a, B) die zweiparametrige Ex- 
tremalenschar unseres Problemes, aus der die Extremale x = x(t), 
y = y(t) fir « =e, B = By erhalten werde, so sind die beiden 


Ausdriicke: 

a, (t, & Bo) 44 (ty &%s Bo) 
a(t, o&, Bo) Yalts %» Bo) 
a, (t, &%, Bo) Y(t, %s Bo) 
a(t, %, Bo) Yg(t &%, Bo) 


Pascal, Repertorium. I. 2. 2. Aufl. 41 


a, (¢) 7a 


’ 


(52) 
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zwei bei geeigneter Wahl der Integrationskonstanten «, 6 linear 
unabhiingige Liésungen von (48). Die obige Bedingung kann 
daher, wenn noch: 


(53) 9 (4) 10 a 9, (t,) 92(t) “a Ott, t;) 


gesetzt wird, in der Form ausgesprochen werden: 

Damit der Bogen (t,,t,) unserer Extremale ein Minimum 
(Maximum) von (30) liefere, ist notwendig, daB fiir tp; <<t<t, 
die Ungleichung besteht: 


(54) @(t, t:) +0. 


Wir setzen im folgenden diese Ungleichung auch noch fiir ‘=, 
als erfillt voraus. 

Die Definition eines Feldes von Extremalen bleibt die gleiche 
wie in § 1, nur daB an Stelle der einen Gefallsfunktion zwei 
Richtungsfunktionen treten: p(x, y), g(x, y), deren erste den 
Kosinus, deren zweite den Sinus des Winkels bedeutet, den die 
durch den Punkt (a, y) des Feldes gehende Extremale (positiv 
gerechnet im Sinne wachsender Werte des Parameters ¢) mit 
der positiven x-Achse einschlieBt. Auch hier lat sich jeder 
Extremalenbogen, der den zu seinem Anfangspunkt konjugierten 
Punkt nicht enthalt, mit einem Felde umgeben. 

Ist x= a(t, a), y=y(t, a) eine einparametrige Extremalen- 
schar, die fiir @ = a) die Extremale « = x(t), y=y(t) ent- 
halt, und besteht die Ungleichung ~ 


(55) Y(t, Ay) q(t, ay)— a, (t, ay) ¥g(t, a) + 0, 


im ganzen Intervalle (t,, f), so bilden die der Ungleichung 
|a —a)| <A gentigenden Extremalen der Schar in der Nach- 
barschaft @ des Bogens (t,, f2) unserer Extremale ein Feld, wenn 
A und o geniigend klein gewahlt sind. 

Der Unabhingigkeitssatz lautet hier: Sind p(a, y), q(a, y) 
die Richtungsfunktionen eines Feldes, so ist innerhalb dieses Feldes 
das Integral: 

(56) af (ate, Ys PY), aa, y))x 
+ F(x, y; p@, 9), aa, y))y'Jat 


vom Wege unadhdngig. Die Differentialgleichung der Trans- 
versalen des Feldes lautet: 


§ 2. Das einfachste Problem in Parameterdarstellung. 643 


F(z, y; p(w, 9), aa, y)) da 
+ F(a, y; p@, y), aa, y))dy =0. 


(57) 


Die Bedingung des transversalen Schneidens einer Extre- 
male und einer Karve C im Punkte (a, y) lautet hier: 


(58) F,(@, 9; v, y)da + F(z, y; #, y)dy =0, 


wo y:x, die Fortschreitungsrichtung auf der Extremalen, 
dy:dzaz die auf C bedeutet. 

Sei J der Wert, den der die beiden Punkte (#,,y,) und 
(2, Y2) verbindende Extremalenbogen des Feldes dem Integrale 
(30) erteilt; «= a(t), y = y(r) sei eine Vergleichskurve, deren 
Bogen (t,, t,) dieselben beiden Punkte verbindet und gleich- 
falls ganz innerhalb des Feldes verbleibt; dieser Bogen erteile 
dem Integrale (30) den Wert J. Dann ist: 


J—J= 
(59) Piaf ne : Peis 
JEG, IM; PE, IO), FE@), IM); BO, F@) ar, 
wo: ? > - 
Ee, 93 #1, 952,97) = 
Fe, 9; £59) — Fi (2,932, Y)e — Fy, 934,99 
(60) = (FL, 9; #, 9) — Fete, y; #, 9) 


He UAE Gs Used eo) al Oa ds h y.9)) 
Ist k> 0, k> 0, 80 ist: 
(61) Ela, y; ka’, hy’; ka’, ky) = kE(a, y; 2, y; @, 7). 


Die E-Funktion verschwindet wegen (33) fir 2 = ka’, 
y =ky' (k> 0). Verschwindet sie fiir keine anderen Werte- 
paare (z’,y’) (abgesehen etwa vom Wertepaare (0, 0)), so sagt man, 
sie verschwindet nur im ordentlicher Weise. 

Damit der Bogen (t,, t,) der Extremale x = x(t), y= y(t) 
ein starkes Minimum (bzw. Maximum) von (33) liefere, ist not- 
wendig, dab im Intervalle (é,, t,) ftir alle Wertepaare (z’, ¥’) 
(abgesehen etwa vom Wertepaare (0, 0)) die Ungleichung besteht: 


(62) E(a, yO; #0, yO; 2, 7) 20 (baw. < 0). 
aA 
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Daraus folgt: Ist F(a, y; 2’, y’) eine rationale Funktion 
yon 2 und 4’, so tritt niemals ein Minimum (Maximum) ein. 

Verschwindet die E-Funktion (62) nur im ordentlicher 
Weise und enthdlt der genannte Extremalenbogen den zu seinem 
Anfangspunkt konjugierten Punkt nicht, so liefert er ein starkes 
Minimum (bzw. Maximum). 

Auch hier gilt der Satz von Osgood; vgl. auBer der in 
§ 1 genannten Literatur: H. Hahn, Monatsh. 24, 27 (1918). 


Es gilt, wenn 9 und 9 so gewahit sind, daB 
—n<e—O<n 
ist, die Formel: 


(68) 


E(a, y; cos, sin@; cos, sin 9) 
= (1 — cos e— 9)) F(x, y; cos #*, sin 9*), 


wo * zwischen @ und © liegt. Aus (61) und (63) folgt, daB 
wenn fir alle (z’, 7’) (abgesehen etwa vom Wertepaare (0, 0)) 
der Ausdruck: 


(64) F, (2, y; #, y/) 


von Null verschieden ist, die H-Funktion das Zeichen von (64) 
hat und nur in ordentlicher Weise verschwindet. Man vgl. die 
geometrische Deutung dieses Satzes an der von G. Hamel, 
(Gott. Diss. 1901, 52) eingeftthrten Indikatrix: C. Carathéo- 
dory, Math. Ann. 62, 456 (1906). Uber die Indikatrix s. auch 
W. Blaschke, Arch. Math. Phys. (3) 20, 28 (1913). 

Enthdlt der Bogen (t,, t) der Extremale x=a(t), y=y/(t) 
den zu seinem Anfangspunkt konjugierten Punkt nicht und gilt 
im Intervalle (t,, t) die Ungleichung (51), so liefert dieser Bogen 
wenigstens ein schwaches Minimum (bzw. Maximum) von (30). 


§ 3. Variable Endpunkte. Geschlossene Kurven. 
Diskontinuierliche Lésungen. 


Wir kehren zuriick zu dem in § 1 betrachteten Integrale: 
ai f(a, y, y') dx. Wie dort bilden wir die Schar der Kurven (2); 
doch verlangen wir nicht mehr, daB sie alle durch die Punkte 
(2, %1)s (2a) Y2) hindurchgehen. Auf jeder Kurve dieser Schar denken 
wir uns einen Bogen gegeben, dessen Anfangs- und Endpunkt 
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die Abszisse 2,(¢), a(¢) haben mégen. Die Ordinaten dieser 
beiden Punkte sind dann gegeben durch: 


cr (e) = y (a, ()) a en(a, (@)); Y3 (e) = y (a9(8)) + én (2q(¢)). 
Durch 
a=a(2),y¥=%(e)3 = aQ(2), y=4,(e) 


sind dann zwei Kurven gegeben: die Kurve der Anfangspunkte 
und die Kurve der Endpunkte. Wir setzen noch: 
ay’(0) = 0x, 4'(0) = 9Y,5 (0) = Day, Yy (0) = dy. 

Bezeichnen wir auch hier mit J(e) den Wert, den der Bogen 
x,(€) <x < ae(e) der Kurve y = y(a) + en(a) dem Integrale (1) 
erteilt und definieren die erste Variation wieder durch (3), so 
erhalten wir an Stelle von (6) (wenn mit 2,, y,, y, und 
2g) Yo) Yo kurz die Linienelemente im Anfangs- und Endpunkte 
des betrachteten Bogens von y = y(a) bezeichnet werden): 


OT = (f (a5 Yar Yo) — Yo fy (Loy Yor Yq )) OX + fy (ay Yor Ya) 9Ye 
— (Fp Ip 41) — a fy (2) Ys 4) 9% — ty (245 Yas 41. )OM 
(6 5) To 
, d , 
“iz (f, (, y(@), y(@)) — Fo fy(@ yY@s ¥ @))) y(a)da. 
ao | 
Handelt es sich um ein Integral in Parameterdarstellung 
(§ 2), so findet man an Stelle von (37) bei analoger Bezeich- 
nungsweise: 
OT = Fy (225 Yo} Xp y Yo )O%: + rs (2) Yo} a's Ya )OYs 
— Pola, 415 85% O08, — F,,(%, Ya3 F's Wx OY, 


to 
+f (edn) s+ (fm) a] or 
4 


Wir behandeln nun das Problem: Unter allen eine gegebene 
Kurve C, mit einem gegebenen Punkte (#,, y,) verbindenden 
Kurvenbégen diejenigen aufzufinden, welche ein Integral der 
Form (1) oder (30) zu einem Minimum (Maximum) machen.’) 


(66) 


1) Ein ganz analog zu behandelndes Problem entsteht, wenn der 
Anfangspunkt (7,, y,) fest gegeben und der Endpunkt auf einer 
Kurve C, variabel ist. 
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Aus der auch hier notwendigen Bedingung 6J = 0 ergibt 
sich: Hin dieses Problem lisender Kurvenbogen mu ein Extremalen- 
bogen sein, der in seinem Anfangspunkte von der Kurve C, trans- 
versal geschnitten wird (vgl. Gleichung (23) und (58)). 

Die notwendigen Bedingungen von Legendre und Weier- 
straB gelten hier ebenso wie in §$1, 2. Hingegen tritt*) in 
der notwendigen Bedingung von Jacobi an Stelle des zum An- 
fangspunkt konjugierten Punktes der (rechtsseitige) Brennpunkt 
der Kurve C,, d. i. der erste auf der betrachteten Extremale 
dem Anfangspunkte folgende Punkt, in dem die Einhiillende der 
von C, transversal geschnittenen Extremalenschar unsere Ex- 
tremale bertihrt. Dieser Brennpunkt liegt zwischen dem Anfangs- 
punkt und dem zu ihm konjugierten Punkte unseres Extremalen- 
bogens (wenn ein solcher vorhanden ist), und wandert stetig vom 
Anfangspunkt bis zum konjugierten Punkt (oder umgekehrt), 
wenn die Kriimmung von C, im Anfangspunkte unseres Ex- 
tremalenbogens stetig von — oo bis +o variiert. Ndaheres 
hiertber G. A. Bliss, Am. Trans. 3, 132 (1902); A. Dresden, 
Am. Trans. 9, 474 (1908). 

Ein von ©, transversal geschnittener Extremalenbogen, der 
den Brennpunkt von C, nicht enthalt, kann mit einem Felde 
umgeben werden, dessen Extremalen simtlich von C, transversal 
geschnitten werden. Daraus folgt, daf ein solcher Extremalen- 
bogen, wenn die hinreichende Bedingung von WeierstraB (§§ 1, 2) 
erfillt ist, ein starkes, wenn die Legendresche Bedingung in der 
schirferen Form (29) bzw. (51) erfiillt ist, wenigstens ein schwa- 
ches Minimum (Maximum) unseres Variationsproblemes liefert. 

Nunmehr behandeln wir das Problem: Unter allen eine ge- 
gebene Kurve C, mit einer gegebenen Kurve C, verbindenden 
Kurvenbégen diejenigen aufzufinden, welche ein Integral der 
Form (1) oder (30) zu einem Minimum (Maximum) machen. 

Ein dieses Problem lésender Kurvenbogen muB ein Extre- 
malenbogen sein, der in seinem Anfangspunkte von der Kurve C,, 
in seem Endpunkte von der Kurve C, transversal geschnitten wird. 

Die notwendige Bedingung von Jacobi verlangt hier, da 
der betrachtete Extremalenbogen weder den rechtsseitigen Brenn- 
punkt von C,, noch den linksseitigen®) von C, im Innern ent- 


1) Im folgenden ist von gewissen Ausnahmefillen, insbesondere 
dem Falle, daB die Transversalitit in Beriibrung ausartet, abzusehen. 

2) D. i, der erste auf der Extremale dem Endpunkte vorher- 
gehende Punkt, in dem die Einhiillende der von Q, transversal ge- 
schnittenen Extremalenschar unsere Extremale bertihrt. 
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halten darf. Dazu kommt hier noch die notwendige Bedingung 
von Bliss (Math. Ann. 58, 70 (1904)): Der rechtsseitige Brenn- 
punkt von C, darf nicht hen dem Endpunkte unseres Extre- 
malenbogens und dem rechtsseitigen Brennpunkte von C, liegen. 
(Vgl. hierzu auch A. Dresden, Am. Z'rans. ea (1908); 
W. Weinreich, Math. Ann. 76, 376 (1915)). 

Fir Integrate in Parameterdarstellung kann auch folgendes 
Problem gostellt werden: Unter allen geschlossenen Kurven die- 
jenigen zu finden, die das Integral (30) zu einem Minimum 
(Maximum) machen, Hino. solche Kurve mu8 eine geschlossene 
Extremale sein, auf der die notwendigen Gedngaees von 
Legendre und WeierstraB erfillt sind. Hine solche geschlos- 
sene Extremale ist in der Form darstellbar x = x(t), y = y(0), 
wo x(t), y(t) fiir alle ¢ definierte, periodische Funktionen be- 
deuten. Die notwendige Bedingung von Jacobi verlangt hier, 
daB es, wenn {, einen beliebigen Punkt der geschlossenen Ex- 
tremale bedeutet, diberhaupt keinen zu ty konjugierten Punkt gebe 
(H. Poincaré, Méthodes nouvelles de la mécanique céleste 8, 
283). Verschwindet obendrein die E-Funktion nur in ordent- 
licher Weise, so liefert die geschlossene Extremale wirklich ein 
Minimum (Maximum). Niheres hiertiber bei Hadamard, Lec. s. 
1. cal. d. var. 1, 432. (Vgl. auch J. Radon, Hamb. Abh. 1, 
195 (1922)). 

Es war in § 1 nur yon solchen Liésungen des dort be- 
handelten Variationsproblems die Rede, die die Form y = y(«) 
haben, wo y(x) zweimal stetig differenzierbar ist. Bei manchen 
Problemen treten als Lésungen aber auch Kurvenbégen auf, die 
sich aus einer endlichen Anzahl von Bégen der genannten Art 
so zusammensetzen, daB in den Punkten, wo zwei solche Bégen 
zusammenstoBen, zwar die Ordinate y stetig bleibt, ihre erste 
Ableitung y’ aber Spriinge erleidet. Geometrisch gesprochen sind 
dies Kurven mit einer endlichen Anzahl von Ecken (Knick- 
punkten); sie werden als diskontinuierliche Lisungen bezeichnet. 

Es ist klar, daB jedes Stiick einer solchen diskontinuier- 
lichen Lésung, das keinen Knickpunkt enthalt, ein Extremalen- 
bogen sein mu8. Das Verhalten in den Knickpunkten ist ge- 
geben durch folgenden Satz (Erdmannsche Eckenbedingung, 
J. f. Math. 82, 21 (1877)): 

Damit die gebrochene Kurve y = y(a) eine diskontinuierliche 
Lésung unseres Variationsproblemes sei, ist notwendig, dap fiir 
thre beiden im Knickpunkte (2, Yo) zusammenstoBenden Linien- 


elemente (2) Yor Yo) Und (2) Yor Yo) ie Gleichungen bestehen: 
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f(%o; Yoo Yo ) a Yo Fy(%os Yoo Yo ) 
(67) = (Zs Yo Yo ) a? Yo fy (Los Yor Yo) 
-~/7 + , 
fyr(o> Yo. 4) = fy (Zo, Yo: Yo ys 


Dies 1iBt sich auch kurz so aussprechen: es mitissen entlang 
der Kurve y=y(x) die Ausdriicke f(2,y,y')—Y'fy(2,9,Y¥) 
und f(x,y, 9’) stetig bleiben. 

Bei dem in § 2 behandelten Problem in Parameterdar- 
stellung treten an Stelle von (67) die Eckenbedingungen: 


—~s ’ Cee aus 
Eg (tev Goo Yo =e Beh Var tes Go) 
ety a ey, 
Fy (25 Yor Zo. Yo) = Fy (Xs Yor M0» Yo )- 


(68) 


Diskontinuierliche Lésungen wurden zuerst behandelt von 
J. Todhunter, Researches in the calculus of variations, London 
1871. Hine eingenhende Theorie gab C. Carathéodory, Uber 
die diskontinuierlichen Lisungen in der Variationsrechnung, Gott. 
Diss. 1904; Math. Ann. 62, 449 (1906); Ann. di mat. (3) 21, 
1 (1913). Im iibrigen sei auf die Lehrbiicher verwiesen. 
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Durch y = y(a) (a, <#<-2,) ist ein Kurvenbogen definiert; 
die Funktion y(a) mége stetig sein und eine stetige Ableitung 
y (x) besitzen. Jeder solche Kurvenbogen C erteilt dem Integrale 
I f(x,y, y’)da einen bestimmten Wert I (C); dieser Wert ist eine 
Funktion des Kurvenbogens C. 


In analogem Sinne ist auch ein Integral in Pateuitondar 


stellung ine y, x, y)dt Funktion eines Kurvenbogens C; hier 
ziehen wir ftir C alle Kurvenbogen in Betracht, die darstellbar 
sind in der Form «= x(t), y= y(t), tf; <t<t, wo x(t), y() 
stetige, mit stetigen, nicht gleichzeitig verschwindenden ersten 
Ableitungen x(t), y'(#) versehene Funktionen bedeuten. 

Wir nennen die Funktion I(C) des Kurvenbogens C unter- 
halb stetig') auf dem Kurvenbogen Co, wenn es 2U adem 20 
ein @ > 0 gibt, so daB fiir jeden in der Umgebung @ von O, 
verbleibenden Kurvenbogen C, dessen Anfangs- und udpunke 


1) Bei Definition des Begriffes ,,oberhalb stetig“ ist Ungleichung 
(69) zu ersetzen durch: 1(C) < 1G) +e. 
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in der Umgebung @ des Anfangs- bzw. Endpunktes von (4 lie- 
gen, die Ungleichung besteht 


(69). T( Oe KC.) —s. 


Ist die Funktion I(C) unterhalb stetig auf allen Kurvenbdgen 
eines Gebietes, so heift sie unterhalb stetig in diesem Gebiete. 

Das Integral Ai f(x, y, y)dx heiBt positiv-reguldr!) im Punkte 
(29, Yo), wenn fiir alle y’: 


fyry(Zos Yoo y’) = 0 
ist; es heiBt positiv-quasireguldr in (a, Yo), wenn fiir alle y’: 
fyy(2o> Yor ¥') = O 


ist. Das Integral Ti F(x, y, 2, y')dt heiBt positiv-regulir im 
Punkte (a, Y)), wenn fiir alle @ (s. Formel (35)): 


F, (9) Yo) COS H, sin H) > 0, 


und analog ist die Definition des Begriffes ,,positiv-quasiregulir“, 

Ein Integral, das positiv-regulir (quasiregulir) in allen 
Punkten eines Gebietes ist, heiBt positiv-regulir (quasireguliir) 
in diesem Gebiete. 

Das Integral af f(~, y, y')dt heiBt positiv-definit, wenn fir 
alle Linienelemente: f(z, y, y’) > 0, es heiBt positiv-semidefinit, 
wenn fiir alle Linienelemente: f(z, y, y’) > 0. Analog sind die 
Definitionen dieser Begriffe fiir ein Integral th F(a, y, 0, y at. 


Damit ein Integral ap f(a, y,y)dx in einem Gebiete eine 
unterhalb-sietige (oberhalb-stetige) Funktion des Kurvenbogens C 
sei, ist notwendig und hinreichend, dap es in diesem Gebiete 
positiv-(negativ-)quasircguldr sei. 

Damit ein Integral fi F(a, y, x, y')dt in einem Gebiete eine 
unterhalb- stetige (oberhalb-stetige) Funktion des Kurvenbogens C 
sei, ist notwendig, daB es in diesem Gebiete positiv-(negativ-)quasi- 
regulir sei; diese Bedingung ist hinreichend, wenn das Integral 
positiv-(negativ-)semidefinit ist; oder auch wenn in keinem Punkte 
F, (2, y, cos ®, sin) fiir alle & verschwindet. 

1) Bei Definition der Begriffe negativ-regular, negativ-quasiregu- 
lar tritt in den folgenden Ungleichungen an Stelle des Zeichens > 
das Zeichen <. 
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Damit das Integral ak f(x,y, y)d« unterhalb-stetig set auf 
dem Bogen «,<" <a, der Kurve y= y(a) ist notwendig, dap 
fiir 2,<2 <a, und alle y' (s. Formel (25)): 


E(, y (x), y' (2), y) = 0; 


und ist hinreichend, daB bei hinldnglich kleinem positiven r fir 
alle Linienelemente, x, y, y’, dic zu einem Linienelemente x9, Yo; Yo. 
des Bogens x, <«“< am der Kurve y= y(ax) in der Beziehung 
stehen |x —a%| <r, |y—al<r, ly —% | <7, und fiir alle 
y + y' die Ungleichung gelte: 


E(z,y, y;, m0. 


Damit das Integral a F(a,y,,y')dt unterhalb-stetig sei 
auf dem Bogen t,<t<t, der Kurve c=a2(t),y=y(0), ist 
notwendig, daB fiir t, <t<t, und alle & (s. Formel (60)): 


E(aQ), yO; 2, yO; cos %, sin &) > 0; 


diese Bedingung ist auch hinreichend, wenn in ihr die E-Funk- 
tion nur m ordentlicher Weise verschwindet. 

Die angefiihrten Sitze stammen von L. Tonelli; sie finden 
sich nebst weitergehenden Resultaten ausfiihrlich dargestellt in 
seinem in § 1 angefiihrten Lehrbuche. Die fiir das Eintreten 
eines Minimums (Maximums) notwendigen Bedingungen von 
Legendre und WeierstraB folgen unmittelbar aus diesen 
Satzen. 


Betrachtet man etwa bei dem in § 1 behandelten einfach- 
sten Probleme der Variationsrechnung!) die Werte I(C), die 
alle mdglichen, die beiden Punkte (2,, y,) und (2, y,) verbin- 
denden (einem gegebenen Bereiche angehérenden) Kurven dem 
Integrale Tk f(«,y, y’)da erteilen, so besitzt die Gesamtheit aller 
dieser Werte eine untere Grenze g. Hat g den Wert — ov, so 
gibt es unter den Werten Z(C) keinen kleinsten; aber auch wenn 
g endlich ist, kénnen wir nicht sicher sein, ob es unter den 
Werten I(C) einen kleinsten gibt, d. h. ob eine Kurve C existiert, 
fiir die I(C) =g ist. Es ist von groBem Interesse, Bedingungen 
aufzustellen, unter denen dies der Fall ist. Gibt es eine Kurve 
C,, fiir die I(C)) = g, so ist fiir alle tibrigen (in Betracht ge- 


1) Analoges gilt fiir andere Probleme der Variationsrechnung. 
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zogenen) Kurven: I(C) > I(C,). Wir sagen von einer solchen 
Kurve: sie macht das Integral 43 f(a, y, y)dx zu einem absoluten 
Minimum unter allen in Betracht gezogenen Kurven. (Im Gegen- 
satze hierzu kann das bisher betrachtete Minimum, wo nur ver- 
langt war, da® C, dem Integral einen kleineren Wert erteile als 
alle hinldnglich benachbarten Kurven C, als relatives Minimum 
bezeichnet werden.) 

Bei hinlinglich weiter Fassung des Kurven- und Integral- 
begriffes gelten folgende Satze: 

Ist in einem abgeschlossenen und beschrdnkten ‘Bereiche das 


Integral J f(, y, y’)dx positiv-quasiregulir und ist fiir hinldng- 
lich groBe |y’|: 
fa 9,9) > (|y' | ** («> 0), 


so gibt es unter allen, zwei gegebene Punkte dieses Bereiches ver- 
bindenden Kurven mindestens eine, die das Integral zw einem ab- 
soluten Minimum macht. 

Ist in emmem abgeschlossenen und beschrdnkten Bereiche das 
Integral if F(a, y, a, y')dt positiv-definit und positiv-quasiregular, 
so gibt es unter allen zwei gegebene Punkte dieses Bereiches verbin- 
denden Kurven mindestens eine, die das Integral zu eimem ab- 
soluten Minimum macht. 

Liegen die zwei gegebenen Punkte hinlinglich nahe und 
zieht man nur solche Kurven in Betracht, die in hinlinglicher 
Nihe dieser beiden Punkte verbleiben, so kann in diesem Satze 
die Voraussetzung, das Integral sei positiv-definit, weggelassen 
werden, wenn nur (2; y, cos #, sin ®) nicht fir alle ® ver- 
schwindet (Existenz des absoluten Minimums im Kleinen). Auch 
die Voraussetzung, das Problem sei quasiregulir, kann dabei 
noch, wie C. Carathéodory gefunden hat (Math. Ann. 62, 449 
(1906); Ann. di Mat. (3) 21, 153 (1913)), durch viel weniger 
weitgehende Voraussetzungen ersetzt werden, wobei dann dis- 
kontinuierliche Lésungen (s 3) eine wesentliche Rolle spielen. 

Die ersten systematischen Uberlegungen iiber Existenz eines 
absoluten Minimums stammen von D. Hilbert (Jahresber. Math.- 
Ver. 8, 184 (1900)). Die oben angefiihrten Existenzsiitze (und 
eine groBe Anzahl anderer) wurden bewiesen von L. Tonelli, 
auf dessen Lehrbuch verwiesen sei. Vgl. auch H. Hahn, Wien. 
Ber. 134, 437 (1925). 

Eine (die erforderlichen Differenzierbarkeitseigenschaften be- 
sitzende) Kurve, die in einem gegebenen Bereiche ein absolutes 
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Extremum liefert, mu8 tiberall dort, wo sie im Inneren des Be- 
reiches verliuft, eine Extremale sein;') dort, wo sie mit dem 
Rande zusammenfillt, gilt dies nicht; sie ist dort nicht frei 
variierbar, sondern nur einseitig variierbar. Uber Variations- 
probleme, bei denen nicht frei variierbare Kurven auftreten 
(Probleme mit Gebietsbeschrinkungen), sei auf die Lehrbiicher 
verwiesen. 

Mit der Frage, unter welchen Umstinden ein Extremalen- 
bogen, der die hinreichenden Bedingungen von $§ 1, 2 erfillt, 
nicht nur ein relatives, sondern auch ein absolutes Extremum 
liefert, hat sich G. Darboux befaBt: Théorie des surfaces 3, 89. 
Vgl. hierzu die Lehrbiicher; ferner E. J. Miles, Am. Trans. 13, 
35 (1912). 


§ 5. Héhere Ableitungen im Integranden. 
Die isoperimetrischen Probleme. 


Ein allgemeineres Problem als das in § 1, 2 behandelte ist 
das folgende: Eine in der Form y = y(a) darstellbare Kurve 
zu finden, die zwei gegebene Punkte (a, y,) und (a, ye) ver- 
bindet, und einem Integrale der Form: 


(70) SFG IY sy OM) dn 


einen kleineren (gréBeren) Wert erteilt als alle hinlinglich be- 
nachbarten, dieselben Punkte verbindenden Kurven y = 9(z), 
die den Bedingungen gentigen: 


Y (4) = W' (By)y 020 YOY) (ay) = 9" (24); 
yf (ay) = 9" (Ha), «+» YC) (ey) = GFO-Y (ag). 


Mit y’,,..,y™, y,..., y™ sind dabei die erste bis n° Ab- 
leitung nach « bezeichnet. 

Damit eine Kurve y= y(a) dieses Problem ldse, ist not- 
wendig, dap sie der Differentialgleichung geniigt: 


d d? a” 
(71) aes Fe or daly CP pins ee Lye dar ly™ Ue 


1) Dadurch steht die Fragestellung nach Existenz eines absolu- 
ten Extremums in Beziehung zu dem in § 1 genannten ,,Randwert- 
probleme*: durch Nachweis der Existenz eines absoluten Extremums 
kann hiufig die Existenz einer Lisung des Randwertproblemes nach- 
gewiesen werden. Niaheres hieriiber im Lehrbuche von Tonelli. Vel. 
auch das in § 8 tiber das ,,Dirichletsche Prinzip Gesagte. 
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(Wegen Herleitung dieser Gleichung unter mdglichst geringen 
Voraussetzungen vgl. T. Kubota, Toh. Journ. 9,191 (1916), wo 
auch weitere Literatur angegeben ist.) 

Die Gleichung (71) ist i. a. eine Differentialgleichung 
2n'** Ordnung, ihre allgemeinste Lisung wird daher von 2” 
willkiirlichen Konstanten abhingen, es wird sich daher i. a. 
eine Lésung von (71) finden lassen, die samt ihren » —1 ersten 
Ableitungen in x, und x vorgeschriebene Werte annimmt. 

In (71) kommt y@”) nur vor multipliziert mit dem Faktor 
(— 1)"f,™,. Die Ordnung dieser Gleichung kann sich also 
nur erniedrigen, wenn f y() y(n) identisch Null ist, d. h. wenn f 
linear ist in y™. Es gilt der Satz: Wenn die Ordnung von 
(71) sich erniedrigt, so erniedrigt sie sich stets auf eine ge- 
rade Zahl. 

Ermiedrigt sich die Ordnung von (71) auf die Zahl 2(n —k), 
so lapt sich f darstellen in der Form: 


d ms 
£@, 49-539) =TAGHY, «6+ y%) 
+Ah@ny,--+y"). 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap f 
die Form habe: 


, d 7 n— 
(72a) f@HY 09) =H=TAGHYs- «5 9?), 


(72) 


ist die, daB die Gleichung (71) sich auf eine Identitét (in 
L,Y, ¥,-- 5 Y?™) redusziert. In diesem Falle erteilen siimtliche 
Kurvenbigen y= y(x) und y= ¥(x) von gleichem Anfangs- 
und Endpunkte, die in diesen beiden Punkten auch in ihren 
Ableitungen bis zur (n—1)*" Ordnung iibereinstimmen, dem 
Integrale (70) denselben Wert. Dieses Integral ist also dann 
im angefiihrten Sinne vom Wege unabhingig (Euler, Methodus 
inveniendi, Kap. I, art. 34). Vgl. hierzu und iiber den Hilbert- 
schen Unabhingigkeitssatz fiir die in Rede stehenden Probleme 
K. Boehm, Heidelb. Ber. 1912, 11. Abh.; Gott. Nachr. 1915. 

Naheres iiber Variationsprobleme der Form (70) (in 
Parameterdarstellung) bei Kneser, Lehrbuch, 6. Abschn.; J. Ra- 
don, Wien. Ber. 119, 1257; G. Vivanti, El. d. calc. d. var. 110. 

Als einfachstes isoperimetrisches Problem wird folgende Auf- 
gabe bezeichnet: Einen die beiden Punkte (x,, y,) und (2%, 2) 
verbindenden Kurvenbogen y = y() zu finden, der dem Inte- 
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grale (1): ui f(x, y, y')dx einen kleineren (gréBeren) Wert er- 
teilt, als jeder andere hinlaénglich benachbarte, dieselben Punkte 
verbindende Kurvenbogen y = 9(z), der dem Integrale: 


(73) SR ICDLEZ 


(wo g(a, y, y’) eine gegebene Funktion von denselben Regulari- 
titseigenschaften wie f bedeutet) denselben Wert erteilt, wie 
der Bogen y = y(a). 

Damit die Kurve y = y(a) das genannte Problem lise, ist 
— falls sie nicht Extremale des Integrales (73) im Sinne des 
in § 1 behandelten unbedingten Extremums ist, d. h. der Gleichung 


a 
Ie Spee 


geniigt — notwendig, daB sie fiir eimen geeigneten Wert der 
Konstanten 4 der Differentialgleichung gentigt: 


y d 
(74) (fy + 29,) — F (fy + gy.) = 0. 


Eine Kurve, die fiir irgendeinen Wert von A der Gleichung 
(74) gentigt, wird als Extremale unseres isoperimetrischen Pro- 
blemes bezeichnet. Diese Differentialgleichung-ist im allgemeinen 
von 2. Ordnung und enthilt den Parameter A; ihre allgemeinste Lé- 
sung hingt daher ab von drei Konstanten, im allgemeinen lat sich 
daher durch zwei vorgeschriebene Punkte eine Extremale unseres 
Problemes legen, die dem Integrale (73) einen vorgeschriebenen 
Wert erteilt. 


Niheres tiber isoperimetrische Probleme in den Lehrbiichern. 
Hinreichende Bedingungen fiir ein starkes Minimum (Maximum) 
zum ersten Male bei J. W. Lindeberg, Math. Ann. 59, 332 
(1904); 67, 340. Uber Lisungen des isoperimetrischen Pro- 
blems, die zugleich Extremalen von (73) sind, s. A. Rosen- 
blatt, Math. Ann. 68, 557 (1910). Uber Existenz von Lisungen 
J. Hadamard, Ann. He. Norm. (3) 24, 203 (1907). L. To- 
nelli, Fond. d. cale. d. var. 2, Cap. X, XII. Uber die enge 
Beziehung, die zwischen den Lisungen gewisser isoperimetrischer 
Probleme und den Eigenlésungen linearer Differentialgleichungen 
besteht, vgl. Ch. M. Mason, Randwertaufgaben bei gewdhn- 
lichen Diffcrentialgleichungen, Gdétt. Diss. 1908; D. Hilbert, 
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Gott. Nachkr. 1904, 232; R. Konig, Gdétt. Diss. 1907; R. G. 
D. Richardson, Math. ‘Ann. 68, 279 (1910). 


Allgemeinere isoperimetrische Probleme erhalt man, wenn 
man an Stelle des Integrales (73) ein Integral treten laBt, 
dessen Integrand auch héhere Ableitungen enthilt; oder wenn 
man nicht nur fiir eim solches Integral, sondern fiir mehrere 
Integrale den Wert vorschreibt. Die isoperimetrischen Probleme 
sind nahe verwandt mit einem speziellen Typus von Lagrange- 
schen Problemen; vgl. hieriiber § 6. 


§ 6. Das Mayersche Problem. Das Lagrangesche Problem. 


Als Mayersches Problem bezeichnet man folgende Auf- 
gabe der Variationsrechnung: Es sind » +1 Funktionen von 
%:Yo(x), y,("),..-,y,("%) so zu bestimmen, daB sie den ge- 
gebenen m+ 1 Differentialgleichungen geniigen (m <n): 


MUON lS Yon Vi scree Yes Yo Sis de) On, (CHO tee 


daB sie fiir den gegebenen Wert 2, von x die gegebenen Werte 
yo, yy, ++) ¥,f) annehmen, daB fiir den gegebenen Wert x, 
yon # die Funktionen (XZ), +» ¥,(&) die gegebenen Werte 
y, >, «+ +> ¥,) annehmen und da8 endlich sich eine positive 
Ronstante o so finden léBt, da fiir jedes andere System von 
Funktionen % (x), ¥;(&),.--, 9, (&), das ebenfalls den Gleichungen 
(75) geniigt, fiir z, und 2 die genannten Randwerte annimmt 
und im Intervalle (#,, 2) den Ungleichungen gentigt: 


"0 (#) — Yo(2) |<e,-- +s | In(2) — Mal) |<e, 
die Differenz Yo (Xe) — Yo (Zp) ae (negativ) ausfallt. 


Damit die Funktionen yo(x), y,(),---5 Y,(@) das Mayer- 
sche Problem lésen, ist notwendig, daB sie so beschaffen sind, 
dap die n+ 1 linearhomogenen fh Sale acca 1. Ord- 
nung fiir die m+ 1 Funktionen 1,(x), 4,(”),- ++» ,,(a): 


Shh Py, Yor Yrs 2+ +9 Yn OE Yi» sey Yn ) 
4=0 
(76) d , , , 
Va die 4, Dy, (2; Yor Yto 2° 9 Yns Yor Yta-- 85 Yn) |= 0. 
(k = 0,1,..., 7) 


Lésungen besitzen, die nicht similich verschwinden. 
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Dieses Problem wurde formuliert von A. Mayer, Leipz. 
Ber. 1895, 129, wo auch die Gleichungen (76) abgeleitet werden. 
Weitere Literatur tiber diese Gleichungen: D. Hilbert, Gott. Nachr. 
1905, 1; H. Hahn, Monatsh. 14, 325 (1903), Math. Ann. 68, 
266 (1907); Wien. Ber. 131, 531 (1922); O. Bolza, Math. Ann. 
64, 370 (1908); 74, 430 (1913); G. A. Bliss, Am. Trans. 19, 
305 (1918). — Na&heres tiber das Mayersche Problem in den 
Lehrbiichern; vgl. auch J. Hadamard, Amn. éc. norm. (3), 24, 
228 (1907); D. Egorow, Math. Ann. 62, 371 (1906); A. Kne- 
ser, J. f. Math. 146, 116 (1916); Arch. d. Math. u. Phys. (3) 
24, 26 (1916); G. A. Larew, Am. Trans, 20, 1 (1919). 


Hat die Gleichung ® = 0 die Form: 


Yo — f(a, Y1> 2299 Yas Is 5 . wg Ye) =O 5 


wahrend in den Gleichungen po) =0,..., 9 = 0 weder y, noch 
Yo vorkommen, so erhilt man einen Spezialfall des Mayerschen 
Problemes, der sich nahezu deckt mit dem Lagrangeschen Problem: 

Kin System von Funktionen y,(x), y,(2),---, y,(%) 2 
finden, die den m Bedingungsgleichungen gentigen: 


(77) gp (a, Yyy e+ 99 Un3 Hes sty Yn ) = 0, 


die fiir =a, und «=, vorgeschriebene Werte annehmen 
und dem Integrale: 


(78) Sf, aR LYS ye ye ae 


einen kleineren (gréBeren) Wert erteilen als alle anderen den 
Gleichungen (77) gentigenden, in 2, und 2, gleichfalls die vor- 
geschriebene Werte annehmenden und (fiir geeignetes 0) im Inter- 
valle (a,, %) den Ungleichungen 


(79) |%@)—u@l<e.--|9,(@) —4,(@) |<e 


gentigenden Funktionen 7,(x),..., 9,(2). 

Wir werden uns im folgenden der Sprache der (m + 1)- 
dimensionalen Geometrie bedienen; ein Wertsystem CAD es 
heiBt ein Punkt, die Gesamtheit aller durch ein Gleichungs- 
system Y, = (a), ~~ -5Y, =Yn(@) (@ <a <a) gelieferten 
Punkte ein Kurvenbogen; wir sagen von einem Kurvenbogen 
Yy = Jy (H)y 4 Yn = Yq (B) (a <2 <ay), er liege in der Nach- 
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barschaft @ des obigen Kurvenbogens, wenn fiir 7, <<a <2, die 
Ungleichungen (79) bestehen. Wir sagen von einem den Glei- 
chungen (77) gentigenden, von den beiden Punkten (a,, y,™,...,9,%) 
und (a, ¥,%,..., y,) begrenzten Kurvenbogen, er mache das 
Integral (78) zu einem (starken) Minimum (Maximum) unter 
den Nebenbedingungen (77), wenn sich eine Nachbarschaft 0 
dieses Bogens finden 148t, so da jeder andere den Gleichungen 
(77) geniigende, dieselben Punkte verbindende, ganz in dieser 
Nachbarschaft liegende Kurvenbogen dem Integral (78) einen 
groBeren (kleineren) Wert erteilt. Wir sagen von einem Kurven- 
bogen, er mache das Integral (78) zu einem schwachen Minimum 
(Maximum) unter den Nebenbedingungen (77), wenn er dem 
Integrale (78) einen kleineren (gréBeren) Wert erteilt als jeder 
andere neben den eben genannten auch noch fiir geeignetes 0° 
den Ungleichungen: 


LI @) —W@I<e-- 1 @) — mn @I<e’ 


gentigende Kurvenbogen. 

Die fiir das Mayersche Problem ausgesprochene notwendige 
Bedingung lautet hier (zum ersten Male streng bewiesen von 
A. Mayer, Math. Ann. 26, 74 (1886)): Damit die Funktionen 
Y,("),-+-,Y,(") ein (starkes oder schwaches) Minimum (Mazi- 
mum) von (78) unter den Nebenbedingungen (77) liefern, ist 
notwendig, daB sie zusammen mit m Funktionen i, (x), - - «5 dy (2) 
den Gleichungen geniigen: 


a m e : 
(80) gee pee ea > (09) — 75h.) = 0, (K=1, 2)... 7). 


t=1 


Dabei ist vorausgesetat, dap die n Gleichungen fii? Wy..+5 Um? 


™m 
G d @ 
(0 So ee 
« o—-+ 


keine von Null verschiedenen Lodsungen besitzen, d.h. dap die 
Funktionen y,(2),..., Y,(%) nicht die oben (Gleichung (76)) an- 
gefiihrte notwendige Bedingung beziiglich des durch die Gleichungen 
ge) =0,..., p™ = 0 gegebenen Mayerschen Problemes erfiillen: 
Je nachdem diese Voraussetzung erftllt ist oder nicht, sagt 
man, es liege der Hauptfall oder der Ausnahmefall vor; . wir 
setzen im folgenden stets voraus, es liege der Hauptfall vor. 
Pascal, Repertorium. I. 2. 2. Aufl. 42 
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Jede den Gleichungen (80) und (77) geniigende Kurve 
wird als Extremale unseres Variationsproblems bezeichnet. Jeder 
solchen Kurve sind zufolge (80) in eindeutiger Weise m Funk- 
tionen d,,...,4,, zugeordnet (die La grangeschen Multiplikatoren). 
Wir setzen: 


Fy 15+ ++) Uns Yrs + +9 Yn 5 May >» +4 Am) 
(82) = f (8, yr + 0-2 Yn Wise +9 Yn) 


+ 24,992, Wy eer Mig de eet) 


und bezeichnen mit #, die Ableitung F',, mit F,,, die Ab- 


leitung F',, mit Fy, o die Ableitung #3 es ist also: 


y'Z? 
(82 a) Foapo= POL, Yes 969 Ind Yr os Ym) (OHI R209 mm)5 


analog werden die zweiten Ableitungen von F' bezeichnet. Hie 
und da deuten wir der Kiirze halber die Argumente von F' nur 
an in der Form F(az,y,y’, 2). 

Figt man zu (80) noch die nach x differenzierten Be- 
dingungsgleichungen: 


a ¢ , , 
TPO, Yxy ++ +9 Uns Y1>-- ye A) eo 
hinzu, so erhilt man, vorausgesetzt, daB die Determinante: 


(83) ara epee re bene ier rnc 


nicht identisch Null ist, ein System von +m Differential- 
gleichungen, das in den y von 2., in den A von 1. Ordnung ist, 
dessen allgemeinste Lisung daher von 2” -+ m willkiirlichen 
Konstanten abhingt. Da aber diese Liésungen statt den Glei- 
chungen (77), nur den Gleichungen: 


gp) = Cys sty o™) =a Cn 


geniigen (wo die c Konstante bedeuten), sind m Konstante zur 
Erfiillung der Bedingungsgleichungen zu verwenden, so daB die 
Schar der Extremalen unseres Problems von 2” Konstanten 
abhingt. Es kann daher im allgemeinen durch zwei vorge- 
schriebene Punkte eine Extremale gelegt werden. 

Sei y, = y,(a@) (k=1,2,...,n) eine Extremale, 4 (x) (9 =1, 2,...,m) 
die zugehdrigen Multiplikatoren; wir setzen im folgenden stets. 
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voraus, da die Determinante (83) nach Hinsetzen der Funk- 
tionen y,(x) und 4, («) im Intervalle («, , 2.) nirgends verschwindet ; 
der Bogen (2,, 25) der betrachteten Extremale heiBt dann regu- 
ldv. Wir bilden (vgl. (82)): 


3 La 
(84) FP fF, 9906 Yad Yan 6 9 Ye Bay 0 9 Meg OS 


dieses Integral hat fiir jede unseren Bedingungsgleichungen ge- 
niigende Kurve denselben Wert, wie (78). 


Es gibt (im Hauptfalle) Kurvenscharen: 
Y= y,(") + (2, €) (&=1,2)-+-57) 


deren saémtliche Kurven durch die Endpunkte (a,, y),..., y™), 
(a,y?,...,y) hindurchgehen und den Gleichungen (77) 
gentigen (im Ausnahmefalle gilt dies nicht allgemein). Ist J(¢) 
der Wert, den eine Kurve dieser Schar dem Integrale (84) er- 
teilt, so definieren wir erste und zweite Variation wie in § 1; 


also: 
oO J’(0), CJ = J’’X0). 


Man erkennt, da8 fiir jede Extremale unseres Problemes 0J = 0 
ist. Fiir die zweite Variation erhalt man: 


(85) J = ip > (Fam + 25a Mets 4 neni Me dt 


2 tk=1 


Damit unsere Extremale cin (starkes oder schwaches) Mini- 
mum (bew. Maximum) von (78) unter den Nebenbedingungen 
(77) liefere, ist notwendig, dag 6°J > 0 (baw. < 0) ist fiir alle 
den Bedingungen: 


n 
(86) > om og Py, Np ) = 0 (#=1,2,.. ,m) 
k=1 


geniigenden (in x, und x2 verschwindenden) Funktionen y. (Vgl. 
H. Hahn, Math. Ann. 58, 158 (1904).) 
Die zweite Variation 148t sich auf die Form bringen: 


(87) On Nie uf PC OL CLE 


a, %k=1 


42% 
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wo: 


(2, 7) = 


n fa 

, d , 
> {Raat SPS Fr ee Fey eva) 
so) 62 


m 
d . 
ay DS Sees 5 (Fatt nae”d} : 


t= 


und 0,,.-. ,, Willktirliche (stetig differenzierbare) Funktionen 
bedeuten. 


An Stelle der Jacobischen Differentialgleichung tritt hier 
das System linearer Differentialgleichungen: 


by (2 r) =0 G=1 350) 


n 
@, (2) = 2 Fransn% te Te aan ei) = 0. (K=1,2,-04m) 


(89) 
Der Greensche Satz fir das System (89) hat die Form: 
> v, (2, 7) £2) +. Seo, (2) r@) — 
k=1 k=1 


n m 
(90) Sy, (a, 1) — Soo, (x2) 
k=1 } ren 


d 
= Fo (e, 1; 2, 1), 


wo 
y n 
ap (202), 10s 2), (2)) — OST Fg ig (26D 2) — 2 2) 
tk = 1 
(91) + Fup ing n (2 2” — 2 200’) 


n ™m 
+S SFiseansrlPP— PrP). 


¢#=1 


Sind speziell 2, + und 2, +@) Lésungssysteme von (89), 
so wird p (2, +; 2, +) eine Konstante. Zwei linear unab- 
hingige Lésungssysteme, fiir die diese Konstante den Wert Null 
hat, heiBen zueinander konjugiert. Hin System von » linear 
unabhingigen Lisungen von (89), die zu je zweien konjugiert 
sind, heiBt ein konjugiertes System. 
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Es lat sich stets ein konjugiertes System (2%, 1), (2, 7), ..., 
(2, +) so finden, dab die Determinante: 
(92) Aa, ., A) =| 2,0 (i,k =1,2,....2) 
an emer vorgeschriebenen Stelle des Integrationsintervalles wngleich 
Null ist. 
Ist das Intervall (§,, §) (@, <& < & <a) so°hlein gewdhit, 
dap es ein konjugiertes System (2, r), ..., (2, r™) gibt, dessen 
Determinante darin nicht verschwindet, sind ferner die Funktionen 
ny(2),+. 5 1,(") tberall Null auger in (&, &), so kann 0I auf 
die Form gebracht werden: 


; Do nN 
2 4 
(93) é ee Le ALE 
Dy 4 h= 1 
wo: 
1,5) Ws an 9 Ne 
1 ENO 9 Glee eee AC) 
(94) Ph A(eD,.. 2) iis 
afr, VRE Sey, oe 


gesetzt ist, und zwischen den £& die Relationen bestehen: 


(95) phat ee ee 0. (k=1,2,.%.,m) 
ay, mid 


Die Form (93) der zweiten Variation “wurde zuerst von A. 
Clebsch angegeben (J. f. Math. 55, 254 (1858)). 


Als Analogon von Legendres Bedingung ergibt sich: Da- 
mit unser Extremalenbogen ein (starkes oder schwaches) Minimum 
(bzw. Maximum) liefere, ist notwendig, dap in allen seinen Punkten 
die quadratische Form: 


(96) Da debe 


t,k=1 


positiv (bzw. negativ) definit sei unter den Nebenbedingungen: 


n ae a 
(97) SE es i (k= 1,2,...,m) 
, t=1 ; 


Fir das folgende wird diese Bedingung. als erfiillt vorausgesetzt. 
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_ Bin System von # linear unabhingigen Lisungen (2,7), ..., 
(2), r™) von (89) heiBt cur Stelle x konjugiert, wenn alle x? 
(,k=1,2,-.,) an der Stelle a) verschwinden. Es gibt immer 
Liésungssysteme, die einer gegebenen Stelle konjugiert sind. Hin 
der Stelle 2 konjugiertes System ist auch stets im oben an- 
gefihrten Sinne konjugiert. 

Die Determinante 4(2”), ..,2) (Gleichung (92)) eines der 
Stelle 2% konjugierten Systemes ist niemals identisch Null, sie 
hat also den Punkt x zur isolierten Nullstelle. Die Deter- 
minanten (92) irgend zweier derselben Stelle konjugierten Systeme 
unterscheiden sich nur durch einen konstanten nicht verschwin- 
denden Faktor. Sei 2,’ die erste auf 2, folgende Nullstelle 
dieser Determinanten; der Punkt unserer Extremale, dessen Ab- 
szisse x,’ ist, heiBt der (auf dieser Extremale) cu x, konjugierte 
Punkt. 

Damit der Bogen (21, %2) unserer Extremale ein (starkes 
oder schwaches) Minimum (Maximum) liefere, ist notwendig, dap 
der zu x, konjugierte Punkt nicht ins Innere des Intergrations- 
intervalles falle (Jacobis Kriteriuwm). 


Bedeutet: 
Ue y™ (x, omy Ui oo 30 sn)» 1 = O(a, Oy, Hayes ey Can) 
(k=1,2,.".., 2) (k=1,2,...,m) 


die Gesamtheit der Extremalen unseres Problems (und der zu- 
gehérigen Multiplikatoren), aus der unsere spezielle Extremale 
erhalten werde fiir «7, = o,° ((=1,2,-.,2x), so bilden (bei geeigneter 
Wahl der Konstanten «) 


Bs (B) CENA 0 ) _ 4@) 0 0 0 
Bp Yon (Be, Oy", Mary yo Ogl) at,e) == Ag (yo, asks cer eae 
(b=1,2)...)n) (k =1,2,...,m) 
2n linear unabhingige Lisungen von (89), aus denen sich alle 


iibrigen linear mit konstanten Koeffizienten zusammensetzen lassen. 

Jacobis Kriterium l4Bt sich nun leicht auf die Form bringen: 
Damit der Bogen (a,, %) unserer Extremale ein Minimum 

(Maximum) liefere, ist notwendig, daB die Determinante: 


(k) 0 0 0 | 
Yo A@s Wey Bg yes ey on | 


D(a, at,) = 


(k) Oreo 0 
| Yor (24, wd hes Be? o>) ae otis =i leit) 


(die bei geeigneter Wahl der Integrationskonstanten « nicht iden- 
tisch verschwindet) fiir x, <2 < aq keine Nullstelle besitze. 
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Die im vorstehenden angefiihrte Theorie der zweiten Va- 
riation und der aus ihr folgenden notwendigen Bedingungen 
findet sich ausfiihrlich bei G. v. Escherich, Wien. Ber. 107, 
1191, 1267, 1383 (1898); 108, 1269 (1899); 110, 1355 
(1901). (in der letztgenannten Arbeit ist das Lagrangesche 
Problem in Parameterdarstellung behandelt). Fir den Fall, da 
unter den Bedingungsgleichungen (77) auch solche vorkommen, 
die die Ableitungen y,’ nicht enthalten (in diesem Falle ver- 
schwindet die Determinante (83) identisch), vgl. H. Hahn, 
Monatsh. 14, 1 (1903). Eine besonders einfache Methode zur 
Herleitung der notwendigen Bedingung von Jacobi hat G. A. 
Bliss angegeben: Am. Trans. 17, 195 (1916); vgl. auch 
D. M. Smith, Am. Trans. 17, 459 (1916). Das Verhalten yon 
Extremalenbégen, die den zum Anfangspunkt konjugierten Punkt 
als Endpunkt oder im Innern enthalten wurde, eingehend unter- 
sucht von H. Hahn, Math. Ann. 70, 110 (1910); J. Rosen- 
berg, Monatsh. 24, 65 (1913). 

Sei y, = y (a, a, dy,..., @,) &=1,%,-.4”) eine m-parametrige 
Schar von Extremalen und seien A(x, a, y,-+-5_) (= 1,2, -+-5 7) 
die zugehérigen Multiplikatoren. Durch jeden Punkt eines ab- 
geschlossenen Gebietes © des (m + 1) dimensionalen Raumes gehe 
eine und nur eine Extremale unserer Schar hindurch. Die Ab- 
leitungen y,)(x, a,, dg,..., @,) (Richtungskoeffizienten unserer 
Extremale) haben in jedem Punkt (x, y,, Y,.-.,¥Y,) von © 
einen bestimmten Wert, der mit p(a, y,, Yo,.- +) Y_) bezeichnet 
werde; der Wert, den der Multiplikator 4,, welcher zu der durch 
diesen Punkt gehenden Extremale der Schar gehért, in diesem 
Punkte hat, werde bezeichnet mit J (a, y,, Yo,---»Y,); die Funk- 
tionen p“ und J werden i.a, in © reguliir analytisch aus- 
fallen; wir sagen dann, wnsere Extremalenschar bildet im Ge- 
biete S ein Feld; die Funktionen p“) heiBen die Gefallsfunktionen, 
die Funktionen J“) die Multiplikatorfunktionen dieses Feldes. 

Enthdlt die Extremalenschar y, = y(a, a1, ..-; 4) fir 
a, = af G=1,2,...) die spesielle Extremale y, = y,(x) und ist 
die Funktionaldeterminante 


ay, y, 9 ¥™) 
KOE CARES) 


ungleich Null fiir 7, <a" < %, a, = a,°, so gibt es zwei positive 
Zahlen 9 und A, so dap die den Ungleichungen |a;—a?|<A 
gemigenden Extremalen unserer Schar im der Nachbarschaft @ 


des Bogens (a, %) der Extremale y, = y,(") ein Feld bilden. 
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Enthilt der Bogen (a, %_) der Eatremale y, = y,(”) den 
zu seinem Anfangspunkt konjugierten Punkt micht, ist % <2, 
und 2, —%» geniigend klein, bedeutet ferner y®(x,, ay). ++, O) 
die n-parametrige Schar von Extremalen, die durch den Punkt x» 
unserer Extremale hindurchgehen (unsere Eatremale werde daraus 
erhalten fiir a,=a,), so lipt sich A so bestimmen, dap die 
den Ungleichungen | a;— a,| < A geniigenden Extremalen unserer 
Schar in einer gecigneten Nachbarschaft 9 des Bogens (2,, 29) 
unserer Extremale ein Feld bilden. 

Damit die n+ m regulér analytischen Funktionen p,,..., 
Do lyse lin VOM (4,44, +++y¥Y,) die Gefalls- und Multiplikator- 
funktionen eines Extremalenfeldes seien, ist notwendig und hin- 
veichend, dap sie den n-+- m Gleichungen geniigen: 


a a . 
Fae as (@%PD)—sa(F@uP)— > PF. s@y.rd| 


(98) t= 
0 0 
+ delay, Bee a 2) Vs By, inti ¥;P, 2)| =0 
- (K=1,2-....7) 
p.(",y,p) = 0. (k= 1,2... m) 


Diese Gleichungen spielen hier dieselbe Rolle, wie die Glei- 
chung (18) oder (18a) beim einfachsten Probleme (0. Bolza, 
Palermo Rend. 31, 260 (1911)). 


Daraus entnimmt man leicht den Unabhdngigkeitssatz: Fiir 

alle diejenigen und nur fiir diejenigen Extremalenfelder, fiir welche 
0 RP 7) 
Dy, Ente: Pol) = 5 Fas s(@s ys PD) 
ist, wird der Ausdruck 
[F(@, y,v,0) — PFs, y,p,l)|da + SF, 4(omplay, 
ein vollstiindiges Differential, und mithin das Integral: 
(99) SF (x, y,p,0) + au = Pa eles YD, 2)| dx 
t= 


vom Wege unabhingig. 
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Diejenigen Extremalenfelder, in welchen das Integral (99) 
vom Wege unabhingig ist, werden als Mayersche Felder be- 
zeichnet. 

Bezeichnen wir auch hier das Integral (99) als Feldinte- 
gral, das Integral (78) als Grundintegral, so wird auch hier 
das Feldintegral, erstreckt tiber eine Extremale des Feldes, gleich 
dem Grundintegral, In einem Mayerschen Felde liefert das 
Feldintegral, erstreckt von einem festen Punkte (#, %,,..-, ¥,) 
des Feldes iiber eine beliebige Kurve bis zum variablen Punkte 
(%,Y,>+++»Y,) des Feldes, eine im ganzen Felde definierte Funk- 
tion U(x, 4,,.++)¥Y,). Setzen wir 
(99a) U(@, iy ss o> Yq) = const, 
so erhalten wir eine Schar von Fliichen, die als die Zransversal- 
fidchen des Mayerschen Feldes bezeichnet werden. 

Es schneide die Extremale y, = y,(x) im Punkte 
(ZY, +++, ¥,) die Fliche G(w, 4, .--, ¥,) = 0; die Rich- 
tungskoeffizienten der Extremale in diesem Punkte  seien: 
Yyy +++) Ym, Gie Werte der Multiplikatoren im Punkte % seien 


diy ++ +> Am} Wir setzen (vgl. (82)) 
F(a, Yay iG Lcy) Ins re try ORE Ay ” Am) =F By 
G(x, Yay eees Yn) a 
und bezeichnen analog die partiellen Ableitungen von F' und 


G. Wir sagen dann allgemein: die Fidche schneidet die Ex- 
tremale transversal, wenn 


Wie man sieht, schneiden die Transversalflichen eines 
Mayerschen Feldes in jedem ihrer Punkte die durch diesen 
Punkt hindurchgehende Extremale des Feldes transversal. 

Damit es eine Fldche G(a,y,,.-+,¥,) =O gebe, die alle 
Extremalen eines Feldes (soweit sie sie trifft) transversal schneidet, 
ist notwendig und hinreichend, dap das Feld em Mayer sches sev. 

Sei y, = y" (x, a,,...,4,) eine ein Feld bildende Extre- 
malenschar und 1)(x, a,,...,@,) seien die zugehérigen Multi- 
plikatoren. Dann bilden, wie schon erwihnt, die Ausdriicke: 


i i 
(100) = ye CO a? CON, 2 eae} 
(eeaAG Oey 22) (5 — 8 AV Boney) 
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fir i=—1,2,...,m ein System von » Lisungen der zur Ex- 
tremale y,= y(x, a,,..+,4,) gehdrigen Jacobischen Diffe- 
rentialgleichungen (89), die bei geeigneter Wahl der Parameter 
@,,..., 4%, linear unabhingig sind. Damit das Feld ein Mayer- 
sches sei, ist notwendig und hinreichend, dap die n Liésungen 
(100) ein konjugiertes System bilden. 

Ein Feld, dessen simtliche Extremalen durch einen (dem 
Felde nattirlich nicht angehérigen) Punkt hindurchgehen, ist ein 
Mayersches Feld. — Enthalt ein Extremalenbogen den zu seinem 
Anfangspunkte konjugierten Punkt nicht, so gibt es eine diesen 
Extremalenbogen enthaltende m-parametrige Extremalenschar, die 
in einer Umgebung dieses Extremalenbogens ein Mayersches 
Feld bietet. 

Niheres itiber den Unabhingigkeitssatz und die Theorie der 
Mayerschen Felder: A. Mayer, Math. Ann. 58, 325 (1904); 
D. Hilbert, Math. Ann. 62, 351 (1906); O. Bolza, Am. Trans. 
7, 459 (1906) und Palermo Rend. 31, 257 (1911) (die letzt- 
genannte Arbeit enthalt eine vergleichende Zusammenfassung der 
anderen zitierten Arbeiten); H. Hahn, Palermo Rend. 29, 49 
(1911) (hier wird vorwiegend der Zusammenhang dieser Theorien 
mit der oben wiedergegebenen Theorie der zweiten Variation be- 
sprochen); J. Radon, Wien. Ber. 120, 1337 (1911) (hier wird 
gezeigt, daB auch bei Beschriinkung auf Wege, die den Bedingungs- 
gleichungen (77) gentigen, die Mayerschen Felder die einzigen 
sind, in denen das Integral (99) vom Wege unabhiingig wird). 

Wir setzen: 

E(a; Yys +> Yas Ws ce) oo aI; tansy me Ais a) Z) 
(101) 


= F(a,y,7,4) — F(2,y,y', 2) i (Ge —Y. ) Fa zx(Heny sr), 


und sprechen wie in § 1 von einem ordentlichen Verschwinden 
der E-Funktion fir y,’ = y,’ (*=1,2,...»), sonst von einem auBer- 
ordentlichen Verschwinden. Wir schreiben abgektirazt E(2,y,y', y’,i). 
Es gelten die Satze: 

Damit der Bogen (a,, %) der Extremale y, = y,(%) &=1:2,--47) 
{mit den eugehorigen Multiplikatoren 1,(x) (k=1,3,.4™)) ein starkes 
Minimum (bzw. Maximum) unseres Problemes liefere, ist not- 
wendig, dap fiir x, <4 <x und alle den Gleichungen 


D, (x3 Y;(2), sey Y,(2)3 aie Saemery In ) = 0) k= 1, 2,,- - x5 7t) 
geniigenden Werte der 4, die Ungleichung bestehe 
(102) E(a, (2), y'(@), ’, 4(a)) > O (baw. <50); 
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Es enthalte der Bogen (z,, x,) der genannten Extremale 
den zu seinem Anfangspunkt konjugierten Punkt nicht; gilt 
dann bei hinldnglich kleinem @ fiir alle den Ungleichungen 


% 52S 4, ly;— y,(2)|<e, ly; — 9; (4) | <0; 


(OES Ws santo) 
ja; — 4,(x)|<e Gal, fan 


geniigenden Wertsysteme £,Y1, +. +) Yq» Wea Y's hig 3005 AUN 
alle endlichen den Gleichungen 


Cie Gee Ie hid HO ate em 
geniigenden Werte der y, die Ungleichung: 
(103) E(a,y,y',y 4) => 0 (baw. < 0), 


und verschwindet die E-Funktion nur in ordentlicher Weise, so 
liefert unser Extremalenbogen ein starkes Minimum (bzw. Maxi- 
mum) gegeniiber allen anderen seine Endpunkte verbindenden, 
ganz in seiner Nachbarschaft @ verbleibenden und den Bedingungs- 
gleichungen (77) geniigenden Kurvenbogen. 


Es gilt die Formel: 
, E(e; y; 93 95 1) = 
00) > w = OG: | Fy ging kOe + ay —y),4) 
ae (0<9<1). 


Man entnimmt daraus: Ein Ezxtremalenbogen, der den 
zu seinem Anfangspunkt konjugierten Punkt nicht enthdlt und fir 
den die quadratische Form (96) positiv (negativ) definit ist bei 
den Nebenbedingungen (97), liefert stets wenigstens ein schwaches 
Minimum (Maximum) unseres Problems. Dieses Resultat kann 
auch aus der Theorie der zweiten Variation gewonnen werden. 
G. v. Escherich, Math. Ann. 55, 108 (1902). 

Uber den Osgoodschen Satz (vgl. S. 702) fiir das La- 
grangesche Problem s. H. Hahn, Festschr. f. H. Weber 
(1912), 95. Uber das Lagrangesche Problem bei variablen 
Endpunkten: H. Hahn, Monatsh. 22,127 (1911); A. Dresden, 
Am. Trans. 17, 425 (1916); 18, 373 (1917). 
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Wir schlieBen hieran noch eine Bemerkung tiber das in 
§ 5 behandelte isoperimetrische Problem. Definieren wir eine 
Variable z durch: 


(105) a g(a, Y; y’) =0, 


so lést jede Lisung des isoperimetrischen Problems auch das 
Lagrangesche Problem, das Integral (1) zu einem Minimum 
zu machen unter der Nebenbedingung (105). Alle in diesem 
Paragraphen angefiihrten notwendigen Bedingungen kénnen da- 
her ohne weiteres auf das isoperimetrische Problem angewendet 
werden (nicht aber die hinreichenden, da der Begriff der Nach- 
barschaft in beiden’ Problemen ein verschiedener ist). Ins- 
besondere reduzieren sich die Gleichungen (80) auf (74). 


§ 7. Die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung. 


Es handle sich zunichst um das in § 1 behandelte ezm- 
fachste Problem der Variationsrechnung. Wir betrachten den In- 
tegranden f(a, y, y’) bei festgehaltenem Punkte (x, y) als Funk- 
tion von y’, und schreiben der Ubersichtlichkeit halber p fiir y’ 
und f(p) fir f(a, y,y'), so daB f’(r) =f,(a, y,y'). Nun be- 
trachten wir in einer pu-Ebene die Kurve 


(106) vo = f(p). 
Sie heiBt die Indikatrix unseres Variationsproblemes im Punkte 


(x, y) (vgl. S. 644). Statt p, v fihren wir als neue Verinder- 
liche ein: 


(107) SAE eater cii9 


Dies ist die sogenannte Legendresche Transformation. Sie 
transformiert die Kurve (106) in eine Kurve: 


(108) . w= H(q). 


Die Funktion H(q) wird gefunden, indem man aus der ersten 
Gleichung (107) p als Funktion von q rechnet und in — (f(p) 
— pf’ (p)) einsetzt. Dann entsteht umgekehrt die Kurve (106) 
aus der Kurve (108) durch die Transformation: 


(109) p=H(q), v=—(w—qH'@). 
Bringen wir wieder die Abhingigkeit von (a, y) zum Aus- 


druck, so wird H eine Funktion von 2, y,q und es bestehen die 
Beziehungen: 


a=fy(%,%P), P=H,(2,4,9), H,(2, 4,9) =—f,(x, yp). 
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Die Eulersche Gleichung kann nun ersetet werden durch 
das System von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung: 


d ad 
(110) i aaa ACA Y; q): oe oe ee, Y, q)3 


es ist dies ein kanonisches System. 

Sei ein Feld von Extremalen gegeben und sei U(x, y) = const. 
die durch (21) (S. 634) gegebene Schar seiner Transversalen. 
Gleichung (19) ergibt, wenn mit p abgekiirzt seine Gefillsfunk- 
tion p(a, y) bezeichnet wird: 


U,(%, y) = f(%, ¥,») — phy (#, 9,0), U,(a, 9) = fy (@ yD)» 
Nach der Art wie oben die Funktion H gebildet wurde sehen 
wir: es ist: 

= H(a, Y, Us), 
und wir haben den Satz: 
Ist U(x, y) = const. die durch (21) (S. 634) gegebene Schar 


der Transversalen eines Extremalenfeldes, so geniigt die Funktion 
U(2, y) der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung: 


(111) é,+ H(z, y, 2) = 0. 


Sie heiBt die Hamilton-Jacobische Gleichung unseres 
Variationsproblemes und ist insofern eine spezielle partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung, als in ihr die Unbekannte ¢ 
nicht explizit auftritt (sondern nur ihre Ableitungen z,, z,). 

Es gilt auch umgekehrt: Ist U(a, y) eine Lésung von (111), 
so ist U(a, y) = const. die Schar der Transversalen eines Ex- 
tremalenfeldes. Die Extremalen des Feldes werden gefunden durch 
Auflésung der gewéhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
(vgl. (23) auf S. 634): 


(f(@, Y; y’) i Y' fy (a, Y; y’)) U, (a, y) ar fy (2, Y, y’) U,(2, y) =O; 


Ist U(x, y, c) eine Lésung von (111), die eine willktirliche 
Konstante ¢ enthilt, so ist U,(z, y,¢c) = const. (falls sich nicht 
die linke Seite auf eine Konstante reduziert) die zweiparametrige 
Schar der Extremalen unseres Variationsproblemes. 

Handelt es sich um das Lagrangesche Problem, so ist die 
Indikatrix gegeben durch (wenn wir auch hier den festgehaltenen 
Punkt 2, y,...,Y, nicht anschreiben und p, statt y, schreiben): 


LS f(P vary Di) 9) (py, be'ey Pn) == 0) (9=1;2)..4m). 
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Die Legendresche Transformation lautet hier (wenn wir 
von der auf §. 658 eingefiihrten Bezeichnungsweise Gebrauch 


machen) : 


g—= F,, (4, Y; P, a), al cae oS (v Se Y; Ps i)). 


Ce | 
Sie fiihrt die Indikatrix tiber in: 
iy) H(a, YW Uae 4 Ynd G1 Oe ) In)» 


wobei die Funktion H gefunden wird, indem man aus den 


nm Gleichungen g;=F,,,; und den m Bedingungsgleichungen 
Fyn49= 0 (vgl. (82a) auf S. 658) py, .--5 Pay ayy +++) 4m als 
Funktionen von 2, 91, +++) Yq %1y---1 J, ausrechnet (es ist dabei 


vorausgesetzt, daB die Determinante (83) nicht verschwindet) 

und in — (F — Y p;F,, einsetzt. Die Differentialgleichungen 
i=1 

(80) und (77) der Extremalen gehen dann iiber in das kano- 

nische System: 


dy; aq; : 
y = H,,(#, Y, )3 a Y, GQ).  @=1,2,--) 


ee) dx x 


Die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung 
lautet hier: 


(113) Bpietcn tt (By Bye meta le om sia ty) =. 


Ist U(x, y,,+. +) ¥,) = const. die durch (99a) (S. 665) 
gegebene Schar der Transversalfldichen eines Mayerschen Feldes, 
so geniigt U der Gleichung (113); umgekehrt: ist U eine Lésung 
von (113), so ist U=const. die Schar der Transversalfldchen 
eines Mayerschen Feldes. 

Nunmehr handle es sich um das zu Beginn von § 6 de- 
finierte Mayersche Problem. Wir deuten es geometrisch im 
(m+ 2)-dimensionalen Raume 2, Y, Y,,---)Y,- Jede den Glei- 
chungen (75) und (76) gentigende Kurve 


Yo a Yo (x), pe ioe 4S Yn (2) 


heiBe auch hier eine Extremale. Es gehéren zu ihr Multipli- 
katoren 4)(”)...,4,,(x) (die nur bis auf einen konstanten Pro- 
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portionalititsfaktor festgelegt sind). Wir sagen von einer n-para- 
metrigen Schar von Extremalen: sie bildet ein Feld, wenn sie 
eine (m + 1)-dimensionale Fliche y= g(x, y,,...,y,,) Uumseres 
Raumes einfach tiberdeckt; diese Fliche heiSe dann die Feldfliche. 
Wie auf 8.663 kénnen wir in allen Punkten der Feldfliiche 
die Gefillsfunktionen p,(a, Yo, Y, ---> Y,) @=%1,---.2) und die 
Multiplikatorfunktionen 1, (2, Yor Y1r +++ Yn) (@=%1,-+m) des Fel- 
des bilden. Wir setzen nun: 


F (a, Y; y, a) oy A pO(a, ¥,¥). 
e=0 


Wir wollen ein Extremalenfeld ein Mayersches Feld nennen 
(seine Feldfliche eine Mayersche Feldfliche), wenn in jedem 
Punkte seiner Feldfliche fiir alle auf ihr gelegenen Fortschrei- 
tungsrichtungen (dx, dyy,..., dy,) die Gleichung gilt: 


(114) PEC YD, 1) dy; — DPF ye yp, Idx = 0, 


wo unter p und / die Gefills- und Multiplikatorfunktionen des 
Feldes zu verstehen sind. Die von einem Punkte des Raumes 
ausgehende -parametrige Extremalenschar bildet (in einem ge- 
wissen Bereiche) ein solches Mayersches Feld. 

Ist V(a, Yo, +--+) Yn) = O eine Mayersche Feldfliche, so mu& 
wegen (114) gelten: 


Indem man, dhnlich wie beim Lagrangeschen Probleme, 
aus (115) und den Gleichungen (75) die p, und /, eliminiert, 
erkennt man: Ist V = 0 eine Mayersche Feldflache, so geniigt 
die Funktion V einer partiellen Differentialgleichung: 


(116) Ven Bos easy sin Nye ooo Vy) =.0s 


deren linke Seite in den partiellen Ableitungen von V homogen 
von erster Ordnung ist. Daraus folgert man weiter: Stellt man 
eine Mayersche Feldflache in der Form dar: 


(117) Voi U(a, Yyy oy Yn)» 
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so geniigt die Funktion U einer partiellen Differential gleichung 
erster Ordnung: 


(118) Wa ay «vey Ya Py Par yg 0h By) RO 5 


umgekehrt: ist U eine Lisung dieser Gleichung, so stellt (117) 
eine Mayersche Feldfliche dar. 


Die partielle Differentialgleichung (118) heiBt die Hamilton- 
Jacobische Gleichung unseres Mayerschen Variationsproblems; 
sie ist nicht mehr spezialisiert, insofern in ihr die unbekannte 
Funktion ¢ explizit auftreten kann. 


Jede partielle Differentialgleichung der Gestalt (118) ist 
(sofern sie nicht linear-homogenen Gleichungen aquivalent ist) 
Hamilton-Jacobische Gleichung eines Mayerschen Variations- 
problemes. Vgl. hierzu A. Kneser, Jahresber. Math.-Ver. 24, 
123,(1915). 


§ 8. Doppelintegrale. 


Unter den Problemen der Variationsrechnung, die sich mit 
mehrfachen Integralen beschiftigen, ist das einfachste das 
folgende: 


Eine Funktion z(z, y) zu bestimmen, die entlang einer 
reguliren, geschlossenen, doppelpunktlosen Kurve C der xy- 
Ebene vorgeschriebene Werte annimmt, und dem iiber das von 
C begrenzte Gebiet erstreckten Doppelintegrale: 


(119) LF £@, 9s #, &as % andy, 


(wo 2,5 z, die Ableitungen von z nach x und y bedeuten) einen 
kleineren (gréBeren) Wert erteilt, als jede andere der Ungleichung 
|2—2z|< gentigende (o eine geeignete, hinlinglich kleine 
Konstante), entlang C dieselben Werte annehmende Funktion 
#(2, y). 

Betrachtet man die’ Schar e(a#, y) + f(z, y), wo (a, y) 
entlang C den Wert Null habe, und bezeichnet mit J(e) den 
Wert, den eine dieser Funktionen dem Integrale erteilt, so kann 
man dJ, 0°J definieren wie in § 1. Man erhilt: 


(120) OT =fP E+ fb + hye, 4edy, 
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oder durch partielle Integration: 


(121) ore f f(.-Zr, —<f, )ededy, 


woraus man entnimmt: 


Damit die Funktion z(x,y) das Integral (119) zu einem 
Minimum (Maximum) mache, ist notwendig, dag sie der par- 
tiellen Differentialgleichung 2. Ordnung geniigt: 


0 6 
(122) ae ae 


= 0, 
die, wenn die angedeuteten Differentiationen ausgefiihrt werden, 
lautet: 
(123) i's ees ysy Lm a, fey ey 

ia be §, %axo 2h, eny fiyey yy = 0. 
Diese notwendige Bedingung wurde zuerst von Lagrange her- 
geleitet (1760; Giwres 1, 356); es ist dabei vorausgesetzt, daB 
die gesuchte Liésung 2 zweimal stetig differenzierbar ist; es kann 
aber auch noch andere Lisungen geben, die nicht zweimal stetig 
differenzierbar sind und nicht der Gleichung (1 23) gentigen: 
J. Hadamard, C. R. 144, 1092 (1907); L. Lichtenstein, 
Math. Ann. 69, 514 (1910) (vgl. auch Bull. Crac. 1912, 915). 
Vgl. hierzu A. aoe J. f. Math. 149, 1 (1919). Geniigt 'a(a, y) 
der Gleichung (123), so heiBt die Fliche z = <(a,y) eine Ea- 
tremale unseres Variationsproblems. 

Mit der ersten Variation fiir den Fall, daB die Vergleichs- 
flichen nicht dieselbe Randkurve haben (so da € nicht entlang C 
verschwindet) beschiftigten sich zuerst Gauss (1833; Werke 5, 
60) und Poisson (Mém. Acad. Sc. Paris (2) 12 (18383), 294), 

Mit der zweiten Variation von Doppelintegralen beschif- 
tigte sich zuerst V. Brunacci, Mém. ist. naz. ital. 2 (1810), 
121. Von spateren Arbeiten seien genannt: A. Clebsch, J. f. 
Math. 55, 270 (1858); 56, 122 (1859); J. Hadamard, Bul. 
soc. math. 30, 253 (1902); 338, 73 (1905). 

Die notwendige Bedingung von Legendre verlangt hier, 
daB auf der Extremale z¢ = a(a, y) die Ungleichung gelte: 


(124) ¢ ate pal = 


Pascal, Repertorium, I. 2, 2. Aufl. 43 


‘gol Ay ty Gn ty 
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Sie werde in der scharferen Form: 
Oe: 2 
P sgtglsy zy Fa) a 0 
als erfiillt vorausgesetzt, 
Die zur Extremale z = z(x,y) gehérige Jacobische Glet- 
chung lautet: 


(125) Pageg Me t fagegy) + yj Pagan + faye") 


+ W(t, + Folie — fe.) = 9- 


Die notwendige Bedingung von Jacobi lautet: Damit eine 
Extremale ein (starkes oder schwaches) Minimum (Maximum) 
liefere, ist notwendig, daB die lineare partielle Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung fiir u, die aus (125) entsteht, indem 
der Koeffizient von u mit dem Parameter 4 multipliziert wird, 
fir 0<1<1 keine auf der Kurve C verschwindende Lisung 
besitze (auBer der trivialen Liésung w= 0): Nuéheres hiertiber: 
L. Lichtenstein, Ber. Berl. math. Ges. 14, 119 (1915); Monatsh. 
Math. u. Phys. 28, 3 (1917); Math. Zeitschr. 5, 26 (1919). Uber 
die Jacobische Bedingung vgl. auch A. Sommerfeld, Jahresber. 
Math.-Ver. 8, 188 (1900). 

Die E-Funktion lautet hier: 


E(a, Y, a, 2 xy ey Pp, q) SS f(a, Y; &,y Pp, qd) aa f(a, Y, z, pe) my) 


126 S ~ 
\ ) APs (p ai yt s,s Y, 2 Fay £y) as (q— ey) fe, Ys & Za, fy) , 


Das Analogon der notwendigen Bedingung von Weierstra8 
wurde bewiesen von HE. E. Levi (Rom Rend. Linc. 24,, 353 (1905)). 
Mit der Aufsuchung hinreichender Bedingungen nach der Methode 
von Weierstra8 oder mit der Ubertragung des Unabhingigkeits- 
satzes beschiftigen sich: G. Kobb, Acta math. 16, 65 (1892); 
D. Hilbert, Gott. Nachr. 1900, 295; Math. Ann. 62, 361 
(1906); J. Radon, Monatsh. 22,53 (1911); K. Boehm, Math. . 
Ann. 83, 149 (1921). Wegen Existenz eines Feldes vgl. 
L. Lichtenstein, Monatsh. 28, 18 (1917). 

In der genannten Arbeit von Radon, sowie bei G. Vivanti, 
Rend. Palermo 33, 268 (1910) (s. auch Ann. di mat. (3) 20, 
49 (1913)) wird gezeigt, daB der Wert des m-fachen Integrales 
in Parameterdarstellung: 


1p . (2 (a at) du, eee du, (¢=0,1,..., "3 k=1,2,...,n) 
ke 


¢ 
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dann und nur dann von der Wahl der Parameter unabhingig 
ist, wenn @ die Form hat: 


0x; 
@ (2, oa etl ee en day yan eng a 


wo unter p, die Determinante verstanden ist: 
p= (— 1)*|,— i ae eae praen  Gdet CO 
k | 


‘ 
und F’ positiv-homogen (8. 638) in den Variablen po, P,,-. +P, ist. 
Ein dem Osgoodschen Satze (S. 637) analoger Satz gilt fir 
mehrfache Integrale nicht; vgl. hiertiber G. Fubini, Rom. Rend. 
Line. (5), 19,, 448 (1910). 
Hat das Integral (106) speziell die Form: 


(127) Sfleo + ©) Jdaxdy , 


so reduziert sich die Gleichung (109) auf die Laplacesche 
Gleichung: 
(128) Al == tt 2 Oe 


Aus der Tatsache, daB das Integral (127) wesentlich positiv 
ist, glaubte man schlieBen zu kénnen, es miisse unter allen 
Funktionen z(x,y), die auf C vorgeschriebene Werte annehmen, 
eine das Integral zu einem Minimum machen. Da sie dann 
notwendig der Gleichung (128) geniigen miiBte, wire hiermit 
die Existenz einer Lésung von (128) erwiesen, die auf C vor- 
geschriebene Werte annimmt. (Vgl. iiber dieses Problem Kap. XV, 
§ 13). Diese SchluBweise wird als Dirichletsches Prinzip be- 
zeichnet; sie findet sich aber schon bei GauB (1840; Werke 5, 
232 = Ostwalds Klassiker Nr. 2, 41); ferner bei W. Thom- 
son (1847; Papers on Electr. and Magn. 143); wichtige An- 
wendungen auf die Funktionentheorie (s. Kap. XV, § 13, 8. 742) 
macht davon B. Riemann (Diss. (1851)), Art. 16 = Werke, 30; 
J. f. Math. 54, 111 (1857) = Werke, 90). Auf die Unzulinglichkeit 
dieser SchluBweise hat WeierstraB hingewiesen (Werke 2, 49). 
Jedenfalls aber haben alle Werte, deren das Integral (127) tiber- 
haupt fahig ist, wenn darin fir 2 eine auf C die vorgeschriebenen 
Werte annehmende Funktion eingesetzt wird, eine untere Grenze 
Jo. Es gibt also eine Folge von Funktionen: 


£,(@, Y), 2(%, Yr ++ PALEY), 


2 
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die auf C die vorgeschriebenen Werte annehmen und so beschaf- 
fen sind, daB, wenn mit J, der Wert bezeichnet wird, den die 
Funktion z, dem Integrale (127) erteilt, a5 J, = J, ward. 


Kine solche Funktionenfolge heiBt eine Minimalfolge. Im all- 
gemeinen wird eine solche Minimalfolge keineswegs konvergent 
sein, noch auch wird sich aus ihr eine konvergente Teilfolge 
orausererfen lassen. Wohl aber 148t sich eine Minimalfolge in 
verschiedener Weise in eine Folge von Funktionen £,( 2 y) trans- 
formieren, die gleichfalls auf C die vorgeschriebenen Werte an- 
nehmen, die gleichfalls dem Integral (127) gegen Jy konver- 
gierende Werte erteilen und gleichmaéBig gegen eine zweimal 
stetig differenzierbare Grenzfunktion z(x,y) konvergieren, die 
nun notwendig dem Integral (127) den Wert Jy erteilt, somit 
die gesuchte Minimalfunktion ist und tatsichlich eine Lésung 
der Gleichung (128) darstellt, die auf C die vorgeschriebenen 
Randwerte hat. 

Zum erstenmale wurde durch Betrachtungen solcher Art 
die Existenz der Minimalfunktion nachgewiesen von D. Hilbert, 
Uber das Dirichletsche Princip, Berlin 1901 = Math. Awe 
59, 161 (1904); sodann B. Levi, Rend. Pal. 22, 293 (1906); 
G. Fubini, Rend. Pal. 23, 58 (1907); H. Lebesgue, Rend. 
Pal. 24, 1 (1907); R. Courant, Math. Ann. 72, 517 (1912); J. 7. 
Math, 144, 190 (1914). Hin kurzes Referat: G. Fubini, Ann. 
di mat. (3) 15, 121 (1908). Ein besonders einfaches Verfahren, um 
von einer Minimalfolge zur gesuchten Minimalfunktion (2, y) zu 
gelangen, hat St. Zaremba angegeben (Bull. Cracov.. 1909, 
197; s. auch G. Fubini, Rom. Rend. Linc. (5), 19,, 796 (1910)): 
Man lege um jeden innerhalb der Kurve C gelegenen Punkt 
(a, y) einen innerhalb von C liegenden Kreis, und bezeichne mit 
z,(x,y) den Mittelwert von z, auf der Peripherie dieses Kreises; 
dann ist 


lim z,(@, y) = 2(a, y). 


Nach anderen Methoden behandelt dhnliche Minimumsaufgaben: 
W. Ritz, J. f. Math. 185, 1 (1909). Vel. hierzu R. Courant, 
Math. Ann. 85, 320 (1922). 

Mit der Legentircschen Transformation und der Hamilton- 
Jacobischen Theorie fiir Doppelintegrale befassen sich: V. Vol- 
terra, Rend. Linc. (4) 6,, 43 (1897); G. Prange, Gétt. Diss. | 
1915; C. Carathéodory, Math. Ann 85, 78; 85, 272 (1923). | 
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Das Newtonsche Problem. Zwei gegebene Punkte der 
ay-Ebene (die beide in der Halbebene y > 0 liegen) so durch 
einen Kurvenbogen zu verbinden, da8 die Mantelflache des durch 
Rotation dieses Bogens um die «-Achse entstehenden Kérpers, in 
Richtung der negativen x Achse in einem widerstehenden Mittel 
mit gegebener Geschwindigkeit bewegt, einen méglichst geringen 
Widerstand erleidet. 

Das zu einem Minimum zu machende Integral (der Wider- 
stand) wird angesetzt in der Form: 


2 dy 3 dy 3 
ioe a Ape J: ‘(e) ie she + a 
(Gz) > Ge) 1+ (35) 1+ (a) 


Diejenigen seiner Extremalen, auf welchen > 0 ist, sind (in 
Parameterdarstellung, wobei der Parameter g den Reziprokwert 
des Richtungskoeffizienten = bedeutet, ¢ und ¢ willkiirliche 
Konstante sind): 

a=c(g?4+ 2q!— logg) + ¢ 


mete (hig) a) 
ae TEs 9s 


Sie haben fiir g = Se Riickkehrpunkte; ein den Riickkehr- 


punkt nicht enthaltender Extremalenbogen liefert ein schwaches 
Minimum oder Maximum, je nachdem g?>4 oder g? <4; 
hingegen liefert kein Extremalenbogen ein starkes Minimum 
oder Maximum (zuerst bemerkt von Legendre, Mém. acad. Sc. 
Paris 1786; § 6; Ostwalds Klassiker Nr. 47, 70). Wohl aber 
liefert jeder HExtremalenbogen auf dem g> 1 ist, ein Mini- 
mum gegeniiber allen Vergleichskurven, auf denen Abszisse 
und Ordinate niemals abnehmen. Ein Minimum im eben ge- 
nannten Sinne wird auch geliefert durch ein Stiick einer zur 
y-Achse parallelen Geraden und einen unter einem Winkel von 
45° sich anschlieBenden Extremalenbogen (mit g > 1). Ein Punkt 
der z-Achse kann mit einem rechts von ihm liegenden Punkte 
der Halbebene y >O auf eine und nur eine Weise durch einen 


678 Kapitel XIV. Variationsrechnung, 


solchen Kurvenzug verbunden werden; dieser Kurvenzug liefert 
ein Minimum gegeniiber allen ganz in der Halbebene y > 0 ver- 
laufenden Vergleichskurven gleichen Anfangs- und Endpunktes, 
auf denen Abszisse und Ordinate niemals abnehmen. 

Dieses Problem wurde von Newton behandelt im Jahre 
1686 (Princ. phil. nat. Buch II, Sect. VIL, Prop. 34; vgl. auch 
O. Bolza, Bibl. math. (3) 18, 146 (1912)) und ist das dlteste 
Problem der Variationsrechnung. Ausfiihrliche Darstellung in 
Bolzas Vorl. 407. Hine Bibliographie dieses Problemes: 
M. Lecat, Interméd. 23, 81 (1906); 26, 82 (1909). Durch- 
fiihrung des Problems mit anderen Ansitzen fiir den Widerstand: 
E. J. Miles, Am. Bull. (2) 19,1 (1913). 


Das Problem der Brachistochrone. Die Kurve zu finden, 
lings deren fallend ein nur der Schwerkraft unterworfener 
materieller Punkt von gegebener Anfangsgeschwindigkeit v am 
raschesten vom Punkte (x,, y,, 2,) zum Punkte (a2, Y2, 22.) gelangt. 

Das zu einem Minimum zu machende Integral ist (in 
Parameterdarstellung, wenn g die Beschleunigung der Schwere 
bedeutet und die z-Achse vertikal nach abwirts gerichtet ist): 


Vea ae 
Vor t2g@— 4%) 


seine Extremalen sind in vertikalen Ebenen verlaufende Zykloiden 
von horizontaler Basis. Die Extremalenbégen liefern, sofern sie 
keinen Riickkehrpunkt enthalten, starke Minima. Extremalenbiégen, 
die einen Riickkehrpunkt enthalten, liefern kein Extremum; siehe 
H. Hancock, Lectures 99 (nach Vorlesungen von H. A. Schwarz). 

Ist der Endpunkt der gesuchten Kurve nicht vorgeschrieben, 
sondern nur der Bedingung unterworfen, auf einer gegebenen 
Kurve C der vertikalen Ebene zu liegen, so muB, wenn die 
Extremale ein Minimum liefern soll, die Tangente an die Kurve C 
im Endpunkte der Extremale senkrecht stehen auf der Tangente 
an die Extremale in ihrem Anfangspunkte. (Dies wurde von 
J. Ch. de Borda gefunden (1767), nachdem Lagrange eine 
falsche Bedingung angegeben hatte). 

Uber die Méglichkeit, durch zwei gegebene Punkte eine 
Extremale zu legen vgl. O. Bolza, Am. Bull. (2) 10, 185 (1904) 
und E. H. Moore, Am. Bull. (2) 10, 337 (1904). 

An das Problem der Brachistochrone kniipfte die Entwick- | 
lung der Variationsrechnung an. Es wurde von Johann Ber- 
noulli in den Acta Erud. Juni 1696 gestellt; er selbst (Acta 


§ 9. Spezielle Probleme. 679 


Erud. Mai 1697), sowie sein Bruder Jacob Bernoulli (ebenda) 
gaben bald darauf Lisungen. (In deutscher Ubersetzung von 
Paul Stickel in Ostwalds Klass. Nr. 46.) Uber die von 
Joh. Bernoulli verwendete Methode vgl. 0. Carathéodory, 
Gott. Diss. (1904), 63, Gott. Nachr. 1905, 83, sowie Rend. Pal. 
25, 36 (1908), wo diese Methode allgemein auf das einfachste Pro- 
blem der Variationsrechnung angewendet und gezeigt wird, daB 
sie in manchen Fallen vor der in § 1 auseinandergesetzten 
Methode gewisse Vorteile hat. 

Uber Brachistochronen auf einer vorgegebenen Fliche (oder 
in einer beliebigen mehrdimensionalen Mannigfaltigkeit) vgl. G. 
Pick, Wien. Ber. 120, 257 (1911); Ph. Frank, Wien. Ber. 
123, 665 (1912); J. Lipke, Am. Trams. 13, 77 (1912). 

Wird angenommen, der Punkt erleide bei seinem Falle einen 
Widerstand, der eine gegebene Funktion der Geschwindigkeit 
ist, so wird man auf ein Problem mit Nebenbedingung (wie 
sie in § 6 behandelt wurden) gefiihrt: Lagrange, Huwvres 10, 
440; Euler, Meth. inven. Kap. Ill, art. 46; Kap. V, art. 66. 
J. N. Haton de la Goupilligre Mém. Sav. Etr. 2%, Nr. 4. 
G. Vivanti, El. d. calc. d. var. 148, 267. 

Hs sei hier noch folgendes Problem von Maxwell (Scientific 
Papers 2, 310) erwihnt, das auch C. Carathéodory behandelt 
(Rend. Pal. 25, 47 (1908). Auf eine horizontale Ebene sei 
eine Halbkugel aufgestellt, auf der sich ein Punkt bewegt; seine 
Geschwindigkeit sei proportional der dritten Potenz des Kosinus 
des Neigungswinkels seiner Bahn gegen die Horizontale; auf 
welchem Wege kommt er am raschesten von der Basis der Halb- 
kugel zum héchsten Punkt? 

Klemste Rotationsfliche: Zwei Punkte der xy-Ebene durch 
einen ganz auf einer Seite der x-Achse liegenden Kurvenbogen 
zu verbinden, derart, daB die durch Rotation dieses Kurven- 
bogens um die «x-Achse entstehende Flaiche méglichst kleinen 
Inhalt hat. 

Das zu einem Minimum zu machende Integral ist 


Lyx? + yt. 


Die Extremalen sind Kettenlinien, deren Symmetrieachse zur 
y-Achse parallel ist. Ist auf einer solchen Kettenlinie der Punkt 
“@y, Yq) zum Punkt (2,, y,) konjugiert, so schneiden sich die 
Tangenten in diesen Punkten auf der x-Achse (L. Lindeléf, 
Math. Ann. 2, 160(1870). Verallgemeinerungen: L.Bianchi, Rom. 
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Rend. Line. (5) 19,, 705 (1910); 0. Bolza, Am. Bull. (2) 18, 
107 (1912)). Hin Extremalenbogen, der den zum Anfangspunkt 
konjugierten Punkt nicht enthilt, liefert em starkes Minimum. 
Uber die Moglichkeit, durch zwei gegebene Punkte eine Ex- 
tremale zu legen, s. Hancock, Lectures, Chap. Ill. 

Auch die aus den drei Geradenstiicken 2 = 2,(y, > y = 0); 
y =0 (#,<a<a%); c= a,(0<y<yg) bestehende Kurve liefert 
eine Lisung des Problems: sie erteilt dem Integrale einen klei- 
neren Wert als alle anderen hinlinglich benachbarten Kurven, 
die ganz in der Halbebene y > 0 verbleiben und die Punkte 
(x,,Y,) und (a, ¥,) verbinden (zuerst bemerkt von C. W. B. 
Goldschmidt, Determinatio superficie: etc., Géttingen 1831). 
Vgl. hieriiber, sowie tiber die Frage nach dem absoluten Mini- 
mum H. F. Mac Neish, Ann. of math. (2) 7, 65 (1905) un 
M. E. Sinclair, Ann. of math. (2) 9, 151 (1907). 

Die Probleme der Brachistochrone und der kleinsten Ro- 
tationsfliche sind (bei Darstellung durch x als unabhingige Ver- 
anderliche) Spezialfille der schon von Euler (Meth. inv. Cap. I, 


art. 35) behandelten Aufgabe, das Integral fy Vity?@dz m 
einem Minimum zu machen, mit der sich neuerdings A. Wi- 
man, Arch. Math. Phys. (3) 18, 41 (1908) und L. Bianchi, 
Rom. Rend. Line. (5) 19,, 705 (1910) beschaftigt haben. 

Das isoperimetrische Problem im engeren Sinne. Durch 
zwei Punkte eine Kurve von gegebener Linge zu legen, so daB 
die von dieser Kurve und der geraden Verbindungsstrecke der 
beiden Punkte eingeschlossene Fliche gréBer wird, als fiir jede 
andere dieselben Punkte verbindende Kurve gleicher Linge. Die 
gesuchte Kurve ist ein Kreisbogen. — Ebenso umschlie8t unter 
allen geschlossenen Kurven gleicher Linge der Kreis den griéB- 
ten Flicheninhalt. 

Diese Maximaleigenschaft des Kreises ist seit dem Alter- 
tum bekannt und wurde auch oft nach anderen Methoden, als 
denen der Variationsrechnung behandelt; wir nennen z. B. 
C. Carathéodory und E. Study, Math. Ann. 68, 137 (1910). 
W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916. 

Von dieser speziellen Aufgabe haben die in § 5 behandelten 
allgemeineren Aufgaben den Namen isoperimetrische Probleme 
erhalten. —- Sind in obiger Aufgabe die Endpunkte nicht ge- 
geben, sondern sollen sie nur auf gegebenen Kurven liegen, 
(Problem der Dido), so mu8, damit ein Minimum stattfindet, 
der Kreis auf beiden Kurven senkrecht stehen. Vgl. A.Kneser, Math. 
Ann. 56, 169 (1903); A. St.Merrill, Am. Journ. 41, 60 (1919). 
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Glewchgewichtslage eines schweren hingenden Fadens. In 
einer vertikalen Ebene unter allen (mit Masse konstanter Dichte 
belegten) zwei gegebene Punkte verbindenden Kurven gleicher 
Linge diejenige zu finden, deren Schwerpunkt am tiefsten liegt. 
Die Lisung ist, wie schon den Briidern Bernoulli, Huyghens 
und Leibniz bekannt war, die in der vertikalen Ebene dieser 
beiden Punkte verlaufende Kettenlinie. Vgl. A. Kneser, J. f. 
Math, 125, 189 (1903); J. Radon, Wien. Ber. 125, 221 (1916). 
Auf diese Aufgabe liBt sich (P. Stickel in Ostwalds Klass. Nr. 
46, 142) vermége der Guldinschen Regel auch die folgende 
Aufgabe (Euler, Meth. inv. Cap. V, art. 47) zuriickfiihren: Unter 
allen, zwei gegebene Punkte einer Ebene verbindenden Kurven 
gleicher Linge diejenige zu finden, die bei Rotation um eine 
Achse die kleinste (gréSte) Rotationsfliche erzeugt. 

Rotationskérper griépter Anziehung. Unter allen homogenen 
Rotationskérpern gegebener Masse denjenigen zu finden, der auf 
einen im DurchstoBpunkte seiner Achse mit seiner Oberfliche 
befindlichen Massenpunkt (nach dem Newtonschen Gesetz) die 
gr6Bte Anziehung ausiibt. Es ergibt sich als Gleichung der 
Meridiankurve in Polarkoordinaten (mit dem Massenpunkt als 
Pol und der Rotationsachse als Achse): r = a-Voos. Die 
Lésung war Gau8 bekannt (vgl. Werke 5, 31); ausfiihrliche 
Behandlung: N. R. Wilson, Trans. Soc. Canada (3) 1, 49 
(1907). 

Beispiele, bei denen héhere Ableitungen im Integranden 
vorkommen (§ 5), sind die beiden folgenden: 

Den Kurvenbogen von vorgeschriebenen Endpunkten und 
Endtangenten zu finden, welcher mit den Normalen seiner End- 
punkte und seiner Evolute eine médglichst kleine Fliche um- 
schlieBt. Man erhilt als Liésung Zykloidenbiégen. (Zuerst von 
Euler behandelt: Meth. inv. Cap. II, art. 51.) Vgl. iiber diese 
Aufgabe, und eine, gleichfalls schon bei Euler (a. a. O. art. 52) 
vorkommende Verallgemeinerung derselben: J. Radon, Wien. 
Ber. 119, 1317 (1912); s. auch E. J. Miles, Ann. of math. 
(2) 14,14 (1912). 

Gleichgewichtslage einer elastischen Feder (Euler, Meth. 
inv., Additamentum I). Unter allen Kurvenbégen gegebener 
Linge von gegebenen Endpunkten und Endtangenten diejenige 
zu finden, fiir welche das iiber die Kurve erstreckte Integral des 


: d : 
reziproken Quadrates des Kriimmungsradius: if Z (potentieile 
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Energie) ein Minimum wird. Man findet die sog. elastische 
Kurve. 

Es seien noch zwei (isoperimetrische) Probleme erwihnt, 
die gleichfalls auf die elastische Kurve als Extremalen fihren: 
Unter allen zwei gegebene Punkte einer Ebene verbindenden 
Kurvenbégen yon gegebener Linge denjenigen zu finden, der 
bei Rotation um eine gegebene Achse den Rotationskérper 
gréBten Volumens erzeugt (Euler, Meth. inv. Cap. V, art. 46; 
L. Koschmieder, Diss. Breslau 1913, 73). —- Unter allen zwei 
gegebene Punkte einer Ebene verbindenden Kurvenbégen von ge- 
gebener Linge, die mit der w-Achse und den Ordinaten in den 
Endpunkten eine Fliche von gegebenem Inhalt einschlieBen, den- 
jenigen zu finden, der bei Rotation um die x-Achse einen Ro- 
tationskérper von méglichst kleinem (gro8em) Volumen erzeugt. 
(Euler, Meth. inv. Cap. VI, art. 22; es ist dies ein Problem mit 
zwei isoperimetrischen Bedingungen). 

Es sei noch bemerkt, da8 nach J. Radon die Extremalen 


jedes riumlichen Variationsproblemes der Gestalt fc g(k)ds, wo 


s die Bogenlinge, & die Kriimmung bedeutet, durch Quadraturen 
gefunden werden kénnen. Vgl. W. Blaschke, Vorl. tiber Diffe- 
rentialgeometrie I, §§ 23, 24. 

Hin isoperimetrisches Problem singuliren Charakters ist das 
Problem von Vieille: Zwei parallele Ebenen durch eine Kurve 
gegebener Linge zu verbinden, deren Projektion in diese Ebenen 
gréBtmigliche Linge hat (vgl. Hadamard, Lecons 272). Hin 
éhnliches Problem hat C. Carathéodory behandelt (Diss. Gét- 
tingen 50 (1904)): Zwei Punkte einer Ebene durch eine Kurve 
gegebener Liinge so zu verbinden, daB die Projektion dieser 
Kurve auf eine gegebene, die Ebene beriihrende Kugel gréBt- 
oder kleinst-mégliche Linge hat. Vgl. G. Vivanti, El. d. cale. 
d. var. 93, 235. 

Kin Lagrangesches Problem (§ 6) ist, wie schon erwihnt, 
das Problem der Brachistochrone im widerstehenden Mittel. Hin 
anderes ist das folgende (Problem von Delaunay, J. éc. polyt. 17, 
cah. 29, 97 (1912)): Unter allen zwei gegebene Raumpunkte ver- 
bindenden Kurven von konstanter Kriimmung die kiirzeste zu 
finden; es sei verwiesen auf O. Venske, Gdétt. Diss. 1891. 
Hierzu vgl. auch W. Blaschke, Vorl. siber Differentialgeometrie I, 
§§ 28—31, § 55. G. Vivanti, El. d. cale. d. var. 144. 

Auf ein Mayersches Problem fihrt eine Aufgabe: in einem 
widerstehenden Mittel zwei Punkte P, und P, so durch eine 
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Kurve zu verbinden, da8 ein entlang dieser Kurve fallender 
Punkt, der von P, mit gegebener Geschwindigkeit ausgeht, in 
FP, mit gréBtméglicher Geschwindigkeit ankommt. Vgl. Hada- 
mard, Lecons 256. 

Ein wichtiges Beispiel eines isoperimetrischen Problemes 
fiir Doppelintegrale ist das folgende: Unter allen geschlossenen 
Flachen, die ein gegebenes Volumen einschlieBen, diejenige von 
kleinster QOberfliiche zu finden. Als Lisung ergibt sich die 
Kugel. Siehe H. A. Schwarz, Ges. Abh. 2, 237; J. O. Miller, 
Diss. Gott. 1903; L. Tonelli, Rend. Pal. 39, 109 (1915); W. 
Gross, Monatsh. f. Math. u. Phys. 28,77 (1917); W. Blaschke, 
Kreis und Kugel. Vgl. auch H. Minkowski (Math. Ann. 57, 
447 = Ges. Abh. 2, 230). 

Von besonderem Interesse ist das folgende isoperimetrische 
_ Problem fiir Doppelintegrale: das Integral (127) zu einem Mini- 
mum zu machen unter der Nebenbedingung 


fe@dady = 1. 


Fiir die Extremalen ergibt sich die partielle Differentialgleichung 
der schwingenden Membran: 


(129) Az+tize=0. 


Uber den Zusammenhang dieses Variationsproblems mit der Theorie 
der Higenwerte und Higenlésungen der Gleichung (129) und tiber 
verwandte allgemeinere Probleme vgl. R. Courant, Math. Zeitschr. 
7, 1 (1920); Math. Ann. 85, 280 (1922). 

Allgemeine Behandlung von isoperimetrischen Problemen 
fiir Doppelintegrale: G. Kobb, Acta math. 17, 321 (1893); 
W. Gro8B, Monatsh. f. Math. u. Phys. 28, 77 (1917). 

Uber die Probleme der geoditischen Linien und der Minimal- 
flichen siehe Rep. IT, (S. 1084, 1109). Wegen der Variations- 
prinzipe der Mechanik sei verwiesen auf die Lehrbiicher der 
analytischen Mechanik. 

Viele Beispiele findet man behandelt bei Euler, Methodus 
inveniendi (Lausanne, 1744; in deutscher Ubersetzung von 
P. Stickel in Ostwalds Klass. Nr. 46); ferner bei Moigno- 
Lindeléf, Caleul diff. et integr. 4; Calcul des variations, Paris 
1861; ferner ein Verzeichnis von Beispielen und einschligiger 
Literatur bei Pascal, Calc. dell. var. §§ 30—34. 

Es sei auch noch auf die Umkehrung des Problemes der 
Variationsrechnung verwiesen: zu einer vorgegebenen Differen- 
tialgleichung ein Variationsproblem zu suchen, dessen Huler- 
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Lagrangesche Gleichung sie ist. Vgl. hiertiber: Darboux, 
Surfaces 3, Nr. 604—606; A. Hirsch, Math. Ann. 49, 49 (1897), 
50, 429 (1898); J. Kiirschak, Math. Ann. 60, 157 (1905); 
62, 148 (1906); G. A. Bliss, Amn. of math. (2), 9, 127 (1907). 

Die Aufgabe, alle Integrale zu finden, deren Extremalen 
die Geraden einer Ebene sind, wurde ausfihrlich behandelt von 
G. Hamel, Gdétt. Diss. 1901; Math, Ann. 57, 231 (1903) (da- 
selbst auch Literaturangaben). Die analoge Aufgabe fir Kreise 
hat E. E. Stromquist behandelt (Am. Trams. 7, 175 (1906)), 
fiir die Geraden des Raumes G. Koenigs, C. R. 121, 1122 
(1895). 

Uber die Aufgabe, zu einer vorgegebenen Transversalitits- 
bedingung alle zugehdrigen Variationsprobleme zu finden: C. E. 
Stromquist, Ann. of math. (2), 9,57 (1907), wo speziell auch 
die Aufgabe durchgerechnet ist, alle Variationsprobleme der Form 
dy (a, y, y') dx 2u finden, ftir welche die Transversalitat sich auf 
Orthogonalitat reduziert. 

Beim riumlichen Variationsprobleme in Parameterdarstellung: 


das Integral Jt F(a,y,2,v,y,2¢)dt ma einem Minimum zu 


machen, lautet die Bedingung dafiir, daB die Richtung da: dy: dz 
die Richtung 2’, y’, ¢’ transversal schneide: 


F,(@,y, os) x, y, a) da = F, Aa, Y, 2, wy; z)dy = 
F, (2, Y>%, oe Y; 2“) dz = 0; 


sie ist im allgemeinen nicht symmetrisch in den beiden Rich- 
tungen. W. Blaschke hat gezeigt (Leipz. Ber. 68, 50 (1916); 
Math. Zeitschr. 8, 119 (1920)), daB (bei einem regularen Varia- 
tionsprobleme) die Transversalititsbedingung dann und nur dann 
symmetrisch ist, wenn F’ die Quadratwurzel aus einer quadra- 
tischen Form in x,y’, 2’ ist. 


ae 


Kapitel XV. 


Funktionentheorie. 
Von Gustav Doetsch in Stuttgart. 


I Abschnitt. 
Grundbegriffe. 


§ 1. Die komplexe Zahl. 

Wegen der Definition der komplexen Zahlen und der elemen- 
taren Rechenoperationen mit ihnen wird auf Rep. I,, 8. 11—14, 
verwiesen. 

Hine komplexe Zahl z = x + yi 1&Bt sich in einem ebenen 
rechtwinkligen Koordinatensystem als Punkt mit den Koordina- 
ten 2, y deuten, oder auch als Vektor mit den Komponenten 4, y, 
der vom Nullpunkt zu jenem Punkt hinfihrt. Ist y = 0, so sei 
vereinbart, daB statt z= x + 02 auch einfach z = x geschrieben 
und diese Zahl als gleichbedeutend mit der reellen Zahl x an- 
gesehen werden darf. Ist 0, so kann einfach z= yi ge- 
schrieben werden, und eine solche Zahl heift (rein) imaginir. 
Im Anschlu8 daran nennt man x den reellen, y den imagindren 
Bestandteil von = x + yt, geschrieben: 


ea=Re, y= Xe. 
Es ist stets méglich, eine positive Zahl r und eine reelle Zahl 
g@ so zu bestimmen, da: 
L=rcosgp, y =r sing 
wird. 7 erweist sich als eindeutig: 
= |Ve +e 


und heift der Modul (nach Cauchy) oder der absolute Betray 
von ¢, geschrieben: x =|z| (nach Weierstra8), und bedeutet 
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geometrisch den Abstand des Punktes ¢ vom Nullpunkt. p da- 
gegen ist fir = 0 véllig unbestimmt, im anderen Fall nur bis 
auf ganzzahlige Muitipla von 27 bestimmt durch die Gleichungens 


: sing = * 


s|8 


cos g = 


und stellt sich geometrisch dar durch den mit derselben Viel- 
deutigkeit behafteten Winkel zwischen der positiven Richtung 
der x-Achse und dem Strahl vom Nullpunkt zum Punkte z. 
g heiBt das Argument von z, geschrieben pg = argz oder der 
Arcus von Z, geschrieben m= arcz. Es ist z=r(cosgm +ising). 
y und sind nichts anderes als die Polarkoordinaten des Punktes 2. 

Fir funktionentheoretische Zwecke ist es hiufig giinstig, 
die komplexen Zahlen nicht in einer Ebene, sondern nach Rie- 
mann auf einer Kugel geometrisch zu repriasentieren (bekannt 
geworden ist diese Art der Darstellung zuerst durch C. Neu- 
mann, Vorles. tiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale, 
Leipzig 1865 (4. Vorles.), 2. Aufl. 1884 (3. Kap.), daher auch 
,.Neumannsche Kugel). Man braucht dazu nur die komplexe Ebene 
durch stereographische Projektion auf eine Kugel, diesieim Nullpunkt 
beriihrt, abzubilden, indem man jedem Punkte P der Ebene den 
Punkt P’ der Kugel zuordnet, in dem der Strahl vom Gegenpol V 
des Beriihrungspunktes zu P hin die Kugel schneidet. So gehort zu 
jedem P ein P’; auch das Umgekehrte ist der Fall, bis auf eine 
Ausnahme: Der Punkt P’= WN hat kein Bild in der z-Ebene. 
Nun entspricht einer Schar von Kreisen, die sich auf NV zusammen- 
ziehen, in der Ebene eine Schar von Kreisen, die immer gréBer 
werden. Man legt daher der Ebene noch einen sogenannten ,,wn- 
endlich fernen“ Punkt bei, dem man das Zahlensymbol oo gibt 
und den man dem Punkte N entsprechen 148t; er ist demnach 
als auBerhalh jedes noch so grofen Kreises der z-Ebene liegend 
zu denken. (In der komplexen Ebene hat man es kraft dieser 
Festsetzung also nur mit eimem unendlich fernen Punkt zu tun, 
waihrend man bei der Veranschaulichung der reellen Zahlen auf 
einer Geraden gewdhnlich zwei, + co und — ov, annimmt, eine 
Unterscheidung, die im Komplexen auf der Achse des Reellen 
wegfallt. Die komplexe Zahlenebene ist somit auch eine andere 
als die Ebene der projektiven Geometrie, die aus der gewdhn- 
lichen Ebene durch Hinzunahme von unendlich vielen ,,uneigent- 
lichen“ oder ,,unendlich fernen‘“ Punkten hervorgeht, die auf 
einer Geraden lokalisiert gedacht werden.) 
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§ 2. Mengenlehre. 


Unter einer Punktmenge verstehen wir eine Gesamtheit von 
Punkten in der komplexen Ebene, die durch irgendeine EHigen- 
schaft so charakterisiert ist, daS man von jedem Punkt ent- 
scheiden kann, ob er dazu gehdrt oder nicht. — Hine allen An- 
spriichen gentigende Definition des Mengenbegriffs, d. h. eine 
Zuriickfiihrung auf noch primitivere Begriffe, die die Menge als 
etwas erscheinen lift, worunter die in der Mathematik auf- 
tretenden ,,Mengen“ fallen, stéBt auf groBe Schwierigkeiten; vgl. 
auBer der in Rep. I,, 8.17 und 26 angefiihrten Literatur Weyl, 
Das Kontinuum, Leipzig 1918; Math. Zeitschr. 10 (1921) S. 39 
[S. 66]; Brouwer, Verhandel. Akad. Amsterdam 1918, 1919; 
Math.-Ver. 28 (1920) S. 203; Math. Ann. 93 (1925) S. 244; 
95 (1925) 8.453; Schoenflies, Math. Ann. 83 (1921) 8. 173; 
Russell, Eimf. i. d. math. Philosophie, Miinchen 1923, S. 182; 
Fraenkel, Math. Zeitschr. 22 (1924) S. 250; J. v. Neumann, 
J. f. Math. 154 (1925) S. 219. 

Unter dem Durchschnitt von endlich oder unendlich vielen 


Mengen versteht man die Gesamtheit der ihnen gemeinsamen 
Punkte. 


Eine Menge, die in ein Quadrat von endlicher Seitenlinge 
eingeschlossen werden kann, heiBt beschrdnkt. 

Unter einer Umgebung eines Punktes verstehen wir eine 
Menge, die die Punkte eines Kreises um diesen Punkt als Teil- 
menge enthilt.*) 

Ein Punkt heiBt emnerer Punkt einer Menge, wenn eine 
gewisse Umgebung des Punktes existiert, die ganz zur Menge 
gehort. 

Ein Punkt heiBt Hdufungspunkt einer Menge, wenn jede 
Umgebung des Punktes mindestens einen Punkt der Menge ent- 


halt, der von jenem verschieden ist. — Jede unendliche Menge 
hat mindestens einen Hiufungspunkt (Satz von Weierstra8). 
Dieser braucht nicht zur Menge zu gehiéren. — Die Menge der 


Haufungspunkte heiBt die Ableituwng der urspriinglichen Menge. 
Eine Menge, die ihre Hiufungspunkte enthilt, heiBt ab- 
geschlossen. 


1) Fiir den Punkt oo ist diese Definition folgendermafen zu 
modifizieren: Unter einer Umgebung des Punktes oo versteht man 
eine Menge, die das AuBere eines hinreichend groBen Kreises enthilt. 
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Eine Menge, die einen und nur einen Hiaufungspunkt be- 
sitzt, heiBt konvergent. Der Haufungspunkt selbst heiBt der 
Grenzwert der Zahlen, die durch die Menge reprisentiert wer- 
den. Eine konvergente Menge ist stets abzdéhlbar, d. h. ihre 
Elemente lassen sich eineindeutig den positiven ganzen Zahlen 
zuordnen und daher numerieren: 2,, 2, -°‘*. Ist 2 der Grenz- 
wert, so schreibt man: limz,=z oder z,—»z. Die notwendige 


und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine ,,Folge“ z,, 2, --- 
den Grenzwert ¢ hat, lautet: Jedem positiven (noch so kleinen) 
0 148t sich eine ganze Zahl N gegeniiberstellen derart, daB fiir 
n> N und m> 0: 

| entm = &n | < 6 


ist (allgemeines Konvergenzkriterium). 


Unter einem Gebiet versteht man eine offene, d. h. nur 
aus inneren Punkten bestehende Menge, die zusammenhingend 
ist, d. h. die sich nicht in zwei Mengen mit nur inneren Punk- 
ten zerlegen laBt. Mit dieser letzten Bedingung ist folgende 
Aquivalent: Je zwei Punkte der Menge miissen sich durch einen 
Polygonzug von endlich vielen Seiten verbinden lassen, dessen 
Punkte simtlich zur Menge gehdren; oder auch: Zwischen je 
zwei Punkte der Menge mu8 man endlich viele Kreise, die nur 
Punkte der Menge enthalten, so einschalten kénnen, daB je zwei 
konsekutive sich teilweise tiberdecken, wihrend der erste und 
der letzte jene beiden Punkte zu Mittelpunkten haben. 


Diejenigen Haufungspunkte eines Gebietes, die nicht dazu 
gehéren, bilden seine Begrenzwng oder seinen Rand. — Durch 
‘Hinzurechnung der Begrenzung zu dem Gebiet entsteht eine ab- 
geschlossene Menge, die man einen Bereich nennt. 


In der Literatur werden die Ausdriicke Gebiet und Bereich 
hiufig als gleichbedeutend gebraucht, und zwar sowohl fiir die 
offene als auch fiir die abgeschlossene Menge, wodurch leicht 
MiBverstindnisse entstehen. Um diese zu vermeiden, spricht man, 
solange die obige, von Schoenflies (Entwicklung der Mengen- 


o— 


lehre und ihrer Anwendungen, 1. Halfte, Leipzig und Berlin 1913, — 


8. 24 Anm. 1; vgl. auch Enzykl. TT, Heft 7, S. 899) vorge- 
schlagene Unterscheidung sich nicht durchgesetzt hat, am besten 
von ,0ffenem Gebiet‘t und ,,abgeschlossenem Bereich“. 


Der Abstand zweier Gebiete ist die untere Grenze der Ab- 
stiinde der Punkte des einen Gebietes von denen des anderen. | 
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Unter einem Kontinwum versteht man eine abgeschlossene 
Menge, die nicht in zwei abgeschlossene Mengen zerlegt wer- 
den kann. 

Ein Gebiet heiBt »-fach zusammenhdngend, wenn seine Be- 
grepzung aus » Kontinuen besteht. m kann gleich 0 sein (dann 


Fig. 1. Beispiel eines fiinffach zusammenhingenden Gebietes. 


ist das Gebiet die ganze Ebene inkl. oo) oder gleich 1, 2, usw. 
oder auch unendlich. 

Unter den geometrischen Gebilden, die man anschaulich 
,Kurven nennt, sind fiir die Funktionentheorie die rektifizier- 
baren und die sogenannten Jordankurven besonders wichtig. 

xz = g(t), y = w(t) sei die Gleichung einer Kurve in Para- 
meterform, wo ¢ von é bis Z' variieren soll; m und w seien 
stetige Funktionen. Man schalte zwischen ¢, und 7’ die Werte 


ty ..-,t,_, ein, setze T=—t, und p(t,)—-2,, wt) =y,. 
Dann ist: 


vy=1 


die Linge eines der Kurve einbeschriebenen Polygons. Strebt 
dieser Ausdruck, wenn die Differenzen ¢,—t,_, gegen 0 ab- 
nmehmen und ihre Anzahl demgemi8 wichst, gegen einen be- 
stimmten Wert, unabhingig von der Art des Grenziibergangs, so 
heiBt die Kurve rektifizierbar (Jordan, Cours d’analyse 1, 3° éd., 
Paris 1909, S. 99). Der Grenzwert heiB®t die Ldnge der Kurve. 

Sind g(t) und w(t) stetige Funktionen und haben bei be- 
stimmten x, y die Gleichungen « = (ft), y = w(t) hichstens eine 
gemeinsame Lisung in dem Intervall 4, <t< 7’, so stellt das 
Gleichungspaar x = o(é), y = w(t) eine offene Jordankurve dar. 
Entspricht jedoch den Werten ¢, und 7 und nur diesen derselbe 


Pascal, Repertorium. I.2. 2. Aufl. 44 
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Punkt 2, y, so handelt es sich um eine geschlossene Jordankurve. 
Hine Jordankurve ist also eine offene oder geschlossene stetige, 
doppelpunktlose Kurve (Jordan, Cours damalyse 1, 3° éd., 
1909, S. 90—99). Man kann sie auffassen als eineindeutiges, 
stetiges Abbild einer Strecke bzw. einer Kreisperipherie (Hur- 
witz, Verhandl. d. ersten internat. Math. Kongr. in Ziirich 1897, 
Leipzig 1898, S. 91 [S. 102]). 


Der Fundamentalsatz, der die Verwendbarkeit dieser allge- 
meinen Kurvenklasse gewihrleistet, lautet: Hine geschlossene 
Jordankurve teilt die Ebene in zwei Gebiete, von denen das 
eine (das ,,Innere“) im Endlichen liegt, wahrend das andere (das 
»AuBere“) den Punkt oo enthilt. Jedes der beiden Gebiete hat 
die Jordankurve zur Begrenzung, d. h. das Abbild eines Kreises 
verhaélt sich auch mengentheoretisch zu den Punkten der Ebene 
wie ein Kreis. (Beweis von Jordan, a. a. O., unter Voraus- 
setzung seiner Giiltigkeit fiir Polygone; ein vom Standpunkt der 
Mengenlehre vollkommen befriedigender Beweis von Brouwer, 
Math. Ann. 69 (1910) 8S. 169; s. auch Winternitz, Math. 
Zeitschr. 1 (1918) 8. 329; Pringsheim, Miinch. Ber. 1922, 
8.187; E. Schmidt, Berl. Sitzungsber. 1923, 8. 318; Hartogs, 
Math. Zeitschr. 22 (1925) 8S. 62). 


§ 3. Die Funktion. 


Der allgemeine Funktionsbegriff. 


Denken wir unter z nicht eine bestimmte komplexe Zahl, 
sondern bilden wir die Vorstellung, daB z jedes Individuum 
einer gewissen Menge von komplexen Zahlen, d. h. jeden Punkt 
einer gewissen ebenen Punktmenge bedeuten darf, so nennen wir 
z eine komplexe Variable. 


Haben wir zwei komplexe Variable z=x2-+ yi und 
w=u-+ vi, die wir uns durch Punkte in einer z- oder ry- | 
und einer w- oder wv-Ebene reprisentiert denken wollen, sO. 
heiBt w eine Funktion von 2: 


= f(z), 


wenn zwischen den ¢ und den w ein Zusammenhang besteht in 
der Weise, daB jedem Punkte einer bestimmten z-Menge ein oder 
mehrere oder auch unendlich viele Punkte in der w-Ebene zu- 
geordnet sind. Demgem&f unterscheidet man eimdeutige, mehr- 
deutige und unendlich vieldeutige Funktionen. Die Funktion heiBt 
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auf der betreffenden z-Menge definiert. Man spricht auch von 
einer Abbildwng der z- auf die w-Ebene und von den Bild- 
punkten eines Punktes z in der w-Ebene. Das Verhiiltnis ist ein 
wechselseitiges, man kann alsbald auch ¢ als Funktion von w 
auffassen. 

Dieser Funktionsbegriff, der seinem Wesen nach auf 
Dirichlet (Repertorium der Physik hrsg. von Dove und Moser 1 
(1837) 8.152 = Werke 1 S. 135 = Ostwalds Klassiker Nr. 116) 
zuruckgeht, wird nicht allgemein anerkannt, sondern erfihrt bei 
den einzelnen Autoren mehr oder weniger starke Hinschrinkungen 
je nach der Art, wie sie die Grundlegung der Mathematik voll- 
ziehen. (Vgl. die S. 687 zitierte Literatur.) 

In der Funktionentheorie, wie sie in diesem Kapitel ver- 
standen wird, liegt das Schwergewicht nicht auf dieser Frage, 
so daB sie ohne ernsteren Schaden beiseite gelassen werden kann. 
Offenbar kommt der Begriff der komplexen Funktion einer kom- 
plexen Variabeln darauf hinaus, da8 man zwei reelle Funktionen 
u, v zweier reeller Variablen x, y betrachtet. Die folgenden De- 
finitionen sollen dazu dienen, diesen sehr allgemeinen Begriff so 
einzuengen, da8 sich inhaltreiche Behauptungen dariiber auf- 
stellen lassen. 

Stetigkeit. 


Die Funktion w = f(z) sei in einem Punkt z und einer 
gewissen Umgebung desselben definiert und eindeutig. f heibt 
dann in 4 stetig, wenn sich jeder positiven Zahl 6 eine positive 
Zahl ¢ gegeniiberstellen laBt, so daB fiir jeden zum Definitions- 
bereich der Funktion gehérigen Punkt ¢ der Kreisfliche |z— z|<e 
die Ungleichung besteht: 

| f(2) — F@)|<9, 
d. h. wenn man jedem (noch so kleinen) Kreis um den Punkt 
Wy = f(%) einen Kreis um 4% zuordnen kann, derart, daB das 
Bild des letzteren Kreises ganz in jenem ersteren liegt. 

Wenn eine Funktion in jedem Punkte eines Gebietes de- 
finiert und stetig ist, so heiBt sie in dem Gebiet stetig. 

Bisweilen wird der Begriff der Stetigkeit auch auf die 
Randpunkte eines Gebietes ausgedehnt. Hier ist die Funktion 
nicht in einer vollen Umgebung des Punktes gegeben, die De- 
finition der Stetigkeit bleibt im iibrigen dieselbe. 

Ist f(z) stetig, so gilt dasselbe auch fiir | f(z)|. 

Ist eine Funktion f(z) in einer Umgebung eines Punktes 
% mit eventueller Ausnahme von 4 definiert und kann man ihr 

44* 
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in 2 einen Wert f, so beilegen, daB sie in @ stetig wird, so 
heiBt f, der Grenzwert oder limes, dem sich die Funktion nahert, 
wenn Zz gegen Z, strebt. Kurz ausgedriickt: 


f(2)—> fy fir 2—> Zp. 


Differenzierbarkeit. 

Ist eine Funktion f(z) in einem Punkte 2 und einer ge- 
wissen Umgebung eindeutig definiert, so heiBt sie in 2 diffe- 
renzierbar, wenn der Differenzenquotient: 

f(z) — f@>) 


zZ—2z, ” 


der eine in jener Umgebung aufer fiir ¢ = z definierte Funk- 
tion von gz ist, fiir z—» 4 einen Grenzwert besitzt, den man 
dann den Differentialquotienten oder die Ableitung von f(z) nennt 


und mit CaN oder f’(Z9) bezeichnet. — Anders ausgedriickt: 


eorerabe cine Zhi f' (9) geben und jedem 0 > 0 sich ein ¢ > O 
derart gegeniiberstellen lassen, daB fir O<|z—2,|<e die 
Ungleichung besteht: 
2)— fe rr \| 
A= 18) _ rel ca. 
(Cauchy, Lecons sur le caleul différentiel, 1829, S. 138 = 
Ciuvres (2) 4 §. 431). 

Wie im Reellen nennt man die Ableitung auch ,,erste Ab- 
leitung’’ und definiert die ,,zweite Ableitung“ als Differential- 
quotienten der ersten usw. 

Fir das Differenzieren gelten wie im Reellen die Regeln: 
Sind f(z) und g(¢) in einem Punkte z und einer gewissen ‘Um- 
gebung eindeutig definiert und ist « eine komplexe Konstante, 


so gilt: d(af) af 
det ide 
d(iftg)_ af , ag 
dz dz— . 
d(f - g) df dg 
de 9 det Fag? 
(7) af ,dg 
g dz dz _ 
i -—  fte gf) +0, 


vorausgesetzt, daB die GréBen auf den rechten Seiten existieren. 
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Ist eine Funktion in einem Punkte differenzierbar, so ist 
sie dort notwendig stetig (aber nicht umgekehrt). 

Kettenregel: Es sei w = f(z) im Punkte 4, differenzier- 
bar. @ sei seinerseits eine Funktion der Variablen £: z=g(), die 
im Punkte & differenzierbar ist, und es sei g({,) = 4%. Dann 
ist die Funktion w = f(g() = F(§) in & und einer gewissen 
Umgebung definiert, in ¢, differenzierbar, und es gilt: 

F’'(S) = f (2) + 9’ (&) + 

Umkehrfunktion: Es sei w=/(z) in einem Gebiet © 
eindeutig definiert, in einem Punkte z, von © differenzierbar 
und f(z) + 0; f(¢) nehme in verschiedenen z-Punkten stets 
auch verschiedene w-Werte an, und die hiernach auf diesen 
w-Punkten eindeutig definierte Umkehrfunktion z= gy (w) sei 
im Punkte w)= f(Z9) stetig. Dann ist z= p(w) in wo diffe- 


renzierbar, und zwar ist g’(w)) = ae (vgl. auch S. 736). 
0 


Die Existenz der Ableitung der komplexen Funktion 
w=f(z) in einem Punkte zieht fir die reellen Funktionen 
u(x,y), v(%,y), die ihren reellen und imaginaren Bestandteil bil- 
den, die Existenz der partiellen Ableitungen 1. Ordnung, sowie 
das Bestehen folgender partieller Differentialgleichungen nach sich: 


Ou av Ou ov 


da Gy? dy Ba’ 
Sie heiBen die Cauchy-Riemannschen Differentialglecchungen . 
(Cauchy, Mémoire sur les intégrales définies (1814) = Guvres (1) 
1S. 319 [S. 338] in etwas allgemeinerer Gestalt; Exercices dana- 
lyse et de physique mathématique 4 (1847) S. 345; Riemann, 
Dissert. 1851 = Werke, 2. Aufl. 1892, 8. 3 [S. 6]. Diese Glei- 
chungen treten hiufig in der mathematischen Physik auf und 
wurden schon lange vor Begriindung der Funktionentheorie be- 
handelt, zuerst von @Alembert, Essai d’une nouvelle méthode 
de la résistance des fluides, Paris 1752; ferner von Euler 1777 
(Nova Acta Petrop. 7,10, 14); vgl. hierzu Stickel, Bibl. Math. 
(3) 1 (1900) S. 109.) 
Die Ableitung von w= (2) 148+ sich durch die Ablei- 
tungen ihrer Komponenten folgendermaBen ausdriicken: 


df ou ov 
Ay ena ape 


(oder auf eine der anderen Arten, die hieraus durch Anwendung 
der Cauchy-Riemannschen Gleichungen folgen). 
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Das bestimmte Integral. 


© sei eine ganz in einem Bereich % verlaufende, stetige 
und rektifizierbare Kurve mit dem Anfangspunkt =a und 
dem Endpunkt z= b. (Durch die Unterscheidung Anfangspunkt 
— Endpunkt soll angedeutet werden, daB auf © ein Richtungs- 
sinn ausgezeichnet ist.) Die Funktion f(z) sei lings © ein- 
deutig definiert. Auf © werden » —1 Teilpunkte z,,...,2,_, 
angenommen und a= 4,b = z, gesetzt, ferner bedeute ¢, einen 
beliebigen Punkt auf dem Kurvenbogen z,_,z,. Hat dann die 


Summe i 
SoG, 
¥=1 


wenn man die Unterteilung von © fortgesetzt so verfeinert, daS 
die Linge der Kurvenbogen z,_,2, gegen 0 strebt, einen Grenz- 
wert, der unabhingig ist von der Art des Grenztibergangs, so 
heiBt dieser das bestimmte Integral von f(z) entlang der Kurve ©, 


geschrieben 
; fj f(e)dz. 
C 


Die Funktion selbst heiBt integrierbar oder integrabel. Das Inte- 
gral existiert z. B. stets, wenn f(z) entlang des Integrations- 
weges © stetig ist. 

Wie im Reellen gelten die Regeln: 


fet@daz = fr@az (« = const), 
€ © 

Je) + 9@)de = fr@ae + foleae, 
© @ © 


falls die rechten Seiten existieren. 
Ist © der Kurvenbogen, der dieselbe Lage, aber entgegen- 
gesetzte Richtung wie © hat, so ist 


Jt@de=— fr@ae. 
C c 


Besteht © aus zwei Teilbogen ©,, ©,, so ist 


Ji@as = Jre)as + fi@ae 


§ 3. Die Funktion. 695 


Ist ¢ = p(w) eine in allen Punkten eines Gebietes D der 
w-Ebene differenzierbare Funktion und durchliuft, wenn w eine 
Kurve ® in D durchwandert, z den Weg ©, so ist 


[tas = filo)" (uaw. 


Ist | f(z)|< MU lings des Integrationsweges und hat dieser 
selbst die Linge Z, so besteht die Abschdtzung 


| Jteae |< ML. 


Ist f(z) und damit auch | f(z)| stetig und bedeutet s die 
Bogenlange von ©, so gilt 


Ji eae | a4 7) |as. 


Das komplexe Integral kann durch reelle Kurvenintegrale (vgl. 
Rep. 1,, Kap. VII, § 6) ausgedriickt werden, falls diese existieren: 


Jide = five, y)dx — v(a, y)dy] 
“be i f[o(e, y)dx + u(a, y)dy]. 
€ 


Man erhalt die rechte Seite, indem man auf der linken f=u-+ v7 
und symbolisch dz = dxz-+dyi setzt: 


nic + vi) (da + dyi), 
g 


und formal ausmultipliziert. 
Ist die Kurve © in Parameterform gegeben: 


a= x(t), y= y(i) 


und besitzen speziell x(¢) und y(t) stetige Ableitungen, so 1aBt 
sich das komplexe Integral unter Voraussetzung seiner Existenz 
sogar durch ein gewédhnliches Integral folgendermaf8en darstellen: 


St dz “ce y()) + o(a@, y®)4] [v’ (&) + yo’ Oilat, 
€ ts 
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wobei ¢, und ¢, die den Enden der Kurve © entsprechenden 
Parameterwerte sind. 


Die an die Spitze gestellte allgemeine Definition, die von 
dem Integrationsweg nur Rektifizierbarkeit voraussetzt, riihrt 
von Jordan (Cours d’analyse 1, 3° éd., 1909, S. 185) her. Sie 
ist deshalb dem Wesen der Sache am besten angepaBt, weil 
eine solche Kurve beliebig genau durch ein Sehnenpolygon ap- 
proximiert werden kann und gerade diese Eigenschaft bei den 
spiteren Beweisen eine Hauptrolle spielt. 


Die erste (weniger umfassende) exakte Definition des be- 
stimmten Integrals im komplexen Gebiet wurde in gewohnlicher 
und in Parameterform zuerst von Cauchy gegeben (Mémoire 
sur les intégrales définies, prises entre des limites imaginaires, 
Paris 1825, S. 2-5 = Ostwalds Klassiker Nr. 112; vorbereitet 
durch das S. 693 genannte Mémoire von 1814 und einige Ab- 
handlungen von 1822). 


Schon vor Cauchy hatte man Integrale zwischen kom- 
plexen Grenzen ausgewertet, aber rein formal, indem man un- 
besehen die vom reellen Gebiet her bekannten Formeln verwen- 
dete. Aus den Bemiihungen Cauchys, diesem Verfahren eine 
sichere Grundlage zu geben, ist seine Funktionentheorie er- 
wachsen. 


Man kann den obigen Integralbegriff (,,eigentliches“ Inte- 
gral) auf solche Falle verallgemeinern, wo der Integrationsweg 
sich ins Unendliche erstreckt oder wo auf einem endlichen Wege 
isolierte Punkte liegen, in denen das Verhalten der Funktion 
die Integrabilitit stért. Ein solches ,,uneigentliches“ Integral 
definiert man wie im Reellen als Grenzwert (vorausgesetzt, daB 
er existiert) von eigentlichen Integralen, yon deren Integrations- 
wegen jener Weg die Grenze ist. Als Beispiel sei die Hankel- 
sche Formel fiir die I-Funktion (Zeitschr. Math. Phys. 9 (1864) 
S. 1) erwahnt, die im Gegensatz zu der wtblichen Definitions- 
formel (vgl. 8. 727) fiir alle ¢ giltig ist: 


1 ia 1 =e 
re 7 Ea? edt, 


erstreckt tiber den Weg @, (s. Fig. 2) oder (é = =) 
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erstreckt tiber den Weg ©, (es ist O<e<1, 7, >0, 7, >0). 


Fir die Definition von e’ s. 8. 715; unter t~*= e~*}8? ist der 
Hauptzweig dieser Funktion (s. 8. 731) zu verstehen. 


esp 


S 


Fig. 2. 


Begriff der regularen Funktion. 


Ist eine Funktion f(z) in einem Gebiet © eindeutig de- 
finiert und besitzt sie in jedem Punkt von & eine Ableitung 
f(z), so heiBt sie eine in G regulire Funktion. Ein zum Re- 
gularitétsgebiet gehdriger Punkt wird auch kurz ein reguldrer 
Punkt der Funktion genannt. Andere Bezeichnungsweisen, die 
meist zur Zeit der Begriindung der Funktionentheorie von ver- 
schiedenen Autoren angewandt worden sind, um gewisse Higen- 
schaften dieser Funktionsklasse in den Vordergrund zu stellen, 
sind: holomorph, monogen, analytisch, synektisch. (Vgl. Hada- 
mard, La série de Taylor et son prolongement analytique. Paris 
1901 [Scientia Nr. 12] Chap. I.) — Manchmal vereinfacht es 
die Ausdrucksweise, wenn man von Funktionen spricht, die in 
einem abgeschlossenen Bereich regulir sind; damit soll stets ge- 
meint sein, daB die Funktion noch in einem gréferen offenen Ge- 
biet, daB jenen Bereich enthilt, regular ist. 

Unter Funktionentheorie schlechtweg versteht man heutzu- 
tage die Theorie der regularen Funktionen. Der AnlaB, gerade 
diese Funktionen eingehend zu erforschen, liegt darin, daB einer- 
seits ihre Definition hinreichend weit erscheint, um die meisten 
der in anderen Gebieten der Mathematik auftretenden Funk- 
tionen unter sich zu begreifen, daB aber andererseits diese 
Klasse von Funktionen sich als hinreichend eng erweist, um 
dartiber weitgehende Theoreme von hoher Eleganz und Abrun- 
dung aussagen zu kénnen. 

Die reguliren Funktionen kénnen, wie sich spiter zeigt, 
auch noch auf andere Arten definiert werden. Die Forderung 
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der Differenzierbarkeit wurde von Cauchy zur Grundlage seiner 
Theorie gemacht, der ersten Funktionentheorie im modernen 
Sinne (Augustin Baron de Cauchy, 1789—1857. Siehe die 
Siitze in Exerc. d’anal. 1 (1840) S. 269 = Cwores (2) 11 S. 331, 
ferner 4 (1847) S. 345). Die wichtigsten Ergebnisse erwuchsen 
ihm schon friih aus der Beschaftigung mit den bestimmten Inte- 
gralen. Grundlegend ist vor allem das S. 696 erwihnte Mémoire 
von 1825. — Wesentliche Hinsichten hat, wie aus Briefwechsel 
und NachlaB hervorgeht, auch Carl Friedrich Gau8 (1777— 
1855) besessen, ohne etwas dariiber zu publizieren. 

Bei einer reguléren Funktion sind im ganzen Regularitats- 
gebiet die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfillt, 
die fir Bernhard Riemann (1826—1866) in seiner Inaugural- 
dissertation (1851, Werke, 2. Aufl. Leipzig 1892, 8. 3) den Aus- 
gangspunkt seiner ganzen Behandlung der Funktionentheorie bil- 
deten. DaB auch das Umgekehrte gilt, d. h. daB fiir eine stetige 
Funktion f(z) aus der Existenz der ersten partiellen Ableitungen 
der Funktionen w und v in einem Gebiet und dem Bestehen der 
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen die Differenzierbar- 
keit von f(z) im Gebiet folgt, ist ein modernes, tiefliegendes Er- 
gebnis von Looman (Gétt. Nachr. 1923, 8. 97). 

Karl WeierstraB (1815—1897), der dritte groBe Meister 
der Funktionentheorie neben Cauchy und Riemann, ging bei 
der Definition der reguliren Funktion aus von ihrer Darstellung 
durch eine Potenzreihe (s. hiertiber § 5 und IIL. Abschnitt). Fiir 
die geschichtliche Entwicklung der Funktionentheorie ygl. Brill 
und Noether, Math.-Ver. 3 (1894) S. 107, besonders von S. 150 
an; Stickel, Bibl. Math. (3) 1 (1900) S. 109. 


Il. Abschnitt. 


Integralsiitze, Darstellung durch Reihen und 
isolierte singuliire Punkte. 


§ 4. Der Cauchysche Integralsatz. 


Ist eine Funktion f(z) in einem Gebiet @, von dem wir 
in der Folge zunichst immer annehmen, da8 der unendlich ferne 
Punkt nicht dazu gehért, definiert und stetig (das bedingt in 
diesem Abschnitt stets, daB sie eindeutig ist), so wird, wenn a 
und 6 zwei feste Punkte in & sind, fiir jede sie verbindende, 


ganz in & verlaufende Kurve © [ f(z)dz existieren; der Wert 
ity 
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dieses Integrals wird im allgemeinen durch die Angabe der End- 
punkte des Wegs nicht eindeutig bestimmt sein, sondern noch 
von © abhingen. DaB jedoch bei reguléren Funktionen dies 
nicht der Fall ist, ist der Inhalt des gleich zu nennenden Fun- 
damentalsatzes, der das wirksamste Hilfsmittel der Funktionen- 
theorie bildet und zugleich zeigt, daB die Klasse der differen- 
zierbaren Funktionen in der Tat eine solche mit besonders ein- 
fachen und schénen Higenschaften sein muB. 


Der Cauchysche Integralsatz. 


Ist die Funktion f(z) in einem einfach zusammenhingenden 
Gebiet © reguliir und bedeutet © eine geschlossene rektifizier- 
bare Kurve, die dem Inneren des Gebietes angehdrt, so ist 


Sf@de=0. Damit ist gleichbedeutend: Die Integrale tiber 
Ly 


zwei in © verlaufende rektifizierbare Kurven mit denselben End- 
punkten haben denselben Wert. 

Cauchy hat den Satz, abgesehen davon, ‘dab bei ihm der 
Integrationsweg nicht den Ties angegebenen, sehr allgemeinen 
Charakter hat, unter. der stillschweigenden Vorangsetzung be- 
wiesen, daf f’(2) stetig ist (Beweis vermittels Variationsrechnung: 
Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites imagi- 
naires, Paris 1825, 8S. 5; deutsche Ubersetzung in Ostwalds 
Klassikern Nr. 112). DaB diese Voraussetzung iiberfliissig ist, 
wurde zuerst von Goursat erkannt (durch leichte Modifikation 
[Trans. Am. M. S. 1 (1900) S. 14] seines Beweises in Acta 
Math. 4 (1884) 8.197; vgl. auch Pringsheim, Bibl. Math. 
(3) 1 (1900) 8. 433 [S. 472]). Eine allen Anforderungen an 
Strenge geniigende Darstellung des Beweises ftir den Satz in 
der oben ausgesprochenen Allgemeinheit siehe Pringsheim, 
Trans. Am. M. S. 2 (1901) 8. 413, und in dem Lehrbuch der 
Funktionentheorie von Bieberbach, 1 (1921) 8.115. Vgl. auch 
den auf dem Wege tiber die Potenzreihen gefiihrten Beweis von 
Pringsheim, Minch. Ber. 1920, 8. 145. ‘Der Satz bleibt auch 
noch giiltig, wenn die Le io Kurve © den Rand des Ge- 
bietes © bildet, vorausgesetzt, daB f(z) auf dem Rande noch 
stetig ist. (Vgl. G. A. Pfeiffer, Bull. Am. M. 8S. 30 (1924) 
S213.) 

Jede in einem einfach zusammenhingenden Gebiet © re- 
gulire Funktion besitzt dort ein sogenanntes unbestimmtes Inte- 
gral, d. h. es gibt eine bis auf eine additive Konstante bestimmte 
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Funktion F(z), deren Ableitung in dem Gebiet gleich f(z) 
ist (F ist dann eo ipso regular); und zwar ist das unbestimmte 
Integral gegeben durch das bestimmte: 


F(z) = {eae + ¢, 


wo & ein beliebiger, fester Punkt in © ist. (Der Integrations- 
weg braucht auf Grund des Cauchyschen Satzes nicht naher 
angegeben zu werden.) Da sich spiiter ergibt, daB die Ablei- 
tung einer analytischen Funktion wieder analytisch ist, so folgt 
hieraus, daB, wenn f(z) in einem einfach zusammenhangenden 
Gebiet analytisch ist, 


Ji @az =F) ~ re) 


gilt. Bei den analytischen Funktionen sind also Integration 
und Differentiation inverse Operationen. 

Ist f(z, €) eine in dem Gebiet © regulire Funktion von 4, 
gleichgiiltig welchen Punkt einer rektifizierbaren Kurve © der 
Wert ¢ bedeutet und ist f eine stetige Funktion von (z, £) 
(also nicht blo8 stetig in ¢ allein und € allein), wenn z in G 


und ¢ auf © variiert, so ist she f)d& = F(z) eine in © re- 
€ 


gulire Funktion, deren Integral und Ableitung durch Integrieren 
bzw. Differenzieren unter dem Integralzeichen erhalten werden 
kann (de la Vallée-Poussin, Brug. Amn. soc. scient. 19 (1893) 
8. 323). 


Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes. 
f(z) sei in einem beliebigen Gebiet © regular, ©, sei eine 
in & verlaufende, geschlossene rektifizierbare Kurve; ist ©, eine 
zweite derartige Kurve, die jeden Randpunkt von © ebensooft 
umliuft wie ©,, so ist 


Sf@az = frle)ae. 
G ©, 


(Vgl. Cauchy, Exerc. d’anal. 1 (1840) S. 274 = CHwores (2) 11 
S. 337.) Vgl. Fig. 3. 

Dabei gilt folgende Definition: Eine geschlossene Kurve € 
umldéuft einen Punkt A hmal, wenn der Winkel des Strahles AP 
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mit der positiven x-Richtung um -22 zunimmt, falls P von 
einer gewissen Anfangslage an einmal die Kurve durchliuft. 
h kann gleich 0,+1,-+2,--+ sein. Insbesondere sagen wir, 
die Kurve umlaufe A im positiven (negativen) Sinn, wenn h 


Fig. 3. 


positiv (negativ) ist. Fir h =O wird A iiberhaupt nicht um- 
laufen. (DaB h eine ganze Zahl und von der Anfangslage von 
P uwnabhingig ist, ist leicht zu sehen.) 

Aus dem Cauchyschen Integralsatze folgt speziell: Das 
Gebiet @ sei n-fach zusammenhdngend und von der tuferen 
Randkurve St, und den inneren Randkurven ft,,..., 9,1 be- 
grenzt. Ist ©, eine zu © gehdrige Kurve, die jede innere Rand- 
kurve (d. h. jeden ihrer Punkte) einmal im positiven Sinne um- 
lauft und ©, (i = 1,---,%2—1) eine zu & gehirige Kurve, die 
®; einmal im positiven Sinne, die anderen Randkurven aber 
nullmal umliauft, so ist 


n—t 


[rae => J f(e)de. 


s=1 GC; 


Ist f(z) in einem Gebiet mit eventueller Ausnahme eines 
Punktes a regular und bedeutet © einen Kreis, der samt seinem 


: : 1 
Inneren dem Gebiet angehért, so nennt man 5 —-. J f(z)dz, er- 
Gs 


streckt tiber © im positiven Sinn oder, w. d.i., so daB das Innere 
von © zur Linken liegt, das Residwum von f(¢) im Punkte a. (In 
einem reguléren Punkt ist das Residuum gleich 0. Siehe auch 
die Bemerkung beim Laurentschen Satz S. 717.) Aus dem letzten 
Satz folet der 
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Cauchysche Residuensatz: Ist eine Funktion f(z) in einem 
einfach zusammenhingenden Gebiet bis auf endlich viele Punkte 
regulir, so erhilt man die Summe der Residuen von f(¢) in 
diesen Punkten, indem man = Jf f(z)dz lings einer sie alle 
einmal im positiven Sinne umlaufenden Kurve bildet. 


Das Residuum yon ~. im Punkte Zz ist gleich 1, das 
Tae 


i — ¥ mit 7 >1 ist gleich 0. Ist f(z) bei z regular, 


wiihrend 9(2) dort einen Pol 1. Ordnung (s. S. 721) mit dem 
Residuum a besitzt, so hat f(z) -g(¢) in z das Residuum af(Z9). 
Sind f(z) und g(z) fir z=, regular, ist f(z) +0, wahrend 
g(2) in z eine Nullstelle 1. Ordnung (s. S. 716) posits so hat 
He) iy g, das Residoum 5%). 

9 (2) : I (4) 

Mit Hilfe des ,,Residuenkalkiils“, der den Wert eines be- 
stimmten Integrals einer Funktion durch eine Summe ausdriickt, 
deren Glieder von den Ausnahmepunkten der Funktion ab- 
haingen, hat Cauchy viele bedeutende Resultate abgeleitet. Der 
Kalkiil wird ausfiihrlich in zahlreichen Abhandlungen in Ezer- 
cices de mathématique 1 (1826) = Ciwores (2) 6 S. 23, 124 usw., 
2 (1827) = Gwores (2) 7 S. 291 usw. dargestellt und vor allem 
in Mémoire sur Vapplication du calcul des résidus & la solution 
des problémes (sic) de physique mathématique, Paris 1827 (vgl. 
hierzu Geppert, Math. Zeitschr. 20 (1924) S. 29) auf Reihen- 
entwicklungen angewendet, ist jedoch im Grunde schon in den 
S. 693 u. 696 zitierten Mémoires von 1814 und 1825 enthalten. 
Vgl. auch Lindeléf, Le calcul des résidus, Paris 1905, historische 
Notizen in chap. I. 

Aus dem Cauchyschen Integralsatz ergibt sich die 


Cauchysche Integralformel: 


Ist f(z) in einem einfach zusammenhingenden Gebiet regu- 
lar und © eine in diesem verlaufende rektifizierbare Kurve, die 
einen bestimmten Punkt ¢ einmal im positiven Sinne umlauft, 


so ist: 
(oe les ae. 


(Cauchy, Extrait dun mémoire sur la mécanique céleste et sur 
un nouveau calcul, appelé calcul des limites, autographiert, Turin 
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1831 [S. 6], abgedruckt unter Vorausschickung eines auch schon 
1831 autographiert erschienenen Résumé desselben Mémoire in 
Exercices analyse 2 (1841) S. 41 [S. 52].) 

Es zeigt sich somit, da8 bei einer reguléren Funktion die 
Werte im Innern einer Kurve durch die Werte auf ihr schon 
vollistindig bestimmt sind. Noch mehr: Zum Ausrechnen des 
Integrals geniigen schon die Werte von f(z) auf einer itiberall 
dichten (s. Rep. I,, S. 28), abzihibaren Punktmenge. Diese Idee, 
die tbrigens schon bei Cauchy vorkommt (Exerc. d’anal. 1 
(1840) = Gwores (2) 11 S. 331 [S. 334]), ist von Prings- 
heim konsequent dazu verwendet worden, um die Integrale 
tiberhaupt zu vermeiden und durch sog. ,,Mittelwerte“ zu er- 
setzen (Miinch. Ber. 25 (1895) S. 75; ausfiihrlich Math. Ann, 47 
(1896) S. 121). 

Ist © speziell ein Kreis um Zz, so kann man die Integral- 
formel folgendermaBen umformen: 


(le) = 3, free, 


wo € die Randpunkte des Kreises durchliuft und m das Argu- 
ment von £—z bedeutet. Der Wert im Mittelpunkt eines Kreises, 
in und auf dem f(z) regular ist, ist also gleich dem ,,arithme- 
tischen Mittel'‘ der Randwerte. 

Fiir jedes z auBerhalb der Kurve © ist die rechte Seite 
der Cauchyschen Integralformel gleich 0, da dann der Integrand 
im Innern regular ist; fiir die Punkte z auf © ist das Integral 
im allgemeinen sinnlos. Das Cauchysche Integral ist daher ein 
Beispiel fiir einen analytischen Ausdruck, der in zwei getrennten 
Gebieten zwei ganz verschiedene Funktionen (hier f(z) und 0) 
darstellt. (Vgl. Hermite, Cours de la faculté des sciences de 
Paris (autographiert), 4° éd, Paris 1891, 8. 79.) 


Das Poissonsche Integral 


Ist f(z) in und auf dem Kreise |z|< FR regulir, so ist 

fir |z|< R: as 
: 1 +24 

(2) = i340) + ge f FEE Brae. 


rahe 
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Durch diese Formel wird die regulare Funktion im Innern des 
Kreises allein durch die Werte des reellen Teils am Rande und 
des imaginiren Teils im Mittelpunkte bestimmt. 

Trennt man in der Formel Reelles und Imaginires und 
fithrt Polarkoordinaten ein: 


g=r(cosy+ising), = R(cos $+ isin 9), 


so ergibt sich fir den reellen Teil u(r, p): 


22 


R?—r* 
u(r, 9) = A fue, #) R?— 2Rr cos (#— g) +7? . 


0 


Fiir z= 0 folgt speziell, daB der Wert im Mittelpunkt gleich 
dem arithmetischen Mittel der Randwerte ist. (Poisson, J. é. 
polyt. 11, 18. cah. (1820) S. 417.) 


Das Integral F(z) = 


as fe ©) ge InBt sich auch, bildéat 


Qt 


wenn f nicht als regulire Funktion gegeben ist, sondern wenn 
man die Werte /(£) auf © beliebig so vorschreibt, daB das Inte- 
gral existiert. Man kann dann leicht zeigen, daB F(z) im In- 
neren von © regulir ist (ebenso auch im AuBeren). Jedoch 
wire es falsch, anzunehmen, daB die vorgegebenen Werte /(£) 
aET® dic Werte waren, denen F(z) zustrebt, wenn ¢ gegen 
den Rand © wandert. Dies l48t sich durch einfache Beispiele 
widerlegen (vgl. Osgood, Lehrb. der Funktionentheorie 1, 2. Aufl. 
1912, S. 297). Eine notwendige und hinreichende Bedingung, 
unter der jener SchluB richtig ist, s. bei J. L. Walsh, C. R. 
178 (1924) S. 58. 

Anders ist es bei der Poissonschen Formel. Hier gilt der 
Satz (Schwarz, Ges. Abh. 2 S. 185): Ist U() eine beschrinkte, 
fir 0<&< 2m definierte reelle Funktion mit hichstens end- 
lich vielen Unstetigkeiten, so stellt das Poissonsche Integral 
{27 

R? —r? 


2% U() R¥— Ser earnest 


eine Funktion u(r ,9) dar, die im Innern des Kreises |7|< R 
als reeller Teil einer reguliren Funktion aufgefaBt werden kann 
und bei radialer Aehorae an die Stetigkeitsstellen den Rand- 
werten U zustrebt. 


7% 
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Die durch die Cauchysche Integralformel gewonnene ana- 
lytische Darstellung einer reguliren Funktion erlaubt folgende, 
die in diesem Begriff liegende Hinschrinkung besonders scharf 
beleuchtende Tatsache abzuleiten: 

Hine regulire (also als einmal differenzierbar vorausgesetzte) 
Funktion ist beliebig oft differenzierbar, und zwar ist 


Ole ne f(8) dé 
ee e— apr 


wo & eine den Punkt z einmal im positiven Sinne umlaufende, ganz 
dem Regularitaitsgebiet angehdrende, rektifizierbare Kurve ist. 
In der Cauchyschen Integralformel kann also unter dem Integral- 
zeichen differenziert werden (Cauchy, Autogr. Abh. von 1831 
(zitiert S. 702), S. 8 = Everc. d’anal. 2 (1841) S. 53). 
Insbesondere ist demnach f’(z) = = — cui selbst wieder 
eine reguliare Funktion, ihre Komponenten sind also differenzier- 
bar and erfiillen die @sachy-Riemannschen Differentialglei- 
ehungen, woraus folgt, da wu die Laplacesche Differentialgleichung 


Ou? an ip ° 
oder abgekiirzt Au = erfiillt. 
Ebenso ist Av=0. 


Die Komponenten einer reguléren Funktion sind also Potential- 
fumktionen oder harmonische Funktionen. 


Ist eine Potentialfunktion « gegeben, so kann man die zu 
Ou dv 6% 


ihr ,konjugierte“ v, die den Bedingungen F ean. vie 
geniigt (und daher selbst wieder die Gleichung Av erfiillt und 
eine Potentialfunktion ist), bis auf eine Konstante durch ein 
Linienintegral 


finden, da die Integrabilititsbedingung wegen Aw = 0 erfillt 
ist (Rep. I,, Kap. VII, § 6, 8S. 505). 

Von hier aus versteht man auch, da8 die Randwerte einer 
reguliren Funktion nicht beliebig gegeben werden kénnen, da 
z. B. fiir den Kreis durch den reellen Teil der Randwerte be- 
reits der reelle Teil im Innern und damit auch der imaginire 

Pascal, Repertorium I.2. 2. Aufl. 45 
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Teil bis auf eine Konstante im Innern bestimmt sind, folglich 
auch die Randwerte des imaginaren Teils. 

Der Cauchysche Satz ist in gewissem Sinne umkehrbar, 
denn es gilt der 

Satz von Morera (Ist. Lomb. Rend. (2) 19 (1886) S. 304): 


Ist eine Funktion in einem Bereiche eindeutig und stetig 


und ist t@daz, erstreckt tiber jede beliebige, geschlossene, ganz 
zu dem Bereiche gehdrige rektifizierbare Kurve, gleich 0, so ist 
f(z) regulér. (Eine Verallgemeinerung s. Osgood, Lehrb. der 
Funktionentheorie 1, 2. Aufl. 1912, S. 302.) 


Der absolute Betrag einer regularen Funktion. 


Aus der Cauchyschen Formel folgt, daB | f(¢)| im Innern 
eines Regularititsgebietes kein Maximum haben kann, aufer wenn 
f(#) = const. ist. Ist f(z) auch noch auf dem Rande des Gebietes 
regulir oder wenigstens stetig, so wird das in dem abgeschlos- 
senen Bereich notwendigerweise vorhandene Maximum von | f(z)| 
in mindestens einem Randpunkt angenommen (vgl. auch 8. 735). 

Ist f(¢) in einem (ein- oder melrfach zusammenhingenden) 
Gebiet & regulir, so schlagen wir um einen festen Punkt (inner- 
halb oder auSerhalb ©) Kreise, deren Peripherie ganz in & liegt 
(falls es solche gibt). Das Maximum von | /f(z)) auf dem Rande 
des Kreises vom Radius r nennen wir M(r). Gehdért das Innere 
des Kreises zu ©, so ist M(r) zugleich das Maximum fir die 
abgeschlossene Kreisfliiche, und bei wachsendem r wichst auch 
M(r). Genaueres tiber das Verhalten von M(r), auch im allge- 
meinen Fall, sagt der 

Dreikreisesatz von Hadamard (Bull. Soc. M. 24 (1896) 
S. 186; einfacher Beweis bei Landau, Darstellung und Begriin- 
dung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie. Berlin 


1916, 8. 76, vgl. auch 8.14): Ist f(z) in einem Kreisring regular | 


/ 


und = 0, so ist lg M(r) eine konvexe Funktion von Igr, d. h. 
ist O< ry <rg<r, und f(z) in r, <|2| <r, regular, so be- 
steht die Ungleichung 


| Ign, Ig rg Ig rs | 
‘Ig M(ry) le AE(ry) le (rs) >. 
| 1 1 1 


(Geometrisch: Konstruiert man die Punkte P(r) mit den Abszissen 
lgr und den Ordinaten lg M(r), so hat das Dreieck P(r,) P(vg) P(g) 


| 
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positiven Flicheninhalt, der Umlaufssinn P(r,) — P(r.) —> P(rs) 
ist also der positive oder: P(r.) liegt wnterhalb der Verbindungs- 
strecke P(r,) P(rs).) 

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes ist der 


Dreigeradensatz (Doetsch, Math. Zeitschr. 8 (1920) 
S. 237): Es werde ¢ = x + yi gesetzt, und es sei 2, << a, < a%- 
Ist f(z) in dem Streifen x, << 2%< 2x, mit eventueller Ausnahme 
von %= oo regulir, beschrinkt und = O und bezeichnet L(a) 
die hiernach endliche obere Grenze von | f(z)| auf der Geraden 
Rze=—a (4, <aex<-,), so ist lg L(x) eine konvexe Funktion 
von xz, d. h. 


| es. te 
| Ig D(a) 1g D(a) 1g L (a) | > 0. 
ates 1 ie 


Aus dem Dreigeradensatz folgt, daB8 der Dreikreisesatz auch 
noch gilt, wenn die Funktion in dem Kreisring beliebig (auch 
unendlich) vieldeutig ist (vgl. 8. 728). 

Wendet man den Dreigeradensatz auf die Funktion e/“) 
an, fir die | e7)| = e#/ (s. S. 716) ist, so erhalt man einen 
Satz iiber den Realteil oder w. d. i. tiber Potentialfunktionen: 
Ist eine Potentialfunktion in einem Streifen beschriinkt, so ist 
ihre obere Grenze auf parallelen Geraden eine konvexe Funktion 
des Abstandes. — Durch Spezialisierung findet man einen dem 
Hadamardschen Satz analogen Satz tiber das Maximum A(r) 
des Realteils f(z) auf dem Kreis vom Radius ry um einen 
festen Punkt. 

M(r) laBt sich durch A(r) abschiétzen nach dem 


Satz von Carathéodory (s. Landau, Darstellung und 
Begriindung usw. 8. 89): Ist f(z) fir |z| << R regulir, so gilt 
fir O<r< R: 

2h 
M(r) < R=, [4A + 217) 1. 


§ 5. Darstellung durch Reihen. 


Eine analytische Darstellung der reguliren Funktionen 
wird durch die Cauchysche Integralformel geliefert. Eine wei- 
tere ergibt sich, wenn man die hierin vorkommende Funktion 


1 ; ae : 
a in eine Potenzreihe entwickelt und gliedweise integriert. 


45* 
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Zunichst werden darum die wichtigsten Sitze iiber Reihen zu- 
sammengestellt 


Allgemeine Reihen. 


Die erste strenge Begriindung der Reihensitze fiir komplexe 
GréBen findet sich bei Cauchy, Cours d’analyse (Analyse algebrique) 
1821 = Cuvres (2) 3 S. 230. Grundlegend ist auch die Be- 
handlung der Binomialreihe von Abel (J. f. Math. 1 (1826) 
S. 311) gewesen. Wegen der Grundbegriffe vgl. Rep. I,, Kap. VI, 
S20. 5: 


oo 
Statt von einer Reihe > f,(¢) kann man auch yon einer 
1 


Foige, d. i. eine abzihlbare Menge von Funktionen in bestimmter 
Anordnung F’; (2), F(z), ..-, sprechen. Die Partialsummen einer 
Reihe bilden namlich eine Folge, und aus einer Folge kann man 
umgekehrt eine Reihe bilden, deren Partialsummen die Glieder 
der Folge sind. Eine Folge heiBt konvergent, wenn die entspre- 
chende Reihe konvergiert; analog bei der folgenden Definition. 

Hine Reihe /,(z) + f(z) +--+ von Funktionen, die simt- 
hich in einem Bereich definiert sind, heiSt in diesem Bereiche 
gleichmdpig konvergent, wenn zu jeder (beliebig kleinen) Zahl 
6>0 eine ganze Zahl N so bestimmbar ist, daB fiir jedes z 
in dem Bereich 


| A) 7 fn41 (2) ate ‘the “ie i) | SK ) 

wird, wenn nur » > N und p> 0 ist (N darf also nur von 4, 
nicht aber von ¢ ahhingen). (WeierstraB 1880, Werke 2 
S. 202. Uber verschiedene Arten, die gleichmiBige Konvergenz 
zu definieren s. ebenda und ferner Hardy, Proc. of the Cambridge 
Philos. Soc. 19 (1918) S. 148.) 

Das wichtigste Mittel zum Nachweis der gleichméSigen 
Konvergenz ist die 


WeierstraBsche Majorantenmethode ( Werke 2 S. 202): 
Hat jedes Reihenglied in dem Bereich eine ,,Majorante“ m,, d. h. 


ist dort f(z) << m, nnd ist > m, konvergent, so konvergiert 
Cs) 1 


> fal?) in dem Bereich absolut und gleichmaBig. 
1 


Die gleichmiBige Konvergenz ist, wie WeierstraB®, dem 


dieser Begriff schon 1841 gelaufig war (Werke 1 S. 67,81), zuerst 1 
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erkannte, von gréBter Bedeutung fiir die Analysis, da er wich- 
tige Higenschaften der Reihenglieder auf die Summe der Reihe 
zu tibertragen gestattet, was bei einfacher Konvergenz nicht 
der Fall ist. So gelten die Satze: 


Eine in einem Bereiche gleichmiBig konvergente Reihe yon 
stetigen Funktionen stellt eine stetige Funktion dar. 

Streben die Glieder einer in einem Bereiche gleichmafig 
konvergenten Reihe von Funktionen saémtlich gegen 0, wenn ¢ 
sich einem Punkte z) des Bereiches nihert, so strebt auch der 
Summenwert gegen 0 fiir z—> 4. 

Eine gleichmafig konvergente Reihe von integrierbaren 
Funktionen stellt eine integrierbare Funktion dar, und das Inte- 
gral lings einer Kurve in dem betr. Bereich kann durch glied- 
weise Integration der Reihe erhalten werden. 


Diese Sitze haben siimtlich ihre Analoga im Reellen. Nicht 
so steht es mit dem deshalb sehr merkwiirdigen 


WeierstraBschen Doppelreihensatz ( Werke 2 8S. 201): 
Eine in einem Bereich gleichmiBig konvergierende Reihe von 
daselbst reguliren (d. h. differenzierbaren) Funktionen stellt eine 
dort regulire Funktion dar. Die Ableitung kann durch glied- 
weises Differenzieren gewonnen werden und die so entstandene 
Reihe ist selbst wieder gleichmiBig konvergent, kann also wie- 
derum differenziert werden usw. (Der Name ,,Doppelreihensatz 
rihrt daher, daf fiir WeierstraB jede der als Reihenglieder vor- 
kommenden Funktionen selbst wieder durch eine Potenzreihe 
dargestellt wird, vgl.S. 713 und III. Abschn. Weierstra8 hat den 
fundamentalen Satz bereits 1841 in der damals nicht verdffent- 
lichten Abhandlung Werke 1 8. 67 bewiesen. Sehr einfach ge- 
staltet sich der Beweis auf Grund des Moreraschen Satzes 
(S. 706), so z. B. Osgood, Lehrbuch 1, 2. Aufl. S. 304.) 


Die gleichmaBige Konvergenz ist fiir die Regularitét der 
dargestellten Funktion hinreichend, aber nicht notwendig; siehe 
ein Beispiel bei Runge, Acta Math. 6 (1885) S. 245. Hine 
notwendige und hinreichende Bedingung hat Arzela angegeben 
(Rend. ist. Bologna 1887/88, S. 25). 

Wesentliche Verallgemeinerungen des WeierstraBschen Satzes 
sind der Satz von Stieltjes (Corresp. d’Hermite et de Stieltjes 2 
(1905) S. 368) und der diesen umfassende 


Satz von Vitali (Ist. Lomb. Rend. (2) 36 (1903) 8. 772; 
Ann. di Mat. (3) 10 (1904) 8. 65), der von Porter (Ann. of 
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Math. (2) 6 (1904—1905) S. 190) wieder entdeckt wurde, s. auch 
den besonders einfachen Beweis von H. Lindeléf (Bull. Soc. 
Vath. de France 41 (1913) 8.171) sowie von Jentzsch (Acta 
Math. 41 (1918) S. 219): Wenn simtliche Teilsummen einer Reihe 
von in einem offenen Gebiet © analytischen Funktionen daselbst 
gleichmiBig beschrankt sind (d. h. wenn simtliche Teilsummen 
fiir alle Punkte von & dem Betrage nach unter derselben Zahl 
liegen) und wenn die Konvergenz der Reihe wenigstens auf einer 
Punktmenge, die im Inneren von & einen Hiufungspunkt besitzt, 
bekannt ist, so folgt daraus schon die gleichmiéBige Konvergenz 
in jedem abgeschlossenen Teilbereich; die Reihe stellt also in © 
eine reguliire Funktion dar. 


Dieser Satz von Vitali ist wiederum ein Spezialfall des 


Satzes von Carathéodory und Landau (Berl. Sttzwngs- 
ber, 1911, S. 587): Wenn simtliche Teilsummen einer Reihe von 
in @© reguléren Funktionen daselbst zwei verschiedene komplexe 
Werte auslassen und wenn die Reihe in einer unendlichen Punkt- 
menge mit mindestens einem Hiufungspunkt innerhalb © konver- 
giert, so konvergiert sie in jedem abgeschlossenen Teilbereich 
gleichmaBig. 

Andere Verallgemeinerungen s. Blaschke, Leipz. Ber. 67 
(1915) 8.194; F.u. R. Nevanlinna, Acta soc. scient. Fenn. 50, 
Nr. 5 (1922) [S. 28]; Priwaloff, 0. R. 178 (1924) S. 178; 
Math. Ann. 93 (1925) 8. 149. 


Unter gewissen Voraussetzungen tiber den Rand des Gebietes 
kann man sogar von der Konvergenz auf dem Rand auf solche 
im Innern schlieBen nach dem 


Satz von Ostrowski (Math.-Ver. 31 (1922) S. 85; Acta 
litt. ac scient. Szeged 1 (1923) S. 80; vgl. auch Math. Zeitschr. 
24 (1925) 8. 215 [S. 223]): Sind die Partialsummen einer Reihe 
von Funktionen, die in einem von einer Jordankurve § begrenzten 
Gebiet regulir und auf einem Bogen & von § wenigstens noch 
stetig sind, gleichmaBig beschriinkt und konvergiert die Reihe auf 
&, so konvergiert sie in jedem abgeschlossenen Teilbereich gleich- 
miBig. 

Vgl. auch Ostrowski, Math.- Ver. 32 (1923) 8.185; Hamb. 
Abh. 1 (1922) S. 327. 

Sehr fruchtbar fiir die in diesen Sitzen behandelten Fragen 
sowie fiir die an die Picardschen Satze (S. 766) sich anschlie- 
Benden Probleme ist der von Montel geschaffene Begriff der 
normalen Funktionenschar. Eine Menge (abzahlbar oder nicht) 
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von in einem offenen Gebiet regularen Funktionen heiBt in diesem 
Gebiet normal, wenn jede Teilmenge wiederum eine Folge enthiilt, 
die in jedem abgeschlossenen Teilbereich gleichmaBig konvergiert. 


Uber diesen Begriff gelten folgende Siitze (Montel, Amn. éc. 
norm. (3) 24 (1907) 8. 233 [S. 298]; (3) 29 (1912) S. 487; (3) 33 
(1916) 8. 223; Legons sur les séries de polynomes a une variable 
complexe, Paris 1910, S. 20flg. Zusammenfassend dargestellt in 
Julia, Lecons sur les fonctions uniformes a point singulier essen- 
tiel isolé. Paris 1923, chap. III): 


Gehért eine Funktionenfolge zu einer in einem Gebiet & nor- 
malen Schar und konvergiert sie in unendlich vielen Punkten, die 
im Innern yon © einen Hiufungspunkt besitzen, so konvergiert 
sie im ganzen Gebiet, und zwar in jedem inneren abgeschlossenen 
Teilbereich gleichmiBig. 

Wenn unendlich viele in einem Gebiet regulire Funktionen 
daselbst gleichmifSig beschriinkt sind, d. h. wenn ihre Absolut- 
betrige simtlich unter derselben Schranke liegen, so bilden sie 
eine in dem Gebiet normale Schar. (Vgl. hierzu auch Koebe, 
Gott. Nachr. 1908, S. 337 [S. 349].) — Hieraus folgt der Satz 
von Vitali. 

Hine in einem Gebiet normale Funktionenschar ist in jedem 
abgeschlossenen Teilbereich gleichmaBig beschriinkt. 

Wenn unendlich viele Funktionen in einem Gebiet regulir 
sind und jede von ihnen zwei verschiedene endliche Werte auslaBt, 
so bilden sie eine normale Schar. — Hieraus folgt der Satz von 
Carathéodory und Landau. 


Uber normale Scharen meromorpher (s. 8. 721) Funktionen 
s. Ostrowski, Math. Zeitschr. 24 (1925) 8. 215 [S. 224]. 


Potenzreihen. 


Die fiir die Funktionentheorie wichtigsten Reihen sind die 
co 
Potenzreihen > C,(@ — %)". Hine solche Reihe konvergiert 
n=0 
stets in mindestens einem Punkt, nimlich ¢= 4%. Hs kann vor- 
kommen, daf dieser der einzige Konvergenzpunkt ist, z. B. bei 
eo 


> nl (e — %)", oder auch, daB die Reihe fiir jedes z konver- 


n=0 


. 1 (@— %)” ala , : 
giert, z. B. Sees Allgemein gilt der Satz: 


n=0 
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oo 


; , 4 ; 
Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe ye, (e— 4)” ist 
n= 
stets ein Kreis um den Punkt Z, dessen Radius 7, der ,,Konver- 
genzradius“, sich folgendermaBen aus den Koeffizienten bestimmt: 


1 
, = 


lim sup VJ ¢, | 


(Cauchy, Cours danal. (Analyse algébrique) 1821, S. 286 = 
@uvres (2) 3 S. 240; ganz exakt erst bei Hadamard, C. R. 
106 (1888) S. 259.) Dabei kann + = 0 oder oo sein. 

Der Satz ist so zu verstehen, daB im Inneren des ,,Kon- 
vergenzkreises“, d. h. fiir |z— | <r, sicher Konvergenz, im 
AuBeren, d. h. fiir |z— %,| > 71, sicher Divergenz statthat. Auf 
dem Rande |z — z,| =r kénnen alle Méglichkeiten vorkommen: 


n? 


durchweg Konvergenz, z. B. a, 
1 


ao 

: a 

e Divergenz, ,, ,, > (2 — 2%)"; 
0 


eo 
Salat Saber : (@— 2)” 
teilweise Kony., teilweise Div., ,, ,, a es 
1 


(Alle drei Reihen haben den Konvergenzradius 1.) 

Eine Potenzreihe konvergiert im Inneren ihres Konvergenz- 
kreises sogar absolut und in jedem kleineren Kreise gleichmdfig, 
stellt also im Inneren des Konvergenzkreises eine stetige und 
nach dem Weierstra8schen Satz sogar reguldre Funktion dar. 
Die Reihe kann gliedweise integriert und differenziert werden, der 
Konvergenzradius bleibt dabei erhalten. 

Die Stetigkeit dehnt sich sogar in eingeschrénktem Sinne 
auf die Punkte der Konvergenzgrenze aus, wo die Reihe noch 
konvergiert nach dem 


Satz von Abel (J. f. Math. 1 (1826) §.311 = Euvres 1 


5.219): Konvergiert eine Potenzreihe f(z) = Dye (2—z))"in einem 
0 


Punkt ¢ der Konvergenzgrenze, so konvergiert sie auf dem Radius 
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von Z nach ¢ gleichmaBig und stellt daher eine dort stetige Funk- 


tion dar. Es ist also f(z) >s = > c,(€ — 2)”, wenn g radial 
0 


gegen € wandert. 

Nach Stolz (Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884) S. 127, im 
Anschlu8 an 20 (1875) S. 369) ist sogar f(¢) > s, wenn ¢ sich 
gegen ¢ auf einer Jordankurve bewegt, die zwischen zwei in ¢ 
endenden Kreissehnen liegt. Dagegen 1l48t sich durch Gegen- 
beispiele zeigen, daB der Satz nicht fiir beliebige, in £ endigende 
Kurven richtig ist, nicht einmal, wenn diese eine sich stetig 
indernde Tangente besitzen. (Vgl. zu diesem Fragenkomplex 
auch § 24.) 

Aus der Konvergenz in einem Punkt des Konvergenzkreises 
kann nicht auf die Regularitit der dargestellten Funktion ge- 


oe N12" . 
schlossen werden (sca: » a fir ¢= .), auch nicht um- 
1 


gekehrt (sea > a fir «= — 1); 
0 


Vollen Aufschlu8 iiber den Zusammenhang von Regularitit 
und Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe gibt der 


Cauchysche Reihensatz: Ist eine Funktion f(¢) in 
einem Gebiet © regulir und ist zg) ein innerer Punkt von G, 
so laBt sich f(z) eindeutig in eine Reihe nach aufsteigenden 
Potenzen von # — 4 entwickeln: 


fe) = >? o,(e — 4)" 


n=0 


deren Koeffizienten sich in Taylorscher Art bestimmen: 
__ f") . fo) 
on semi fe 


wo das Integral iiber eine z einmal im positiven Sinn um- 
laufende, rektifizierbare Kurve © in & zu erstrecken ist. Die Reihe 
konvergiert und stellt die Funktion dar in jedem inneren Punkte 
des gréBten Kreises um Z, dessen Inneres ganz zu ® gehért 
(Cauchy, Autogr. Abh. von 1831 (zitiert S. 702), 8. 7 = Exerc. 
Wanal. 2 (1841) 8. 52; ferner Exerc. d’anal. 1 (1840) = Guvres 
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(2) 11 8.331 [S. 340]). Die Darstellung ist eindeutig, d. h. stellt 
eine Potenzreihe 


oo 


> a, (2 — &)” 


n=0 


die Funktion in einer Umgebung von 2 dar, so ist a, = ¢,. 
Vgl. Pringsheim, Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsaizes 
(Bibl. Math. (3) 1 (1900) S. 433, insbesondere von 8S. 467 an). 

Hine in der ganzen z-Ebene mit Ausnahme von 2 = oo regu- 
lire Funktion wird durch eine bestiindig, d.h. fiir alle endlichen 
z konvergierende Potenzreihe dargestellt. Eine solche Funktion 
heiBt eine ganze Funktion. 

Bricht man eine Potenzreihe mit dem mten Gliede ab: 


f(2) = % + 4 (@ — %) +++- + e_i@ — %)"* + B,C); 
so l4Bt sich der Rest R,(z) folgendermafen darstellen: 
My tree tel f© 
SO Naa =a,f Coane aa 


Abschatzung der Koeffizienten und des Restes: Ist 
R der Radius des Konvergenzkreises, ferner O<r << A und M 
das Maximum von |f(z)| auf dem Kreise |z— | =7, so ist 


M 


(Cauchy, Autogr. Abh. von 1831 (zitiert S. 702)), 8S. 8 = Exerc. 
danal. 2 (1841) S. 53.) 

Ist Z die Linge von © (s. oben), « das Maximum von f(z) auf 
©, o der Radius eines ganz in © liegenden Kreises um 2, d 
der Abstand dieses Kreises von ©, d.h. die kleinste Entfernung 
eines Punktes der Kreisperipherie von ©, so gilt fiir alle in dem 
Kreise liegenden 2: 

bb ( ea\t 
LO |e) 
(Vgl. z. B. Osgood, Lehrb. d. Funktionentheorie 1, 2. Aufl., 
8. 317.) 

Bedient man sich statt der reguliéren Funktionen ihrer Dar- 
stellung durch Potenzreihen, so gewinnt der Weierstrafsche 
Doppelreihensatz (vgl. 8. 709) die diesen Namen erklirende Gestalt: 

Konvergiert eine Reihe, deren Glieder Potenzreihen in 
#— % sind (d. h. eine Doppelreihe) in einem Kreise gleich- 
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miBig, so laBt sie sich als einfache Potenzreihe schreiben, deren 
Glieder durch Addition der gleich hohen Potenzen der urspriing- 
lichen Reihen erhalten werden kénnen und die in demselben 
Kreise konvergiert. 


Aus der Hindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung und der 
Bestimmtheit der Koeffizienten durch die Ableitungen folgen 
die Sitze: 

Haben zwei regulire Funktionen in einem inneren Punkt 
des Regularititsgebietes die Werte und simtliche Ablettungen 
gemein, so stimmen sie iiberhaupt iiberein. 

Stimmen zwei in einem Gebiet regulire Funktionen in 
einem Teilgebiet tiberein, so stimmen sie im ganzen Gebiet iiber- 
ein (Identitatssatz). 

Stimmen zwei reguliére Funktionen in den Punkten einer 
unendlichen Menge mit einem im Innern des Regularititsgebiets 
liegenden Hiaufungspunkt, also z. B. auf einer Kurve, tiberein, 
so sind sie identisch. 


Die Exponential- und trigonometrischen Funktionen definiert 
man im Komplexen durch ihre aus dem Reellen bekannten Po- 
tenzreihen: 


: z (hte He a de zt 
dtr Ur gles Yi Umer Ler cae 


die fiir alle endlichen z konvergieren. Aus dieser Definition ere 
gibt sich die Eulersche Formel: 


é*? =cosz + ising, 
die, auf die reelle Variable m angewandt, gestattet, die komplexe 


Zahl in Polarkoordinaten z=~yr(cosm + ising) in der Form 
z=reée¥ zu schreiben. Ferner ist 


e~** == cos ¢ — isin Z, 


eg ay as ; ek les 
Ress eae a 


also cosZ = 


Wegen der absoluten Konvergenz kénnen zwei Potenzreihen 
nach der sog. Cauchyschen Regel multipliziert werden, d.h. durch 
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gliedweise Multiplikation und Zusammenfassung der gleichhohen 
Potenzen von 2: 


oo o 


@! = 4 
Dt, > be" = > (ab + a,b,_1 + +++ + 4,59) 2 
n=0 k=0 


m=0 


(vgl. Rep. I,, S. 428). Hieraus ergibt sich das Additionstheorem 
der Exponentialfunktion: 


eats — 6 6%, 


Da wegen der Eulerschen Formel e?”‘ = 1 ist, so folgt fiir z. = 271: 
eit? — er, d. h. die Exponentialfunktion ist im Komplexen 
periodisch mit der rein imaginiren Periode 277. — Analog oder 
auch hieraus direkt folgt, daB cosz und sing die aus dem Reellen 
bekannten Additionstheoreme und die Periode 27 besitzen. 

e’ verschwindet wie im Reellen so auch im Komplexen fiir 
keinen Wert ¢ = Zo, weil es sonst wegen e? = 2°~ ‘ee’ fiir jeden 
Wert z verschwinden miiBte. Es ist 


e? = ev tvt = eo (cosy + ising), 


also [e7| = e*, arce’ = Qe. 


Nullstellen. 


Ist f(¢) fir =a regular und f(a) = 0, so verschwindet 
in der Cauchy-Taylorschen Entwicklung nach Potenzen von z—a 
das absolute Glied. Es kénnen aber noch mehr Glieder gleich 
0 sein. Ist ¢, (u > 1) der erste nicht verschwindende Koeffizient: 


f= >'e(e—ay (, +0, w>1), 


n= 


d. h. ist 
f(a) = f'(@) =---=f*-2(@) =0, fH(a) +0, 


so heiBt a eine Nullstelle wter Ordnung oder eine u-fache Null« 
stelle fiir f(z). 

Nullstellen (allgemeiner: Stellen, wo die regulare Funktion 
denselben Wert ¢ annimmt) kénnen nicht im Innern des Regu- 
laritiitsgebietes eine Hiufungsstelle haben, ohne daB die Funk- 
tion identisch verschwindet (bzw. konstant ist). Ist also eine 
Funktion im Innern und auf dem Rande eines Bereiches regular, 
so liegen im Innern nur endlich viele Nullstellen. 
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Satz von Hurwitz (Math. Ann. 33 (1889) S. 246): Die 
Folge f,(2), fe(z), -.-, wo die f,(z) simtlich in einem Gebiet © 
regulir sind, konvergiere in & gleichmifig gegen eine (mithin 
reguliire) Grenzfunktion f(z). Die Nullstellen der f,(2) — kommt 
dieselbe Nullstelle bei mehreren f, vor, so ist sie mehrfach zu 
zihlen — bilden eine Menge St, die, wenn sie unendlich ist, 
Haufungspunkte hat. Ist keines der f,(z) = 0, so ist jeder im 
Innern von © liegende Hiufungspunkt von M eine Nullstelle von 
f(z) und umgekehrt: Ist f(z) + 0, so ist jede Nullstelle von f(z) 
im Innern von & ein Hiufungspunkt von JM, und zwar liegen in 
einer sonst nullstellenfreien Umgebung um eine 7-fache Nullstelle 
von f(z) genau 7 Nullstellen von f,(z) — mehrfache Nullstellen 
mit ihrer Vielfachheit gezihlt —, sobald v eine von der Umgebung 
abhangige Zahl tibersteigt. 


Laurentscher Satz. 


Ist eine Funktion in einem konzentrischen Kreisring um den 
Punkt @ mit den Radien y und R (r < R, es kann speziell r = 0 
oder R =o sein) regulir, so laBt sie sich eindeutig in eine 
Reihe nach positiven und negativen Potenzen von z— a entwickeln: 


(= Dae- ar =>) +>) 


deren Koeffizienten sich durch die Formel bestimmen: 


wobei © eine im Ringgebiet liegende, den Punkt a einmal im 
positiven Sinn umlaufende, rektifizierbare Kurve ist. (Laurent, 
C. R. 17 (1843) S. 938; schon 1841 von WeierstraB bewiesen, 
aber nicht publiziert, Werke 1 S. 51, vgl. auch Pringsheim, 
Miinch. Ber. 25 (1895) S. 75; Math. Ann. 47 (1896) S. 121.) 
Der Koeffizient a_, ist, falls » = 0 ist, das Residuum von f(z) 
im Punkte a. 


oo 
Die Reihe > konvergiert im ganzen Innern des gréBeren, 
= 7 : 
> im ganzen AuBeren des kleineren der beiden, das Ring- 
—1 
gebiet begrenzenden Kreise. 
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Dirichletsche Reihen. 


Diese Reihen stellen eine Verallgemeinerung der Potenz- 
reihen dar. Man versteht unter einer Dirichletschen Reihe eine 


Reihe der Form’) 
f(s) =>) ayen*n, 


n=1 


wo die a, beliebige te tae? die 2, reelle, gegen + 00 wachsende 
Zahlen dind: 4, <4, <+--, 1, oo fiir n — oo. (Ausfihrliche 
Darstellung der Thedtie an Landau, Handbuch der Lehre von 
der Verteilung der Primzahlen, Leipzig 1909, 1 S. 103, 2 S. 723; 
Hardy and Riesz, The general theory of Dirichlet’s series, Cais 
bridge Tracts Nr. 18.) 

Ist 2, = lgn, so liegt eine sog. spezielle Dirichletsche Reihe 
> % vor. Der Fall 2, =m geht durch die Substitution e~* = ¢ 
n=1 
in eine gewdhnliche Potenzreihe iiber. Dieselbe Substitution macht 
aus der allgemeinen Dirichletschen Reihe eine Potenzreihe > a, 2% 

n=1 

mit beliebigen reellen Exponenten. Wegen der Mehrdeutigkeit 
der Potenzen z’n mu8 man fir eine solche ,,irregulire Potenz- 
reihe im allgemeinen statt der z-Ebene die Riemannsche Fliche 

des Logarithmus zugrunde legen (s. III. Abschnitt, § 8). 
Es kann vorkommen, dak eine Daeietsdie Reihe iiberall 
: ‘ 1 ‘ = 
konvergiert (i oy = a) oder nirgends konvergiert (wie 


nN=1 
oo 


> nen . liegt keiner dieser extremen Fille vor, so kon- 
n=1 

vergiert sie in einer gewissen Halbebene 6 >a, wihrend sie 
in der anderen Halbebene o < « divergiert. (In den Punkten 
mit 6 =a kann sie konvergent oder auch divergent sein.) Wenn 
sie nimlich in einem Punkte sy konvergiert oder ihre Partial- 
summen daselbst nur beschrinkt sind, so konvergiert sie in jedem 
Punkte mit Rs > Rs, (Jensen, Tidsskrift for Math. (5) 2 (1884) 


1) Es ist bei den Dirichletschen Reihen tiblich, die Variable mit s 
za bezeichnen und s==o-+ti zu setzen. 
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8. 63). Die Begrenzung der Konvergenzhalbebene heift die Kon- 
vergenézgerade, ihr Schnittpunkt mit der reellen Achse die Kon- 
vergenzabszisse « der Reihe. In den beiden extremen Fallen ist 
a = — OO, baw. a =—+ oo. 

Entsprechend gibt es eine Halbebene absoluter Konvergenz 
mit einer Abszisse 6. Auch hier kann 6 = — oo oder B=+ 00 
sein. Natiirlich ist 6 >a. Das Gebiet a<o< heiBt der 
Streifen bedingter Konvergenz. Er kann verschwinden (« = §) 
oder endliche Breite (— co <<a< $6 <+ 00) oder unendliche 
Breite (— 00 <a<BP=+oo oder —cw-a<B<+ oo) 
haben. 

Eine Dirichletsche Reihe konvergiert in jedem endlichen, 
abgeschlossenen Bereich, der im Innern der Konvergenzhalbebene 
hegt, gleichmaig, stellt also eine in der ganzen Konvergenzhalb- 
ebene regulire Funktion dar. Dagegen gilt nicht etwa in Ana- 
logie zu den Potenzreihen ein Satz, daB eine in einer Halbebene 
regulare Funktion in eine Dirichletsche Reihe entwickelbar sei. 
Selbst wenn dies der Fall ist, besteht kein einfacher Zusammen- 
hang zwischen dem Konvergenzgebiet und dem funktionentheo- 
retischen Verhalten der dargestellten Funktion; es braucht z. B. 
auf der Konvergenzgeraden kein singulirer Punkt zu liegen. Eine 
Klirung der Frage, welche Higenschaften die Entwickelbarkeit in 
eine Dirichletsche Reihe bedingen, ist neuerdings von H. Bohr 
(Acta Math. 45 (1924) S. 29; 46 (1925) 8.101; 47 (1926) 
S. 237) durch Erweiterung des Begriffs der Dirichletschen Reihe 
erreicht worden. 


§ 6. Isolierte Singularitaten. 


Ist eine Funktion f(z) in einem Kreis mit Ausnahme seines 
Mittelpunktes a (d. h. in einem Ringgebiet, dessen innerer Kreis 
den Radius O hat) regulir, in @ aber sicher nicht, so heiBt a 
eine isolerte singuldre Stelle, und es kénnen bei der zugehdérigen 
Laurentschen Entwicklung (8. 717) 


fe) =D) ale ay + pa qe” oe 


drei Falle vorkommen: 
A Dea enthilt tiberhaupt kein Glied, d.h. a_;}=a__~= 


—1 


-=0. 
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Dann bleibt f(z) in der Umgebung von a beschrinkt und 
hat fiir z—» a einen Grenzwert, naémlich a). Man kann nun 
den Punkt a dadurch in das Regularitdtsgebiet einbeziehen, daB 
man f(z) fiir ¢ =a den Wert a, beilegt, oder, falls f(a) irgend- 
wie definiert war, diesen Wert in a, abindert. Durch Aufhe- 
bung der Unstetigkeit kann man also sogar Regularitit, d. h. 
Differenzierbarkeit in diesem Punkte herbeifiithren. 

Merkwiirdigerweise gilt sogar der Satz von Riemann 
(Dissertation 1851, § 12 = Werke 2. Aufl. S. 3; schon vorher 
von WeierstraB 1841 gefunden, aber nicht publiziert, Werke 1 
S. 63), der das vorige Ergebnis enthilt: 

Ist f(z) in einem Kreis, abgesehen vom Mittelpunkte a, 
regulir und in diesem Gebiet beschrinkt, so existiert 

lim f(z) = A. 


Z2>a 


Setzt man f(a) =A, so wird f(z) in a nicht nur stetig, sondern 
sogar differenzierbar, d. h. im ganzen Kreis regulir. (In a lag 
somit nur eine sog. hebbare Unstetigkeit vor.) Im Reellen 
gilt ein analoger Satz bekanntlich nicht. 


2. » enthilt nur endlich viele Glieder, das letzte von 
—1 


Null verschiedene sei a_,,(g—a)~™(m>1). Dann kann man 
zu jeder (beliebig groBen) Zahl g >0 einen Radius 9 so be- 
stimmen, daB 


lf@\|>g fir 0<|z—a\|<e 


ist. (Man sagt: f(¢) wird bei Anniherung an a ,,bestimmt un- 
endlich“.) Dagegen niahert sich (¢—a)"f(2) fir za dem 
von 0 verschiedenen Wert a_,,. Nimmt man umgekehrt an, 
daB es eine positive ganze Zahl m gibt, derart, daB (z —a)"f(z) 
in der Umgebung von a beschrankt bleibt, so folgt aus dem 
Satz von Riemann, daB (¢ — a)"f(z) fiir ¢— a einen Grenz- 
wert hat, der gleich 0 sein kann, wihrend es eine positive ganze 
Zahl m <n gibt, derart, daB (2 — a)™f(z) fiir ¢ > a@ einen von 
0 verschiedenen Grenzwert a_,, besitat. f(g) ist dann in der 
Umgebung von ¢ =a folgendermafen entwickelbar: 


f(2) = 2 a,(2 — a)"+ S a,(¢— a)". 
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Die beiden Fille sind also identisch. Der Punkt @ heift ein Pol 
m*" Ordnung (nach Briot und Bouquet) fiir f(z) oder (nach 


WeierstraB) eine auferwesentlich singuldre Stelle. hal a, (@— a)” 


=1 
heiBt der zu dem Pol gehérige Hauptteil der Funktion. Ist eine 
Funktion in einem Bereich bis auf Pole regulir, so heiBt sie 
dort meromorph. 


3. > onthalia unendiich. (viele Glipder® Danna Helbemes 
=a 


eine isolierte wesentlich singuldre Stelle fiir f(z). Hierfiir gilt der 


Satz von WeierstraB (1876, Werke 2 8.77 [S.124]): In 
jeder Umgebung einer isolierten, wesentlich singuliren Stelle a 
kommt eine Funktion jedem Werte beliebig nahe; d. h. ist d > 0 
und ¢ (komplex) beliebig vorgegeben, so gibt es in jeder be- 
liebig kleinen Umgebung yon a ein z, so daB 


|f(2) —e| <6 ist. 


Ist umgekehrt f(z) in der Umgebung von a regulir und 
kommt f(z) dort jedem Wert beliebig nahe, so kénnen die Falle 
1. und 2. nicht vorliegen, also mu8 a eine wesentlich singulire 
Stelle sein. Und: Kommt f(z) auch nur einem Werte nicht be- 
liebig nahe, so liegt eine hebbare Unstetigkeit oder ein Pol vor. 

Das Residuum einer Funktion in einem isolierten singu- 
laren Punkt ist gleich a_,. Die Cauchysche Integralformel kann 
als eine Anwendung dieses Satzes aufgefaBt werden. 


Der Punkt oo. 


Bisher wurde in den Definitionen von Regularitit, Ordnung 
einer Nullstelle und singulire Stelle, sowie beim Cauchyschen Satz 
der unendlicn ferne Punkt stets ausgeschlossen. Wir definieren 
nunmehr: Eine Funktion soll im Punkte z= oo regular sein, 
bzw. eine Nullstelle «ter Ordnung, bzw. einen Pol v ter Ord- 
nung, bzw. eine wesentlich singulire Stelle haben, wenn dies 
bei r(=) als Funktion von 2’ fir ¢’= 0 zutrifft. 


Ist z¢ = 00 ein regulirer Punkt, so gilt: 


(= SF 


Pascal, Repertorium 1.2. 2. Aufl, 46 
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Ist ¢ = 00 eine Nullstelle «ter Ordnung, so gilt: 
oo b, 
f(z) = > 7 (u = 1). 
n=pe 


Ist ¢'= 00 ein Pol vter Ordnung, so gilt: 


co v 


f(z) = ee (v>1, ¢,+0). 
0 n=1 


r= 


Ist z= oO eine wesentlich singulire Stelle, so gilt: 


f(2) = > es ay? c,@" (unendlich viele c, + 0). 
n=V n=1 


Die Laurent-Entwicklungen konvergieren fiir jeden Punkt 
auBerhalb eines hinreichend groBen Kreises um den Nullpunkt, 
nimlich des kleinsten Kreises, auBerhalb dessen f(z) regular ist 
(bis eventuell auf z= oo). 

Eine Funktion, die keine Konstante ist, kann nicht in der 
ganzen Ebene mit Hinschlu8 von g= ooo regular sein. Dies 
folet aus dem 


Satz von Liouville: Hine Funktion, die in der ganzen 
Ebene (mit eventuellem AusschluB von oo) regulaér und be- 
schrinkt ist, ist eine Konstante. (Higentlich von Cauchy, C. R. 
19 (1844) S. 1377.) 


Ist f(z) in der Umgebung von ¢=oo mit eventueller 
Ausnahme dieses Punktes regulir, so versteben wir unter dem 


af 
Residuum von f(z) fir z= oo das Integral 55; ff f(§)d&, erstreckt 


tiber einen Kreis, auerhalb dessen und auf dem f(z) regulir 
ist, und zwar in dem Sinne, daB die Umgebung von z = co 
zur Linken liegt. 


Ist 22 2 >. c,2" die Laurent-Entwicklung fiir den 
0 i 


Punkt oo, so ist das Residuum gleich — 0,. Ist f(z) in z=0o 
regular, so kann das Residuum trotzdem von 0 verschieden sein. 
Der Cauchysche Satz, wonach das Integral iiber eine geschlos- 
sene Kurve, in und auf der die Funktion regular ist, ver- 
schwindet, braucht also nicht zuzutreffen, wenn das Innere den 


( 
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Punkt oo enthilt. Hat eine Funktion in der ganzen Ebene nur 
endlich viele singulire Stellen, so. ist die Swmme der Residuen, 
einschlieBlich dessen in z = 00, gleich Null. 


Die rationalen Funktionen. 


Sine eeiionslesanitignh toe ck PAs tee 
By + B,2+---+ 8,2 

ganzen Ebene mit Einschlu8 des Punktes oo keine anderen 
Singularitéten als Pole, und umgekehrt: Eine Funktion, die in 
der ganzen Ebene einschlieBlich co keine andern Singularititen 
als Pole hat, ist eine rationale Funktion. Hat sie speziell nur 
in ¢= 0 einen Pol, so ist sie eine ganze rationale Funktion, 
d. h. es ist By =---=68 —0; By) +0. Hat die rationale 
Funktion in den Punkten z, (A=1,... 7) Pole der Ordnung 
, und in =o einen Pol der Ordnung (vy (im Falle der Re- 
gularitét sei u),— 0), so laBt sie sich in der Form darstellen: 


AG) AQ) 
s a git, <) + 5 bs 
ee ener m ee ya T + 
(Partialbruchzerlegung). 


Hine rationale Funktion li8t sich in jedem abgeschlossenen 
Bereich, der keinen Pol enthalt, beliebig genau durch ganze ratio- 
nale Funktionen (Polynome) approximieren. 

Durch die Angabe ihrer Nullpunkte und Pole sowie deren 
Ordnung ist eine rationale Funktion bis auf eine multiplikative 
Konstante bestimmt; jedoch muB die Anzahl der Nullpunkte 
gleich der Anzahl der Pole (mit Hinrechnung des unendlich 
fernen Punktes) sein. 


Die Anzahl der Nullstellen und Pole. 


Eine Funktion f(¢) sei im Innern und auf dem Rande 
eines von einer oder mehreren geschlossenen, rektifizierbaren 
Kurven begrenzten Bereiches 8 regulir bis auf Pole im Innern 
(d. h. meromorph), ferner auf der Berandung © von 0 ver- 
schieden. (In diesem Fall liegen im Innern nur endlich viele 
Pole, da unendlich viele eine Hiufungsstelle hitten, die dann 
ig ein regulirer Punkt noch ein Pol wire.) Dann ist 


co Peed ahne Wik deve Niiiatellen minus anenhicder Pole 


46* 
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in %, wobei jede Nullstelle und jeder Pol mit der Vielfachheit 
zu zihlen ist, die durch die Ordnung gegeben ist. 


Ferner ist 


221 


mf 7 oe dz = Summe der Nullstellen minus Summe der Pole, 


jede " Nullstelle und jeder Pol mit der entsprechenden Vielfachheit 
gezahlt. 


Satz von Rouché (J. éc. polyt. 22, 39. cah. (1862) 8.193 
[S. 217]): Sind zwei Funktionen f(z) und F(z) im Innern und 
auf dem Rande eines Bereiches 8 regulir und ist auf dem 
Rande F'(z¢)+0 und |f(z)| <| F(z) i so haben F(z) und 
F(z) + f(z) gleichviel Nullstellen im Innern von &. 

Satz von Jensen (Acta math. 22 (1899) S. 359): Eine 
Funktion f(¢) sei im Innern des Kreises |z|< R meromorph, 
auf dem Rande regular und von O verschieden. Im Innern 
moégen die Nullstellen z,,...2,, und die Pole ¢,...£&, (mehr- 
fache auch mehrfach aufgeschrieben) liegen. Der Nullpunkt sei 
weder Nullstelle noch Pol. Dann ist 


21 


EAE LE ZAG AEs Se 
A 


Peles) * 1&2 + Sal 
|Z,- ed . 


(Die Werte, deren Logarithmen zu bilden sind, sind positive 
Zahlen + 0.) 


Fir reguldére Funktionen folgt hieraus: 


Ist eine Funktion f(z) in und auf dem Kreise |z|< R 
regular und hat sie dort die Nullstellen z,, ... 2, (mehrfache 
auch mehrfach aufgeschrieben), von denen keine in den Mittel- 
punkt und auf den Rand fallt, ist ferner auf dem Rande 
| f(z)|< HM, so ist 


und | z, | = RifO| (0)| 


d.h. die Nullstellen liegen simtlich auBerhalb des Kreises vom 
Radius RO. 
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Ist a@ die Anzahl der Nullstellen in und auf dem Kreise 
|z|<o<R, so ergibt sich aus dem letzten Satz: 


ee 
je AO! 
ee 
J 


Der Jensensche Satz hat sich in vielen modernen Unter- 
suchungen als iuBerst fruchtbar erwiesen, vgl. z.B. Bohr und 
Landau, Pal. Circe. mat. 37 (1914) S. 269; F. u. R. Nevan- 
linna, Acta soc. scient. Fenn. 50 Nr. 5 (1922), hier auch Ver- 
allgemeinerung; Ostrowski, Acta litt. ac scient. Szeged 1 (1923) 
8. 80. 


Ill. Abschnitt. 
Analytische Fortsetzung und Riemannsche Fliche. 


§ 7. Analytische Fortsetzung. 


Ist von einer Funktion f(z) bekannt, daB sie in einem Be- 
reiche 8 regulir ist und gibt es eine Funktion F(z), die in 
einem § enthaltenden Bereich D regular ist und in 8 mit f(¢) 
iibereinstimmt, so heiBt F(z) eine analytische Fortsetzung von 
f(z). Aus dem Identititssatz (S. 715) folgt, daB die analytische 
Fortsetzung in einen gré8eren Bereich, wenn tiberhaupt, so nur 
auf eime Weise méglich ist. Analytische Fortsetzung ist keines- 
wegs identisch mit Darstellung durch denselben analytischen 
Ausdruck. So stellt z. B. das Cauchysche Integral (vgl. S. 703) 
im Innern der Integrationskurve die Funktion, im AufSern die 
Konstante 0 dar. (Vgl. jedoch die Borelschen Untersuchungen 
hierzu, dargestellt mit Literaturangaben bei Vivanti-Gutzmer, 
Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, Leipzig 1906, 
8. 334; ferner Borel, Lecons sur les fonctions monogénes uni- 
formes d’une variable complexe, chap. III—V, Paris 1917, und 
The Rice Institute pamphlet 4 (1917) S. 22.) 


Fortsetzung durch Potenzreihen. 


Die wichtigste Art, eine regulére Funktion fortzusetzen, be- 
ruht auf der Anwendung der Potenzreihen. Ist von einer Funk- 
tion f(¢) bekannt, daB sie in einem Kreise §, um den Mittel- 
punkt z, regulir ist, so kann man sie in eine Reihe nach 
Potenzen von ¢ — 2 entwickeln: 
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f(2) = By (e— 4%) = 2 a,(# — %)", 


die sicher in 8%, konvergiert. Es kann aber vorkommen, daB 
R, nicht der wale Kortvergenzkreis von %f ist, d. h. daB 


in einem gréBeren Kreise R, noch konvergiert. Da eine Potenz- 
reihe in ihrem Ronoenien eine regulire Funktion darstellt, 


so ist damit f(z) in das gréBere Gebiet §, analytisch fort- 
gesetzt. Ist z, ein innerer Punkt von G, und &, der Kreis um 
z,, der &, von innen beriihrt, so ist f(z) in ®, regular und 
daher in eine sicher innerhalb &, konvergente Reihe 


B, (2 — 4) => b, (2 — 2)” 


nach Potenzen von z— 4, entwickelbar, deren Koeffizienten aus 
denen der Reihe ‘3, berechnet werden kénnen: 


1 
isk BY (%1 — 40) 


und die iibrigens durch Umordnung aus der Reihe 


Bo (2 — eo) = Boe — #,) + & — 29)) => a, ((@ — 2) + (&%—%))" 
n=0 


=> a, > (7) (2—%)"(&—%)"~” 


n=0 v=0 


Ses) Sa (2-32) 3" 


u=v 


entstanden gedacht werden kann. Konvergiert nun aber 8, iiber 
&, hinaus in einem gréSeren Kreis ®,, so ist damit f(z) in das 


sichelférmige Gebiet von ®,, das iiber R, hinausreicht, analy- 
tisch fortgesetzt. 


Nun kann man wieder f (2) um einen in §&, liegenden 
Punkt z, entwickeln und erhilt eine Potenzreihe §, (—i2,) usw. 
Der Ubergang von $8, zu §B,, ebenso der von $8, zu $B, usw., 
wo also der neue Entwicklungsmittelpunkt innerhalb des alten 
Konvergenzkreises liegt, wird als wnmittelbare Fortsetzung bde- 
zeichnet. 
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Eine einzelne der hierbei auftretenden Potenzreihen heiBt 
ein Fumktionselement. Unter einer analytischen Funktion schlecht- 
hin (wobei also nicht wie im II. Abschnitt yon vornherein von 
einem Gebiet die Rede ist, in dem die Funktion als regulir 
bekannt ist) versteht man nach WeierstraB die Gesamtheit 
aller Elemente, die aus einem von ihnen durch analytische Fort- 
setzung erhalten werden kénnen. Jedes Element kann aus jedem 
anderen durch Bildung einer ,,Keite“, d.h. einer geeignet ge- 
wihlten Folge von Funktionselementen, die sukzessive durch un- 
mittelbare Fortsetzung auseinander hervorgehen, erhalten werden. 

Die analytische Funktion ist durch ein beliebiges ihrer 
Elemente bestimmt. Die Konvergenzradien der Funktionselemente 
indern sich stetig mit dem Mittelpunkt. 

Auf einer Kurve zwischen P, und P, mégen die Mittel- 
punkte der Konvergenzkreise einer endlichen oder unendlichen 
Anzahl von Funktionselementen liegen, von denen je zwei auf- 
einanderfolgende durch unmittelbare Fortsetzung auseinander her- 
vorgehen. Man sagt dann, die Funktion sei von P, nach P, 
lings der Kurve fortgesetzt. 


Permanenz der Funktionalgleichungen. 

D(&,, Ly,.--,%,3 %) sei eine regulare Funktion einer jeden 
ihrer Variablen, wenn x, auf ein Gebiet ©, (v= 1,..., 2), 2 auf 
ein Gebiet G, beschrinkt wird. Sie sei mit ihren ersten partiellen 
Ableitungen fiir jedes Wertsystem (2,,..., 2,32), das dieser Ge- 
samtheit von Gebieten entnommen ist, stetig. Ist nun a ein Punkt 
von ©, und %,(¢— a) (v=1,..., 2) ein Funktionselement, das in 
einer gewissen Umgebung von z = a@ nur Werte aus &, annimmt, 
und gentigen die $$, in einem Kreis um z =a der Gleichung 


O(f,(¢—a),..., B,¢ —@; 2) =0, 

so gentigen auch etwaige Fortsetzungen von ihnen innerhalb des 
Gebietes G, derselben (Glosnune, vorausgesetzt, daB auch sie 
wieder nur Werte aus den &, annehmen. *(Beweis z. B. in Bie- 
berbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 1 (1921) S. 204.) 

(Sind z. B. einige der %§, Ableitungen der anderen, so ist 
@® =O eine Differentialgleichung und man erhilt einen sehr 
hiufig benutzten Spezialfall des Satzes.) 

Das Permanenzprinzip ist ein zweites wichtiges Mittel zuranaly- 
tischen Fortsetzung von Funktionen. Beispiel: Die Eulersche 


Gammafunktion, die zunichst durch T(z) = i e'#-1dé nur fiir 
0 
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R(z) > O definiert ist, aber vermége der durch partielle Inte- 
gration abzuleitenden Funktionalgleichung I'(z +1) = 2I(¢) (fir 
positiv ganzzahlige z ist '(¢+1) =!) in die ganze Ebene mit 
Ausnahme der Punkte z= 0,—1,— 2,... fortgesetzt werden 
kann, wo sie Pole 1. Ordnung besitzt. 

Hine dritte Methode der analytischen Fortsetzung wird durch 
das Schwarzsche Spiegelungsprinzip (s. S. 743) geliefert. 


Mehrdeutigkeit. 


Setzt man ein Funktionselement lings eines geschlossenen 
Weges fort, d. h. kehrt man mit dem Entwicklungsmittelpunkt 
in den Ausgangspunkt zuriick, so kann es vorkommen, daB das 
Funktionselement selbst sich nicht reproduziert; abermalige Fort- 
setzung kann wiederum ein neues Funktionselement liefern usw., 
so daB man demselben Punkte der komplexen Ebene 2, 3, usw., 
eventuell unendlich viele Funktionselemente zuordnen mu8. Die 
analytische Funktion heiBt dann mehrdeutig, bzw. unendlich viel- 
deutig. Sie kann héchstens abzéhlbar unendlich vieldeutig sein 
(Poincaré, Palermo Circ. mat. 2 (1888) 8. 197; Volterra, 
Rom, Acc. L. Rend. 4, 2° sem. (1888) 8. 355). 


Das fundamentale Beispiel einer m-deutigen Funktion ist 
1 


x 
w= 'Vz= 2" (m positiv ganz), definiert durch Vre™, wo 
z=ré® und Vr > 0, oderals Umkehrung von z = w™ (die Potenz- 
reihenentwicklung um einen beliebigen Punkt + 0 ist hierdurch 
bestimmt); auf Wegen, die den Nullpunkt umschlieBen, repro- 
duziert sich das Funktionselement fiir einen Punkt z,+ 0 erst 


nach m-maligem Umlauf um z= 0. Nach einem einfachen Um- 
in 


lauf im positiven Sinn erscheint das Funktionselement mit em 
multipliziert. 

Das fundamentale Beispiel einer unendlich vieldeutigen Funk- 
tion ist w=lg z, definiert als Umkehrung von ¢ =e” (fiir z=ré'?: 
w =Igr +g, unter lg r den gewohnlichen reellen Logarithmus ver- 


cae 


2=0Q meidenden Weges. Nach einem einmaligen Umlauf in 
positivem Sinne erscheint das Funktionselement um 2zi ver- 
mehrt. — Die beliebige Potenz w= z* (a beliebig komplex) wird 
definiert durch w=e*'®* und ist daher unendlich vieldeutig, 


standen) oder auch als i ue genommen lings eines den Punkt 
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auBer wenn « rational ist. — Dagegen bedeutet w = a’ = ele4, 
wo @ eine beliebige komplexe Konstante ist, je nach der Defini- 
tion von lga unendlich viele verschiedene eindeutige Funktionen. 

Wahrend wir im II. Abschnitt von ,,in einem Bereich ein- 
deutigen“ Funktionen sprachen, die jedoch vom jetzigen Stand- 
punkt aus durch analytische Fortsetzung zu mehrdeutigen Funk- 
tionen sich erweitern kénnen, verstehen wir nunmehr unter einer 
emdeutigen Funktion schlechthin eine solche, deren Funktions- 
elemente sich bei Fortsetzung lings geschlossenen Wegen stets 
reproduzieren. 


Monodromiesatz (von WeierstraB. Beweis s. z. B. bei 
Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 1, S. 217): Eine 
in einem einfach zusammenhingenden Bereich bis auf Pole re- 
gulire Funktion ist dort notwendig eindeutig. 


Erweist sich also eine Funktion bei Fortsetzung in einem 
einfach zusammenhingenden Bereich als mehrdeutig, so enthilt 
dieser mit Notwendigkeit Singularititen, und zwar andere als Pole. 


§ 8. Die Riemannsche Flache. 


Durch das Auftreten von Mehrdeutigkeiten wird man dazu 
gefthrt, die geometrische Vorstellung der z-Ebene, bzw. ihrer 
Gebiete, in denen man die Funktion definiert hat, zu erweitern. 

Wie die Funktion in ihrem Gesamtverlauf erst allmihlich 
durch analytische Fortsetzung entsteht, so denkt man sich gleich- 
zeitig auch ihr Definitionsgebiet erst nach und nach anwachsend, 
und zwar als selbstindige Fliche, die von der z-Ebene los- 
geldst ist. Letztere ist nur der Boden, iiber dem sich das sukzes- 
sive erzeugte Definitionsgebiet wie ein Teppich ausbreitet. Kommt 
man beim Anwachsen des Gebiets in eine Gegend der z-Ebene, 
uiber der schon ein Stick Fliche ausgebreitet ist, so verwebt 
man den neuen Teil nur dann mit dem alten, wenn die zuge- 
hérigen Funktionselemente in dem gemeinsamen Gebiet dieselben 
Funktionswerte liefern. Im anderen Fall lift man die jiingste 
Verlingerung der Fliche iiber den alten Teil hinweglaufen, so 
daB also dort zwei Blatter tibereinanderliegen. Kommt man bei 
weiterer Fortsetzung wieder einmal iiber die betreffende Gegend 
der z-Ebene, so fiihrt man im Falle der Nichtibereinstimmung 
des zugehérigen Funktionselementes mit den zu den friiheren 
Blattern gehdrigen die Fliche in einem neuen Blatt tiber die 
friiheren hinweg; ergibt sich jedoch Ubereinstimmung mit dem 
zu einem der friiheren Blatter gehdrigen Funktionselemente, so 
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verwebt man die letzte Fortsetzung der Fliche mit dem be- 
treffenden Blatt usw. Der raumlichen Vorstellung erwiachst 
hier nur eine kleine Schwierigkeit, wenn die Vereinigung nicht 
mit dem letzten, sondern mit einem der friiheren Blatter her- 
zustellen ist, wodurch jenes frithere Blatt mit den spaterem 
lings der Durchdringungslinien gemeinsame Punkte bekommt, 
die man jedoch in Ansehung unserer Zwecke nicht als gemein- 
sam rechnen darf. 

Die gesamte, bei diesem ProzeB erzeugte Flaiche heift die 
Riemannsche Fldche der Funktion (Riemann, Dissertation 1851, 
Werke, 2. Aufl, 8. 3 [S. 7]). 

Fiir die unendlich vieldeutige Funktion w = lg¢ erhalt man 
auf diese Weise eine Schraubenflache von unendlich vielen Win- 
dungen mit der Achse im Punkte z= 0; jedes Blatt tiberdeckt 
die ganze z-Ebene. Fiir die Funktion w =Vz (m pos. ganz) 
erhilt man eine Schraubenfliche mit m Windungen und der 
Achse in z= 0. Das mte Blatt schlieBt sich, die tibrigen durch- 
dringend, ohne mit ihnen gemeinsame Punkte zu haben, wieder 
an das erste an (Fig. 4). 

Die wesentliche Bedeutung der Riemannschen Fliche be- 
ruht darauf, da8 die Funktion deat ihr eindeutig ist, wihrend sie 
auf der 2-Ebene mehr- 
deutig war. Zu einer 
z-Koordinate gehéren 
auf der Fliche soviel 
Punkte, als Blatter 
tiber der betreffenden 
Stelle ausgebreitet lie- 
gen. Zu jedem dieser 
Punkte gehért ein an-— 
deres Funktionsele-— 
ment, oder, wie man | 
sagt, ein anderer | 

»Lunktionszweig 
(Riemann, Werke, 
2. Aufl, S. 68). Liegt : 
iiber einem Bereich der } 


Fig. 4. Dreiblittrige Riemannsche Fliche. ¢-Ebene nur ein Blatt, 

so heiBt die Fliche 

tiber diesem Bereiche schlicht. Liegen tiher mindestens einem 
Punkte Blatter und itiber keinem Pus mehr als , so heiBt) 
me Funktion »-deutig. 
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‘Die Zuordnung der w-Werte zu den z-Werten vermége der 
Funktion w= f(z) kann man als eine Abbildung auffassen. 
(Ausfiihrlicher s. IV. Abschn.) Die Funktion w ='j/z bildet die 
m-blittrige Riemannsche Fliche tiber der z2-Ebene auf die 
ganze schlichte w-Ebene ab. Zerschneidet man die Riemannsche 
Flache durch einen lings der positiv reellen Achse der z-Ebene 
gefiihrten Schnitt in siimtlichen Blattern (sogenannte Verzweigungs- 
schnitte), so zerfallt die Fliche in m tibereinander geschichtete 
Ebenen. Diesen einzelnen Blittern entsprechen der Reihe nach 
die m Sektoren der w-Ebene, die durch die von w—O aus- 


gehenden, mit der positiv reellen Achse die Winkel = 


(kK =0,1,...,m—1) bildenden Strahlen begrenzt werden. Die 
Blatter der Riemannschen Fliche in unzerschnittenem Zustand 
hingen so zusammen, wie diese Sektoren der w-Ebene. — In 
ihnlicher Weise bildet die Funktion w = 1gz die unendlich viel- 
blittrige Riemannsche Fliche auf die schlichte w-Ebene ab. 
Zerschneidet man wieder durch Verzweigungsschnitte lings der 
positiv reellen Achse die Flache in unendlich viele Blatter, so 
entsprechen diesen die Parallelstreifen von der Breite 27 in der w- 
Ebene, die von den Geraden v=k-2x(w=u-+ vik =0,+1,+2,...) 
begrenzt werden. — Unter dem Hauptzweig der Funktion Ve, 
baw. lez versteht man diejenigen Funktionselemente, die der posi- 
tiv reellen Achse in der z-Ebene dieselbe Achse in der w-Ebene 
zuordnen. 

Der Punkt =O war bei der fritheren Erzeugung der 
Riemannschen Flache von ‘//z und lgz kein innerer Punkt 
der Fliche. Grenzt man um den Punkt mit der Koordinate z= 0 
in der z-Ebene eine Umgebung ab, so entsprechen ihr nicht, wie 
bei den iibrigen Punkten, m, bzw. unendlich viele getrennte 
Umgebungen auf der Flache, sondern ein zusammenhingendes, 
sich um ¢ =O herumwindes Stiick. Derartige Punkte heiBen 
Windungspunkte (Riemann, Werke, 2. Aufl, S. 8) oder Ver- 
zweigungspunkte (ebenda, S.68) der Flache; besteht die Win- 
dung um den Punkt herum aus m Blittern, so hei®t der Punkt 
ein Verzweigungspunkt von m— 1ter Ordnung. — Verzweigungs- 
punkte treten héchstens in abzihibar unendlicher Anzahl auf. 

Der Punkt z = oo kann in die Betrachtung einbezogen wer- 
den, indem man die Riemannsche Fliache nicht tiber der z-Ebene, 
sondern tiber der z-Kugel ausbreitet. Ein zum Punkt oo ge- 


1 : 
hériges Funktionselement erscheint in der Form B(5). Fiir die 
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Funktion ‘Vz, bzw. lgz ist z=oo ein Verzweigungspunkt 
m — 1ter, bzw. unendlich hoher Ordnung. 

Die Verzweigungspunkte endlicher Ordnung heifen auch 

Stellen algebraischen Charakters“ (weil bei algebraischen Funk- 

tionen (Kap. XVII) keine anderen als solche auftreten), die Ver- 
zweigungspunkte unendlich hoher Ordnung auch ,,transzendente 
Singularitiiten“. 

Zu der Riemannschen Flache rechnet man hinzu: die 
Verzweigungspunkte endlicher Ordnung (weil sie bei einer Ab- 
bildung ihrer Umgebung auf ein schlichtes Gebiet in innere 
Punkte tibergehen, s.8. 737) sowie die auBerwesentlich singuliren 
Punkte oder Pole (weil ihnen als Funktionswert der bei 
Darstellung auf der Kugel keinen Ausnahmefall bedeutende 
Wert w= oo zugehirt). Dem entspricht die Erweiterung der 
,analytischen Funktion“ zum ,,analytischen Gebilde“ (Weier- 
straB, Vorlesungen iber die Theorie der Abelschen Trans- 
zendenten, Werke 4), indem man statt der friiheren ,reguliren“ 
Funktionselemente auch solche der Form BV 2 — a) bzw., wenn 
es sich um den unendlich fernen Punkt handelt, der Form 


(/2) (m positiv ganz) und ferner das Auftreten von end- 


lich vielen negativen Exponenten zulaft. (Es kénnen auch beide 

Fille zugleich vorkommen, z. B. bei der Funktion w= Vz im 

Punkte z= oo). An Stelle der alten Definition der analytischen 

Fortsetzung hat dann folgendes Prinzip zu treten: Zwei Funk- 

tionselemente gehdren zu demselben analytischen Gebilde, wenn 

es ein regulires Funktionselement gibt, das aus beiden durch > 
analytische Fortsetzung erhalten werden kann. 


Die vorhin anschaulich geometrisch gegebene und daher | 
nicht mathematisch befriedigende Definition der Riemannschen 
Fliche kann auch begrifflich exakt gefaBt werden. (S. vor allem | 
Weyl, Die Idee der Riemannschen Fldache, Leipzig und Berlin | 1 
1913.) Die Punkte der Riemannschen Flache sind nicht schon | 
durch die z-Stelle ¢ = a, tiber der sie liegen, sondern erst durch | 
das zu ihnen gehiérige Funktionselement $8 (z¢— a) erschépfend 
charakterisiert. (Der Funktionswert an der betreffenden Stelle 
wiirde nicht ausreichen, da es vorkommen kann, daB zwei 
Funktionselemente im Mittelpunkt iibereinstimmen, in den Nach- | 
barpunkten aber nicht.) Da der Begriff des Mittelpunktes schon 
im Begriff des Funktionselementes enthalten ist, so kann man | 
einen Punkt der Riemannschen Fliche auch einfach durch sein | 


| 
: 
L 
, 
{ 


§ 8. Die Riemannsche Fliche. 733 


zugehériges Funktionselement $$(¢— a) charakterisieren. Um zu 
einer rein begrifflichen Definition der Riemannschen Flache zu 
gelangen, legen wir nun nicht sogleich anschaulich geometrische 
Vorstellungen zugrunde, sondern gehen umgekehrt vor: Unter 
einem ,,Punkt“ verstehen wir ein Funktionselement 8(z — a) 
unserer analytischen Funktion; unter einer ,,Umgebung“ eines 
Punktes $(z¢—a) eine Gesamtheit von Funktionselementen 
%8(2 — €), die durch unmittelbare Fortsetzung aus ihm hervor- 
gehen und deren Mittelpunkte §€ einer Umgebung (im gewdéhn- 
lichen Sinne) der Stelle a@ angehdren; unter einer ,,stetigen 
Kurve“ zwischen zwei ,,Punkten“ $8(¢— a) und $(z¢ — 6) eine 
Gesamtheit von ,,Punkten“ $(¢ — £), die derart einem reellen 
Intervall 4) <2 <A, zugeordnet sind: B= f,, dab $B, = P(e —a), 
%,, = B(e — b) ist und durch Einschrinkung des Parameters 
aut eine hinreichend kleine Umgebung eines bestimmten Wertes 
4 es erreicht werden kann, daB 8, in einer vorgeschriebenen 
Umgebung von $f; liegt. Dann folgt aus der Definition der 
analytischen Funktion, daB jeder ,,Punkt §§ Umgebungen be- 
sitzt und da8 man je zwei ,,Punkte“ durch eine ,,stetige Kurve‘ 
verbinden kann. Damit ist nachgewiesen, daf die Gesamtheit 
aller ,,Punkte“ Gebietscharakter hat (vgl. S. 688), so da8 man im 
tbertragenen Sinn geometrische Vorstellungen gebrauchen kann. 


Man nennt diese Gesamtheit ein ,,Riemannsches Feld“ 
(Fricke, Die elliptischen Funktionen und thre Anwendungen 
1, Leipzig 1916, S. 24). Erweitert man die gegebenen Be- 


griffe dahin, da8 als ,,Punkte“ Potenzreihen der Form B(V2—a), 
m 
bzw. i) mit endlich vielen negativen Exponenten zu- 


gelassen werden, so treten noch die Verzweigungspunkte alge- 
braischen Charakters und die Pole hinzu und man erhilt die 
»Riemannsche Fldche“, das begriffliche Substrat des friiher be- 
sprochenen anschaulichen Gebildes gleichen Namens; sie gibt 
das ,analytische Gebilde“t in anderer Terminologie wieder. 


Die volle Bedeutung der Riemannschen Ideen wird je- 
doch erst ausgeschépft, wenn man mit F. Klein von der Fliche 
im Sinne der Analysis situs ausgeht und die auf ihr eindeuti- 
gen, regulir-analytischen Funktionen betrachtet. Vgl. hierzu 
auBer der Schrift von F. Klein, Uber Riemanns Theorie der 
algebraischen Funktionen und ihre Integrale, Leipzig 1882 (Ges. 
Abh. 3, S. 499) vor allem H. Weyl, Die Idee der Riemannschen 
Fildche, § 7, wo 8. 35 auch weitere Literatur zitiert ist. 
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§ 9. Singulaére Stellen. 


Setzt man eine Funktion durch eine Kette (s. 8. 727) von 
abziihlbar unendlich vielen Funktionselementen fort, deren Mittel- 
punkte einen einzigen Hiufungspunkt a haben, der auch der un- 
endlich ferne Punkt sein kann, so streben die Konvergenzradien, 
wenn wir, um den Punkt a=oo genau wie die endlichen Punkte 
behandeln zu kénnen, sie auf der komplexen Kugel messen, gegen 
einen Grenzwert R, und es gibt zwei Méglichkeiten: Entweder 
ist R > 0; dann ist a eine regulire Stelle. Oder es ist R = 0; 
dann nennen wir a eine singuldre Stelle. (Diese Art der Defi- 
nition ist die von Bieberbach, Enzykl. II,, Heft 4, 5. 401, 
vorgeschlagene.) Bei mehrdeutigen Funktionen ist zu _beriick- 
sichtigen, daB auf der Riemannschen Flache die Angabe der 
z-Koordinate nicht gentigt, sondern daB hier die Funktions- 
elemente zur Charakterisierung hinzutreten mtissen. (Siche hier- 
liber Bieberbach a. a. 0., S. 402—404, oder Lehrbuch 1, 
S. 209 — 211.) 

Nach dieser Definition sind z. B. bei einer eindeutigen ana- 
lytischen Funktion nicht alle Randpunkte des vollsténdigen Re- 
gularititsbereichs singulare Punkte. Man kann Beispiele von 
einfach zusammenhingenden Bereichen angeben, die Regularitiits- 
gebiete von analytischen Funktionen sind (vgl. S. 756) und bei 
denen Randpunkte existieren, die nicht durch eine Kette der 
obigen Art erreichbar sind (s. z.B. Osgood, Lehrbuch 1, 2. Aufl, 
8. 153, 154 und §. 438). 


Auf dem Rande des Konvergenzkreises einer Potenzreihe 
liegt mindestens ein singulirer Punkt der dargestellten analy- 
tischen Funktion (aber nicht umgekehrt: Nicht jeder singulire 
Punkt braucht auf dem Rande des Konvergenzkreises eines | 
Funktionselementes zu liegen). 


Die singuliren Punkte kénnen sich auch zu _ singuldren 
Linien zusammenschlieBen. Ist die singulire Linie geschlossen, _ 
so la8t sich die Funktion nicht im gewéhnlichen Sinne iiber sie 
hinaus analytisch fortsetzen (vgl. jedoch die 8S. 725 zitierten 
Untersuchungen). Die betreffende Linie heiBt dann eine natiir- 
liche Grenze der Funktion, im Gegensatz zu den aus irgend- 
welchen Griinden eingefiihrten ktinstlichen Grenzen (wie z. B. 
Schnitten in einer Riemannschen Fliche, die ein Gebiet ab- | 
grenzen, in dem die Funktion eindeutig ist), ttber die hinaus | 
eine Fortsetzung méglich ist. | 
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Man kann gewisse Funktionsklassen, die schon anderweitig 
definiert sind, auch durch ihre Singularititen vollstindig charak- 
terisieren. 8. z. B. fiir die rationalen Funktionen 8. 723. Ferner: 
Eine Funktion, die bis auf endlich viele Pole und Verzweigungs- 
stellen endlicher Ordnung in der ganzen Ebene regular ist, ist 
eine algebraische Funktion (vgl. Kap. XVII). 


IV. Abschnitt. 
Geometrische Funktionentheorie. 


§ 10. Konforme Abbildung. 


Ist w= f(¢) in einem Bereiche %, auf der z-Ebene oder 
allgemeiner auf einer Riemannschen Fliche regular, so erfiillt 
die Menge der zugehérigen w-Werte ebenfalls einen eventuell 
auf einer Riemannschen Fliche liegenden Bereich %,,, der als 
» Bild“ des z-Bereiches aufgefaBt werden kann. Die Ausbeutung 
dieser geometrischen Veranschaulichung liegt der ,,geometrischen 
Funktionentheorie* ob. Da der reelle und der imaginire Be- 
standteil einer analytischen Funktion konjugierte Potential- oder 
harmonische Funktionen sind (s. 8. 705), so steht sie in engster 
Beziehung zur Potentialtheorie, die sich auch geometrischer Ver- 
anschaulichungen durch stationiire Strémungen bedient. (Vgl. fiir 
diesen Zusammenhang der beiden Disziplinen die Lehrbiicher 
der Funktionentheorie von Osgood, 2. Aufl.1912, IV. Abschn., und 
von Hurwitz-Courant, 2. Aufl. 1925, III. Abschn. Geometrische 
Funktionentheorie.) Die geometrische Funktionentheorie geht 
auf Riemann zuriick, der die aus der Potentialtheorie geliufi- 
gen Gesichtspunkte, eine Funktion durch Randbedingungen zu 
charakterisieren, in die Theorie der komplexen Funktionen ein- 
gefuhrt hat. Besonders F. Klein hat aus der geometrischen 
Veranschaulichung viele fruchtbare Ideen gezogen (vgl. z. B. die 
autographierte Vorlesung tiber Riemannsche Flachen). 

Wie man eine analytische Funktion durch analytische Aus- 
driicke (z. B. Potenzreihen) oder durch ihre Singularititen (vgl. 
oben) charakterisieren kann, so kann man sie auch geometrisch 
durch die zu ihr gehérige Abbildung als gegeben ansehen. 

Aus dem Gebietscharakter der Bildmenge folgt: Der ab- 
solute Betrag einer in einem Gebiet reguliren Funktion nimmt 
im Innern kein Maximum an; ist die Funktion auch noch auf 
dem Rande regulir oder wenigstens stetig, so wird das Maxi- 
mum dort angenommen. Der reelle Teil (und ebenso der imagi- 
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nire) nimmt im letzten Fall sowohl sein Maximum als sein Mini- 
mum auf dem Rande an. 

Ist B, ein schlichter Bereich, d.h. ist f(z) ein eindeutiger 
Funktionszweig und ist in einem Punkt z von 8, f’(z) + 0, so 
kann man um ¢ einen so kleinen Kreis abgrenzen, daB dessen 
Bild ein schlichtcs Gebiet @ innerhalb %,, bildet, d.h. daB die 
Abbildung umkehrbar eindeutig ist. In & ist z auch eine re- 
gulare Funktion von w: z= g(w), und es ist g’(w) = ol 
(Satz yon der Umkehrfunktion, vgl. S. 693). 

Liegen 8, und %,, auf Riemannschen Flichen, so kann 
in %, nur da ein Windungspunkt liegen, wo im entsprechen- 
den Punkt von $8, f(z) =0 ist; ebenso entsprechen den Punk- 
ten in %,, mit g’(w) = 0 die Windungspunkte in %,. 

Die wichtigste Higenschaft der durch eine analytische Funk- 
tion vermittelten Abbildung besteht darin, daB sie, abgesehen von 
den diskreten Ausnahmestellen, die durch die Verzweigungspunkte 
geliefert werden, konform, d.h. winkeltreu ist; genauer: 

Ist 2) kein Windungspunkt und aufSerdem f(z) + 0, d. h. 
ist auch der entsprechende Punkt in 8, kein Windungspunkt 
und bewegen sich zwei Punkte z, und 2 derart gegen Z, da8 
are (2, — %) — are (¢, — 2) = Winkel zwischen den geradlinigen 
Verbindungen von ¢, und z, mit 2), einen Grenzwert a hat, so hat 
auch are[f(2,) — f(%)] — are [f(¢.) — f(4))] = Winkel zwischen 
den geradlinigen Verbindungen der entsprechenden Bildpunkte, 
einen Grenzwert, der auch gleich « ist. 

Ein wichtiger Spezialfall ist der, da& die vorkommenden 
arcus einzeln Grenzwerte besitzen, d. h. daB sowohl in &%, als” 
%,, die Anniherung auf Kurven erfolgt, die in 2), baw. wy = f(Z) 
bestimmte Tangenten besitzen. Dann folgt: 

Der Schnittwinkel der Originalkurven iibertrigt sich mach 
Grépe und Drehungssinn auf die Bildkurven. — Hat die Rand-, 
kurve eines einfach zusammenhingenden Bereichs an jeder Stelle 
eine Tangente und ist die Abbildungsfunktion auch auf dem 
Rande regular, so wird durch die Abbildung auf den Rand des. 
Bildbereiches derselbe Umlaufsinn tibertragen. | 

Die im engeren Sinne, d. h. unter Erhaltung des Drehungs-. 
sinnes, winkeltreuen Abbildungen, heiBen konform. Man nennt 


sie auch vage ,,in den kleinsten Teilen dhnlich“. Die Tatsache 
dw 

adz| = |f(2)| driickt man vage so aus: Die Abbildung ist: 
»streckentreu“, d.h. alle von einem Punkt ausgehenden, hin-| 


\ 
; 
7 


; 
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reichend kleinen Strecken werden im gleichen Verhiiltnis | f’(z) |, 
dem ,,linearen VergriBerungsverhiltnis“, deformiert. Das »[ldchen- 
hafte Vergriperungsverhdltnis“ ist | f'(z)|?, ein vager Ausdruck 
fiir die Tatsache, daB das Bild eines Bereiches 8, den Flichen- 
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Hat f’ in 2, eine Nullstelle m— 1ter Ordnung (m> 2), d.h. 
(m) (g 
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so entspricht dem Punkte z) ein Windungspunkt w,) von end- 
hicher Ordnung m— 1 und die Winkel zwischen in ¢ einander 
schneidenden Kurven werden mit m multipliziert, die Abbildung 
ist ,,quasikonform“. Umgekehrt laBt sich eine hinreichend kleine 
Umgebung eines Windungspunktes w) von m— iter Ordnung 
durch die Funktion w= w,+ t"; t='V/w — wo, auf eine schlichte, 
volle Umgebung von ¢= 0 abbilden, wobei jeder Winkel mit 
dem Scheitel in wy auf den mten Teil reduziert wird. Durch 
die Substitution w= w, +t” wird daher die Funktion z = p(w) 
in einer gewissen Umgebung von ¢ = 0 eindeutig; man nennt 
deshalb ¢ einen lokalen uniformisierenden Parameter (lokal, weil 
die Uniformisierung, d. h. das Eindeutigmachen, im allgemeinen 
nur in einer hinreichend kleinen Umgebung gelungen ist). 


§ 11. Die durch lineare Funktionen vermittelten 
Abbildungen. 


Hier lassen sich die Zusammenhiange zwischen der ¢- und 
der w-Ebene nicht nur im Kleinen, sondern auch sehr einfach 
im GroBen verfolgen. Dazu ist es zweckmiBig, sich die beiden 
Ebenen als zusammenfallend und die Abbildung als eine ‘Trans- 
formation der Ebene in sich vorzustellen. 

Pascal, Repertorium. I. 2, 2. Aufl. AT 
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I. Ganze lineare Funktion w=az+b (a+0). 
Spezialfille : 
1. a=1: Translation um den Vektor 0. 
2.6=0: 


«) a positiv reell = r. Streckung der Ebene, d. h. Ahnlich- 
keitstransformation mit dem Nullpunkt als Zentrum und 
dem Ahnlichkeitsverhiltnis r. 

B)a=e? (p reell): Drehung um den Nullpunkt durch 
den Winkel g. 

y) @ beliebig = re’?: Drehstreckung. 


Allgemein: 


Streckung um |a|, Drehung um arca (beides mit dem 
Nullpunkt als Zentrum), nachfolgend Translation um b. 


IJ. Gebrochen lineare Funktion w= oe ( oa =e 0) 


(Vgl. hierzu Kap. XIX, § 2, 3, insbesondere die Figuren.) 
Spezialfall: 


1 1 
w=, also |w]= 7, arew =-— arez: 
z | 2 | 


Transformation durch reziproke Radien, auch Spiegelung 
am Hinheitskreis genannt, mit nachfolgender Spiegelung 
an der reellen Achse. 


Allgemein: 


Die Transformation ist eine Kreisverwandtschaft (sie fihrt — 


Kreise in Kreise iiber; Gerade sind als Kreise durch den 
unendlich fernen Punkt anzusehen). Durch eine geeignet 
gewihlte, lineare Transformation kann man drei beliebige, 
verschiedene Punkte in drei verschiedene, beliebig ge- 


wihlte Punkte tiberfiihren, und die Transformation ist ‘ 


hierdurch eindeutig bestimmt. Man kann also jeden Kreis 
durch eine passende lineare Transformation in jeden an- 


deren tiberfiihren und dabei noch zwei Punktetripel 4,, 2, 25 
bzw. W,, We, wz auf den Peripherien vorschreiben, die in- | 


einander tibergehen sollen. Da der Umlaufsinn 2, — 2, — 2, 
mit dem Umlaufsinn w,—> w,— ws tibereinstimmen muB, 
so kann man sofort entscheiden, ob bei der Transformation 


das Innere des z-Kreises in das Innere oder in das AuBere / 


des w-Kreises iibergeht. 
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Die Gesamtheit aller linearen Transformationen bildet eine 


Gruppe, d.h. die Aufeinanderfolge von zwei Transformationen 
1iBt sich auch durch eine einzige realisieren. 


Eine lineare Transformation hat mindestens einen und héch- 


stens zwei Fiapunkte, d. h. Punkte, die in sich tibergehen. Dabei 
sind folgende Typen zu unterscheiden: 


ie: 


I. 


Ein Fixpunkt 2%. 


1 1 
Normalform: = + a. 
W— &y Z2— 2, 


Parabolische Transformation. Es gibt zwei invariante, ortho- 
gonale Kreisscharen, die beide durch Z gehen. Simtliche 
Kreise einer Schar beriihren einander; die Kreise der einen 
Schar gehen einzeln in sich tiber, die der anderen ver- 
tauschen sich, Liegt der Fixpunkt im Unendlichen, so ist 
die Transformation eine Translation (vgl. S. 738). 


yy 7 > 
Zwei Fixpunkte 2,, é. 
w—z a—z 
Normalform: 1 = o a 
W— he Z— 2, 


1. @ positiv reell: Hyperbolische Transformation. Es bleiben 
zwei orthogonale Kreisscharen invariant. Die Kreise der 
ersten Schar laufen durch 2, und 2, jeder Kreis geht 
einzeln in sich tiber. Die Kreise der zweiten Schar schnei- 
den einander nicht, jeder Kreis geht in ein anderes In- 
dividuum iiber. Liegt der eine Fixpunkt im Unendlichen, 
so handelt es sich um eine Ahnlichkeitstransformation 
mit dem anderen Fixpunkt als Zentrum (vgl. 8. 738). 

2. « =e’? ( reell): Elliptische Transformation. Dieselben 
Kreisscharen sind invariant, nur geht jetzt jeder Kreis 
der zweiten Schar in sich, jeder der ersten in ein anderes 
Individuum iiber. Liegt der eine Fixpunkt im Unend- 
lichen, so handelt es sich um eine Drehung um den an- 
deren (vgl. 8. 738). 

3. Keiner dieser Falle liegt vor: Loxodromische Transfor- 
mation. Hier ist keine Kreisschar, sondern eine Schar von 
Spiralen (Loxodromen) invariant. Liegt der eine Fixpunkt 
im Unendlichen, so handelt es sich um eine Drehstreckung 
(vgl. 8. 738). 


Eine lineare Funktion bildet die ganze Ebene mit EHin- 


schlu8 des unendlich fernen Punktes (d.h. die Vollkugel) auf 


Aq* 
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sich, ebenso das Innere bzw. Aufere eines Kreises auf das Innere 
oder AuBere eines Kreises (d. h. eine Kugelkalotte auf eine Kugel- 
kalotte) konform und eineindeutig ab.. Es gilt auch das Umgekehrte: 
Bildet eine analytische Funktion die Vollkugel eineindeutig auf 
sich oder eine Kugelkalotte eineindeutig auf eine Kugelkalotte 
ab, so ist sie eine lineare Funktion. (Die Voraussetzung der 
umkehrbaren Hindeutigkeit ist wesentlich; z. B. bildet die nicht- 
lineare Funktion w =z? den Hinheitskreis auch auf den Ein- 
heitskreis, aber auf den doppelt tiberdeckten, ab.) 


§ 12. Beschrénkungen fiir die Deformation. 


Das Schwarzsche Lemma (Schwarz, Ges. Abh.2 8.109): 
Ist w = f(z) fir |z| <1 regular, | f(z)|< 1 und f(0) = 0, so 
ist | f(z¢)|<|2|. Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Funk- 
tion w= eé'?z (@ reell). Das heiBt geometrisch: Bildet eine 
Funktion das Innere des Hinheitskreises (tiber den Rand wird 
nichts vorausgesetzt) auf ein (schlichtes oder nichtschlichtes) 
Gebiet in dessen Innern so ab, daB der Nullpunkt in sich 
iibergeht so riickt jeder Punkt naher an den Mittelpunkt heran. 
Die Distanz bleibt nur erhalten, wenn die Abbildung mit einer 
Drehung identisch ist. (Bew. bei Carathéodory, Math. Ann. 
72 (1912) S.107. Bei Schwarz wird noch Regularitat ftir 
| z| 1 vorausgesetzt.) Vgl. Koebe, Math. Zeitschr. 6 (1920) 8.52. 

Ausdehnung des Schwarzschen Lemmas auf Halb- | 
ebenen: Ist f(z) fir Re >0 regular, Rf(z) > O und in der | 
Umgebung des unendlich fernen Punktes 

F(Z) 
z 

wo é(z) in jedem inneren Winkelgebiet der Halbebene R(z) pe () 
fir |z|—> oo gleichmiBig gegen 0 strebt, so ist Rf(z) > R(z). 
(Unter gewissen Binschriinkungen von J ulia, Acta Math. 42 / 
(1920) S. 349, allgemein (in ee anderer Fassung) von R. Ne- 
vanlinna, Ann, acad. scient. Fennicae, ser. A, 18, Nr.5 (1922) § 
bewiesen ; fiir die hier gegebene Fassung vel. BE. a R. Nevan- j 
linna, Ace soc. scient. Fenn. 50, Nr 5 (1922) 8. 20.) 

Der Koebesche Verzerrungssatz. Den Kern dieses 
auBerst wichtigen Satzes stellt das Theorem dar: 

Bildet eine Funktion w = f(z) den Kreis |z| << @ auf einen jj 
schlichten Bereich ae h. f’(2) +0 fiir 2<o@) so ab, daB f(0) = 0, 
f’'(0) =1 ist (d. h. daB die Richtungen der reellen Achsen ‘in| 


==]! + e(z), 
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den Nullpunkten einander entsprechen, VergréBerungsverhiltnis 
= 1), so gibt es eine Kreisscheibe | w |.< ko, die ganz dem Bild- 
bereich angehért, wobei & eine absolute, von der speziellen Wahl 
von f unabhiingige Konstante ist. (Koebe, Gétt. Nachr. 1907, 
8.191 [S. 204]; Math. Ann. 67 (1909) S. 145 [S. 215]; Math. 
Ann. 69 (1910) 8. 1 [S. 48].) Der genaue, nicht zu verbessernde 


Wert von & ist + (Bieberbach, Math. Ann. 77 (1916) 8.153; 


Berl. Sitzwngsber. 1916, 8S. 940). 

Der Satz l4Bt sich auch so aussprechen: Der Radius der 
gréBten Kreisperipherie um den Nullpunkt der w-Ebene, deren 
Punkte simtlich Bildpunkte sind, ist > ke. Bei dieser Fassung 
kann die Voraussetzung der Schlichtheit gestrichen werden 
(Landau, Pal. Cire. mat. 46 (1922) S. 347). Es braucht dann 
aber keineswegs die ganze Kreisscheibe zum Bildbereich zu ge- 
héren (vgl. Bohr, Jerusalemer Univ. Abh. 1 (1923)). 

Der Koebesche Verzerrungssatz: Bei jeder im Kreise |z|< 1 
reguliren Funktion w=/(z), die eine schlichte Abbildung 
(f(z) + 0) vermittelt, gilt fiir zwei beliebige Punkte z,, ¢ in 
dem kleineren Kreise |z| << @<1 

1 f (&) 

Q = f’ (22) es, . 
wo Q nur von @, nicht von der Funktion abhingt (Gétt. Nachr. 
1909, S. 68 [S. 73]; Math. Ann. 69 (1910) S. 1 [S. 50]; Math. 
Zettschr. 6 (1920) S. 311). Der Name ,,Verzerrungssatz“ riihrt 
daher, daB f’(z) das lineare VergréBerungsverhiltnis (vgl. 8. 737) 
oder die Verzerrung der Abbildung bedeutet und man daher aus 
dem Satz Schranken fiir die Verzerrung von Liingen bei der 
Abbildung herleiten kann. 

Satz von Carathéodory tiber die Beschrinktheit 
des imaginiren Teils bei Beschrinktheit des reellen 

| (Schwarz- Festschrift, Berlin 1914, S. 19): Ist w= /f(2) fir 
jel <1 regular, (0) =0 und |Rf| <A, so ist fir || GA<1 


 (Vgl. auch Koebe, Math. Zeitschr. 6 (1920) S. 52.) 
| Der Bieberbachsche Drehungssatz (Math. Zeitschr. 4 
(1919) S. 295): Wenn /’(0)=1, f(z) fir |¢| <1 regular und 
das Bildgebiet schlicht ist, so gilt fir |¢| <@<1 


7 ew Tt 
jarg f’(2)| <2 fr 
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(arg f(z) gibt den Winkel an, um den eine durch z gehende 
Richtung bei der Abbildung gedreht wird.) 


§ 13. Der Riemannsche Fundamentalsatz der konformen 
Abbildung. 


Jedes einfach zusammenhingende (schlichte) Gebiet mit 
mehr als einem Randpunkt 1a8t sich (auf unendlich viele Weisen) 
konform und eineindeutig auf das Innere eines Kreises abbilden. — 
Schreibt man vor, daB ein gewisser Punkt des Gebietes und ein 
Linienelement, d. h. eine Richtung durch ihn, in einen gegebenen 
Punkt nebst Linienelement in dem Kreise iibergehen soll, so ist 
die Abbildung dadurch eindeutig festgelegt. — Schreibt man vor, 
welcher Punkt z des Gebietes in den. Kreismittelpunkt dibergehen 
und welchen Wert das VergréB8erungsverhaltnis | f’(z¢))| haben 
soll, so ist dadurch der Radius des Bildkreises eindeutig be- 
stimuit, — Zwei beliebige einfach zusammenhiingende Gebiete mit 
mehr als einem Randpunkt lassen sich konform aufeinander ab- 
bilden. (Riemann, Dissertation 1851, Werke, 2. Aufl., 8.3 [S.40].) 

Riemann reduziert das Abbildungsproblem, das bei ihm 
in der Form eines Randwertproblemes der Potentialtheorie auf- 
tritt, auf ein Variationsproblem (vgl. Rep. I, Kap. XIV § 8,8. 675): 
Die Funktion w(a, y) zu finden, die das Integral 


SS UGS) + Gay Jonas 


erstreckt iiber den Bereich, zu einem Minimum macht (Dirich- 
letsches Prinzip [nach ona Werke, 2. Aufl, S. 97}). Die : 
Existenz dieser Funktion sah er als selbstverstindlich an, ein Fehl- | 
schluB, der von Weierstra8 (Werke 2 S. 49) erkannt wurde 
C. Neumann (Leipz. Ber. 22 (1870) S. 49, 264; Vorlesungen 
tiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale, 2. Autf.., 
1884, Kap. 16—18, S. 388—471) und Schwarz (Ges. Adh. 2, 
8. 133—171) ersannen dann neue Methoden, vor allem das so- 
genannte ,,alternierende Verfahren“, um den Beweis, wenn auch | 
nicht fiir ganz beliebige Gebiete, exakt zu fahren. Hilbert 
(Math.- Ver. 8 (1900) 8. 184; Math. Ann. 59 (1904) S. 161; Gott. | 
Nachr. 1909, 8. 314) hat den urspriinglichen Riemannschen 3 
Beweis durch direkten Nachweis der Existenz der Minimum-. 
funktion streng gemacht. Hieran hat neben vielen anderen ins- 
besondere Courant angekniipft (Gétt. Nachr. 1910, S. 154;% 
Math, Ann. 71 (1912) 8. 145; Math. Ann. 72 (1912) s. 5175) 
J. f. Math. 144 (1914) 8S. 190). Neuere, rein fonktionentheam 
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retische Beweise stammen vor allem von Koebe (Gdétt. Nachr. 
1912, S. 844; J. f. Math. 145 (1915) S. 177) und Cara- 
théodory (Math. Ann. 72 (1912) 8.107; Schwarz-Festschrift, 
Berlin 1914, 8S. 19). Der Fortschritt der neueren Beweise gegen- 
liber den dlteren von Neumann und Schwarz beruht haupt- 
sichlich darauf, daB die Abbildung des Inneren des Gebietes von 
der des Randes ganz losgelist wird. 


Die Zuordnung der Rinder. 


Bei der umkehrbar eindeutigen Abbildung des Innern eines 
einfach zusammenhiangenden Bereiches auf das Innere eines 
Kreises brauchen die Randpunkte nicht umkehrbar eindeutig auf 
die Peripheriepunkte abgebildet zu werden. Uber Fille, in denen 
dies doch zutrifft, gibt Auskunft 


das Schwarzsche Spiegelungsprinzip (Ges. Abh. 1 
8.12; 2 S. 66, 149; vel. auch Carathéodory, Schwarz-Fest- 
schrift, Berlin 1914, 8.19 [S. 32]): 


Bei der konformen Abbildung eines einfach zusammenhingenden 
Bereichs auf einen schlichten Kreis geht jedes freie geradlinige 
oder kreisbogenférmige oder allgemein analytische Begrenzungs- 
stiick eineindeutig in einen Bogen der Kreisperipherie tiber. Die 
Abbildungsfunktion ist tiber ein solches Begrenzungsstiick hinaus 
fortsetzbar, und zwar gehen Spiegelpunkte an der analytischen 
Kurve in Spiegelpunkte am Kreise iiber. Hin Eckpunkt, in dem 
zwei analytische Kurven zusammenstoBen, geht in einen Kreis- 
punkt iiber, in dem die entsprechenden Kreisbogen zusammen- 
stoBen. — Besteht der Rand also aus endlich vielen analytischen 
Kurvenstiicken, so geht er eineindeutig in die Kreisperipherie 
tiber und die Abbildungsfunktion ist iiber die einzelnen Rand- 
stiicke hinaus fortsetzbar. 


Dabei gelten folgende Definitionen: 

Ein Kurvenbogen y des Randes heiBt fret, wenn sich um 
jeden seiner Punkte ein Kreis beschreiben liBt, derart, daB eines 
der beiden Segmente, in die der Kreis durch y zerlegt wird, 
ganz im Gebiet liegt. 

Ein Kurvenbogen y heiBt analytisch, wenn sich seine Ko- 
ordinaten als Potenzreihen eines reellen Parameters ¢: x = (ft), 
y = Q(é), mit einem gemeinsamen Konvergenzgebiet |¢| <9 dar- 
stellen lassen und immer $'(f)?+ O/(f)?+0 ist, d. h. $B’ und OD’ 
nicht gleichzeitig verschwinden. 
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Die Reihen $3(¢) und O(¢) konvergieren auch fiir komplexe 
t mit |t| <<, die Funktion z= a + iy = B(t) + 10(f) ist da- 
her fiir |t|<@ analytisch und bildet ein die Kurve y ent- 
haltendes, schlichtes (wegen $8’ + i0’+ 0) Gebiet auf den 
Kreis |t| <o der komplexen ¢-Ebene so ab, daB y dem reellen 
Durchmesser entspricht. Unter Spiegelpunkten an y verstehen wir 
zwei zu §) gehérige Punkte, deren Bilder in dem Kreis zu dem 
reellen Durchmesser spiegelbildlich liegen. — Diese Definition 
ist unabhingig von der Wahl des Parameters ¢. — Fir den 
Fall eines Kreisbogens fallt diese Definition mit der friiheren 
durch reziproke Radien (S. 738) zusammen. 


Der Fall nicht-analytischer Begrenzung wird erledigt durch 
folgende Sitze: 


Satz von Osgood (vermutungsweise ausgesprochen in 
Enzykl. V1,, Heft 1, S. 56): Ist die Begrenzung eines einfach 
zasammenhingenden Bereichs eine Jordankurve (S. 690), so geht 
sie bei Abbildung des Bereichs auf das Innere eines schlichten 
Kreises eineindeutig in die Kreisperipherie tiber. — Notwendig 
und hinreichend dafiir, daB die Berandungen zweier einfach 
zusammenhingender Bereiche Punkt fiir Punkt ineinander iiber- 
gehen, ist also, daB sie Jordankurven sind. (Beweise von 
Study, Vorlesungen iiber ausgewahlte Gegenstdinde der Geometrie, 
Heft 2: Konforme Abbildung einfach zusammenhdngender Bereiche, 
Leipzig 1913; Carathéodory, Math. Ann. 73 (1913) S. 305; 
Gott. Nachr. 1913, 8. 509; Lindeléf, C. R. 158 (1914) S. 245; 
Courant, Gott. Nachr. 1914, S. 101; J. f. Math. 144 (1914) 
S. 190; Koebe, Gétt. Nachr. 1918, S. 286; J. f. Math. 145 
(1915) 8. 177.) 


Satz von Carathéodory: Bei der Abbildung eines be- 
liebig begrenzten, einfach zusammenhangenden schlichten Gebietes 
auf das Innere eines Kreises entsprechen die Primenden des Ran- 
des eineindeutig den Peripheriepunkten des Kreises. (Math. Ann. 
73 (1913) S. 323.) 

Unter einem Primende versteht man die Menge derjenigen 
Randpunkte, die allen ineinandergeschachtelten Teilgebieten an- 
gehéren, welche durch eine Folge von einander nicht schneidex- 
den, gegen einen Randpunkt konvergierenden Querschnitten 
(das sind offene Jordankurven, deren Endpunkte auf dem Rande 
liegen, wihrend sie sonst ganz im Innern des Gebietes verlaufen) 
abgeschnitten werden. (In Fig. 5 besteht das Gebiet aus einem 
Quadrat, aus dem unendlich viele Strecken, die sich gegen die 
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Seite AB hiaufen, heraus- 
genommen sind; die gestri- 
chelt gezeichneten Querschnitte 
ziehen sich auf den Punkt A 
zusammen und schneiden eine 
Folge von ineinandergeschach- 
telten Teilgebieten ab, die |. 
simtlich das Primende AB | 
auf dem Rand enthalten.) 


Abbildung mehrfach zu- 
sammenhingender Ge- 


biete. 
Zwei mehrfach zusam- & “34 Sh 7 
menhingende, schlichte Ge- Abb. 5. 


biete kénnen im allgemeinen 

nicht aufeinander konform abgebildet werden (Schottky, J. f. 
Math. 83 (1877) 8. 300); schon aus topologischen Griinden ist 
klar, daB die Gebiete dieselbe Zusammenhangszahl haben miissen. 
Aber dies ist nicht hinreichend; z. B. lift sich jedes zweifach 
zusammenhingende Gebiet stets auf einen konzentrischen Kreis- 
ring (der auch ausgeartet sein kann, indem sich der innere Kreis 
auf den Mittelpunkt oder der aufere auf den Punkt oo reduziert 
oder beides) abbilden, dessen Radienverhiltnis (der ,,Modul“ des 
Gebietes) jedoch eindeutig durch das Gebiet bestimmt ist 
(Schottky, a. a. O. S. 324; Koebe, J. f. Math. 145 (1915) 
Bt77 [S.195]). 


Um iiber die Abbildung allgemeine Sitze aufstellen zu 
kénnen, legen wir ,,Normailgebiete“ zugrunde: 


Unter einem ,,Schlitzgebiet“ verstehen wir die ganze Ebene, 
aus der (endlich oder unendlich viele) parallele Strecken, die 
sich auch auf Punkte reduzieren kénnen, herausgenommen sind. 


Abbildungssatz: Ein schlichtes, beliebig (auch unendlich) 
vielfach zusammenhingendes Gebiet 148¢ sich umkehrbar ein- 
deutig und konform auf ein gewisses Schlitzgebiet abbilden. 
(Da im allgemeinen der Punkt oo ein innerer Punkt des Schlitz- 
gebietes ist, so hat die Abbildungsfunktion in einem, tbrigens 
beliebig vorzuschreibenden Punkt einen Pol erster Ordnung.) 
Die Primenden des Gebietes entsprechen eineindeutig den Rand-. 
punkten des Schlitzgebietes. (Beweis bei Courant, Math. Ann. 
71 (1912) 8.145; 72 (1912) S517; J. f. Math. 144 (1914), 
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$.190; Gott. Nachr. 1914, 8.101; Koebe, Acta Math. 40 (1916) 
S. 251; 41 (1918) 8. 305.) 


Verallgemeinerung auf nichtschlichte Gebiete. 


Der Abbildungssatz bleibt auch bestehen, wenn das Gebiet 
nicht schlicht ist, sondern auf einer Riemannschen Fliche mit 
endlich oder unendlich vielen Blattern liegt, und zwar sind die 
allgemeinsten Gebiete, die man hoffen kann, auf schlichte abzu- 
bilden, die schlichtartigen. 

Ein Gebiet heiBt schlichtartig (nach Koebe), wenn es durch 
jedes in ihm verlaufende geschlossene Polygon in zwei Teile zer- 
legt wird; oder, was dasselbe ist, wenn es sich durch stetige 
Deformation in ein schlichtes Gebiet tiberfiihren 1aBt. (Nicht 
schlichtartig sind z. B. die zu den algebraischen Funktionen vom 
Geschlecht > 1 gehérigen Flachen, s. Kap. XVII, § 2.) 

Da8B die Méglichkeit der stetigen Abbildung die der kon- 
formen Abbildung nach sich zieht, wird gewihrleistet durch 
das allgemeine Uniformisierungsprinzip: Jedes schlicht- 
artige Gebiet (das unendlich vielfach zusammenhingend und 
unendlich vielblittrig sein kann) 148+ sich eineindeutig und 
konform auf ein schlichtes Gebiet abbilden, d. h. jede im Sinne 
einer stetigen Deformation mégliche Abbildung auf ein schlichtes 
Gebiet 148t sich auch konform realisieren. Windungspunkte end- 
licher Ordnung gelten hierbei als innere, solche unendlicher Ord- 
nung als Randpunkte. (Koebe, Atti del IV congresso inter- 
nazionale dei matematici, Roma 1908. Vol. 2 (1909) S. 25; Gétt. 
Nachr. 1908, 8. 337; 1909, S. 324 [hier weitere Aussagen tiber 
‘die Begrenzung jenes schlichten Bildgebietes]; ausfiihrlich J. f. 
Math. 188 (1910) S. 192; vgl. ferner die S. 745 genannten Ar- 
beiten von Courant.) 

Der Name dieses Satzes wird durch das folgende erklart. 


§ 14. Uniformisierung. 


Nach S. 737 1&8t sich eine hinreichend kleine Umgebung 
jedes einzelnen Punktes einer zu einem analytischen Gebilde 
w = f(#) gehdrigen Riemannschen Fliche durch eine Parameier- 
darstellung ¢ = 2(#), w = w(#) eineindeutig auf ein schlichtes 
Gebiet einer ¢-Ebene abbilden. Diese Darstellung ist von Punkt 
zu Punkt eine andere. Die Uniformisierungstheorie, begriindet 
von Klein (Math. Ann. 19—21 (1882/83)) und Poincaré | 
(Acta math. 1, 3—5 (1882/84)), stellt sich die Aufgabe, eine fiir | 


§ 14. Uniformisierung. TAT 


alle Punkte des analytischen Gebildes giiltige, eineindeutige Dar- 
stellung vermittels eines in der schlichten ¢-Ebene variierenden 
Parameters, der uniformisierenden Variablen herzustellen. Der 
vollstindige Beweis fiir die Méglichkeit der Uniformisierung ist 
1907 von Koebe (Gétt. Nachr. 1907, S. 191 und 633) und 
Poincaré (Acta Math. 31 (1908) S. 1) vermittels der Idee der 
Uberlagerungsfliche geliefert worden. (Vgl. vor allem die weiteren 
Arbeiten von Reaeitee Math-Ver. 21 (1912) 8. 157; Math. Ann. 
67 (1909) S. 145; 69 (1910) S. 1; 72 (1912) S. 437; 75 (1914) 
8. 42; J. f. Math. 138 (1910) S. 192; 189 (1911) S. 251; 147 
(1917) S. 67.) 


Eine Fliche § heiBt eine (unverzweigte) Uberlager ungs- 
fidche liber einer Grundfliche 3, wenn jedem Punkte P auf AY 
ein einziger Punkt P auf § als ,,Projektionspunkt“ und einer 
gewissen Umgebung von P umkehrbar eindeutig und stetig ein 
Gebiet auf % zugeordnet ist. 


Zu einer beliebigen Riemannschen Fliche wird nun eine 
Uberlagerungsfliche konstruiert, auf der alle relativ zur Grund- 
fliche unverzweigten, d.h. wenn auch nicht im Ganzen, so doch 
in der Umgebung jeder Stelle eindeutigen Funktionen wiederum 
im Ganzen eindeutig sind und die (im Gegensatz zur Grund- 
fliche) einfach zusammenhdngend ist. (Fiir die scharfe Fassung 
dieses Begriffs vgl. Weyl, Idee der Riemannschen Fliche, 8. 47, 
wo an die Uberlagerungsfliche angekniipft wird. Man kann auch 
eine Fliche als einfach zusammenhiingend definieren, wenn sie 
eineindeutig und stetig auf eine volle oder eine punktierte Kugel 
abgebildet werden kann. Vgl. auch Riemann, Werke 2. Aufl. 
5.9.) Nach dem 


Koebe-Poincaréschen Grenzkreistheorem: ,Jede ein- 
fach zusammenhingende Riemannsche Fliche li8t sich entweder 
auf die ganze Ebene (Vollkugel) oder die punktierte Ebene 
(punktierte Kugel) oder auf das Innere eines Kreises (Kugel- 
kalotte) eineindeutig und konform abbilden“ 


kann man die Uberlagerungsfliiche auf ein schlichtes Ge- 
biet abbilden, wodurch die urspriingliche Fliche in ein Teil- 
gebiet ‘tbergeht und die Uniformisierung geleistet ist (Grenz- 
kreisunifor misierung). 

Allgemein wird das Problem immer geldst sein, wenn es ge- 
lingt, zur Grundfliche eine schlichtartige, nicht notwendig einfach 
zusammenhingende Uberlagerungsfliiche zu konstruieren. Denn 
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eine solche kann man nach dem Koebeschen allgemeinen Uni- 
formisierungsprinzip immer auf einen schlichten Bereich abbilden. 

Das Uniformisierungsproblem steht in engem Zusammen- 
hang mit der Theorie der automorphen Funktionen, das sind 
Funktionen, die gegentiber einer Gruppe von linearen Transfor- 
mationen invariant bleiben. Siehe Rep. I,, Kap. XIX, insbeson- 
dere § 25. 


V. Abschnitt. 


Spezielle Funktionsklassen (ganze und meromorphe 
Funktionen und Verallgemeinerungen). 


§ 15. Die ganzen Funktionen. 


Die WeierstraBsche Produktdarstellung. 


Eine ganze rationale Funktion laBt sich vermége ihrer 
Nullstellen o,, ..., «, (mehrfache auch mehrfach aufgeschrie- 
ben) in der Form darstellen: f(z) = A(z — a@,)...(¢—«,) und 
umgekehrt: Gibt man endlich viele beliebige Punkte a,,..., «, 
vor, so kann man vermége dieser Darstellung alle ganzen ra- 
tionalen Funktionen angeben, die diese Punkte zu Nullstellen 
haben. Hine &hnliche Produktdarstellung gilt auch fiir die gan- 
zen, nichtrationalen Funktionen (S. 714), und auch hier kann 
man die Nullstellen im Rahmen des Méglichen, nimlich unter 
der Hinschriinkung, da8 sie im Endlichen keine Haufungsstelle 
haben, was bei ganzen Funktionen nicht vorkommen kann (vgl 
8. 716), beliebig vorschreiben. 

Satz von WeierstraB (1876, Werke 2 S. 77; vgl. auch 
Pringsheim, Miinch. Ber. 1915, S. 387): Ist eine abzihlbare, 
den Nullpunkt nicht enthaltende Menge von Punkten o,, ci... ge- 
geben, die nach wachsenden Absolutbetrigen geordnet sind (je 
endlich viele « oder || kénnen zusammenfallen) und die, wenn 
sie wirklich in unendlicher Anzahl vorhanden sind, sich nur bei 
2 = 00 hiufen, also 


O< |G, |S leg) ae ae Se lcos tir yi ae 


so kann man (auf unendlich viele Weisen) eine Folge von 
ganzen Zahlen 2, >1 so bestimmen, daf 


§ 15. Die ganzen Funktionen. 749 


fiir jeden endlichen Wert von z konvergiert (z. B. 4, =m ge- 
niigt stets); und die Gesamtheit aller ganzen Funktionen, die 
im Nullpunkt eine Nullstelle der Ordnung m haben und sonst 
nur noch in den «, von erster Ordnung verschwinden (u-faches 
Vorkommen desselben Punktes « unter den a, bedeutet einen 
Nullpunkt wter Ordnung in @), wird durch den Ausdruck dar- 
gestellt: a ae ey. aca (2 2) 7 

fe) = oem | f(a — =) ce 2 tn tae : 


n=1 4 


wo g(z) eine beliebige ganze Funktion und der Exponential- 
faktor unter IZ im Falle 2, = 1 einfach 1 bedeutet. (Zur Theorie 
der unendlichen Produkte vel. Rep. I,, Kap. VI § 5.) 


WeierstraB wurde auf dieses Theorem gelenkt ane Be- 
trachtung der Eulerschen Gammafunktion (vgl. S. 696). a ist 


eine ganze Funktion mit den einfachen Nullstellen 0,—1,—2,... 
und 148t sich nach GauB (Werke 3 S, 146, vgl. auch Weier- 
straB, Werke 1 8.194) durch das Produkt: 


n=1 


pili ss Tora 
ee ee), is 
oder ee Ce: 


N= \nH=1 


N 
darstellen, wo A = lim De = —lg x) die Eulersche Kon- 


stante ist. Weierstra8 erkannte hieran die Rolle der konver- 
genzerzeugenden Exponentialfaktoren, die das fiir die Darstellung 
einer Funktion mit den Nullstellen — 1, — 2, ... naheliegende, 


aber divergierende Produkt [ i (1 + =) zum Konvergieren 


puagen, ohne die Nullstellen zu verschieben. 

Die ganze Funktion sinwz hat alle ganzzahligen Argu- 
mente zu Nullstelien. Ihre Produktdarstellung ergibt sich ver- 
mége ihres Zusammenhangs mit der J - Funktion: 


sinwZ 1 f 
ax I(@r(ia—z) 
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Die Laguerre-Hadamardsche Theorie der ganzen 
Funktionen. 

An die WeierstraBsche Produktdarstellung kntipft die von 
Laguerre 1883 inaugurierte (vgl. @uores 1 8. 167f.) und 
dann nach einem Vorsto8 von Poincaré (Bull. Soc. MU. 11 (1883) 
8. 136) vor allem von Hadamard (J. de Math. (4) 9 (1893) 
8. aa geférderte Theorie der ganzen Funktionen an, die im 
wesentlichen darauf ausgeht, auch andere Higenschaften der 
ganzen rationalen Funktionen (Polynome) auf die ganzen Funk- 
tionen zu verallgemeinern. Fiir die historische Entwicklung und 
den Stand der Theorie vgl. Bieberbach, Enzykl. II,, Heft 4; 
Borel, Lecons sur les fonctions entiéres, in zweiter Auflage 1921 
mit einem Bericht iiber die modernsten Untersuchungen von 
G. Valiron; ferner Valiron, Lectwres on the general theory of 
integral functions, Toulouse 1923. 

Geschlecht: Liegt eine bestimmte ganze Funktion f(z) 
vor, so kann es vorkommen, daB man in der Weierstra8schen 
Produktdarstellung die 2, konstant wihlen darf. Dann gibt es 
einen ,Grenzexponenten“ 9 > 0 (Pringsheim, Miinch. Ber. 33 
(1903) S. 101; im Franzésischen ordre réel) derart, daB fiir jedes 


oo 
: ; ag 
e>0 eA carer konvergiert, dagegen or divergiert; 
1 | a | 7 | Gn | 
o selbst kann ein Konvergenz- oder ein Divergenzexponent sein. 
x 


at 


Es sei k die kleinste ganze Zahl > 0, fiir die Dae 


n=1 
konvergiert, d. h. 
wenn g nicht ganzzahlig: & = linksbenachbarte ganze Zahl zu 9; 
k = @ — 1, wenn 9 ein Konvergenzexponent, 


wenn @ ganzzahlig: : : 
= es 8 c =, wenn oe ein Divergenzexponent. 


(Pringsheim, a. a. 0. nennt & den Rang der Funktion.) Dann 
kann man in dem WeierstraBschen Produkt alle 2,—1=k 
wihlen. Hierdurch ist die ganze Funktion g(z) eindeutig be- 
stimmt. Ist sie speziell eine rationale Funktion vom Grade q, 
so heiBt die gréBere der beiden Zahlen & und gq (wir bezeichnen 
sie mit p) das Geschlecht (franzisisch genre, Laguerre C. R. 
94 (1882) S. 160 = Gwvres 1 S. 167; nach Pringsheim, a. a. 
O., Héhe) von f(z). In allen anderen Fallen, wo also entweder 
k oder q oder beide nicht existieren, sagt man, f(¢) habe unend- 
liches Geschlecht (s. hierftir Blumenthal, Principes de la théorie 
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des fonctions entiéres d’ordre infint, Paris 1910). — Nach seiner 
Definition hingt das Geschlecht zum Teil von der Verteilung 
der Nullstellen ab. 

Die ganzen Funktionen vom Geschlecht 0 sind den ganzen 
rationalen Funktionen am nichsten verwandt, sie haben die 


fos) 


Form f(z) = om] f (1 = =). 
1 


nm 


Reduziert sich bei einer Funktion von endlichem Geschlecht 
g(z) auf eine Konstante, so heiBt die Funktion primitiv oder 
kanonisch. 


Ordnung: Gibt es eine Zahl w > 0, derart, daB fiir jedes 
é > 0 von einem gewissen |z| =r an 


Ifel<et™s 


dagegen immer wieder fiir gewisse ¢ 


lf) | > er" 


ist, so heiBt wu die Ordnung (Pringsheim a. a. O.; franzdsisch 
ordre apparent) von f(z). Gibt es keine endliche Zahl uw dieser 
Kigenschaft, so heift f(z) von unendlicher Ordnung. — Ist z. B. 
g(z) ein Polynom vom genauen Grade q, so hat & die Ord- 


nung g und umgekehrt. — Es ist 
ys lg le M(r) 
& in beige © ’ 


wo M(r) das Maximum von |f(z)| far |¢| = 7 bedeutet. — Wenn 


gO einen Grenzwert hat, so heiBt f von regelmadfigem 
Wachstum. 

Die Ordnung hingt vom Wachstum der Funktion, ver- 
glichen mit Exponentialfunktionen, ab. Sie verallgemeinert den 
Begriff des Grades bei ganzen rationalen Funktionen, die sich 
fiir groBe z wie die héchste in ihnen vorkommende Potenz ver- 
halten. 


‘Nullstellen und Geschlecht der Ableitung: Hat ein 
Polynom nur reelle Nullstellen, so gilt dasselbe fiir seine Ab- 
leitung. Fiir ganze Funktionen ist dies nicht allgemein richtig, 
wie das Beispiel der Funktion (¢ + 1)e” (vom Geschlechte 2) 
zeigt, die eine reelle Nullstelle besitzt, wihrend die Ableitung 
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(2274+ 22+ 1)e” zwei komplexe Nullstellen hat. Es gelten 
jedoch folgende 


Sitze von Laguerre (C. R. 94 (1882) 8. 160, 635; 98 
(1884) S. 79 = Cwres 1 S.167, 171, 178. Beweise mit 
Ausfiillung der bei Laguerre vorhandenen Liicken s. Borel, 
Lecons sur les fonctions entiéres, 2° édition, Paris 1921, 8. 30): 
Hat eine ganze Funktion f(z) vom Geschlecht null oder eins 
lauter reelle Nullstellen, so gilt dasselbe fiir die Ableitung. 
Zwischen je zwei Nullstellen von f(z) liegt nur eine Nullstelle 
von f’(z) [nach dem Rolleschen Satz mindestens eine; in mehr- 
fachen Nullstellen von f(z) verschwindet auch f’(z)], und f’ hat 
dasselbe Geschlecht wie f. — Hat eine Funktion f(z) vom Ge- 
schlecht p nur eine endliche Anzahl s von komplexen Null- 
stellen, so ist f’ auch vom Geschlechte p und hat auBer den 
durch den Rolleschen Satz und die Vielfachheit der Wurzeln 
von f bedingten reellen Nullstellen héchstens p+ s weitere 
(reelle oder komplexe) Nullstellen. 

Beziehung zwischen der Ordnung und den Koeffi- 
zienten der Potenzreihenentwicklung: Poincaré (Bull. 
Soc. M. 11 (1883) S. 136) hat als erster eine Abschitzung des 
Kleinerwerdens der Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung 
f(¢) =a, + a,2+--- durch das Geschlecht » gefunden. Unter 
Benutzung der Ordnung uw gilt das prizise Resultat: Die obere 
Grenze der reellen «, fiir die von einer Stelle an 

ja,| 
(n!) 


gilt, ist gleich a (Hadamard, J. de Math. (4) 9 (1893) 8.171; 


Pringsheim, Minch. Ber. 32 (1902) S. 163, 295; E. Linde- 
1léf, Acta soc. scient. Fenn. 31 (1903) Nr. 1, 8. 1.) 


Beziehung zwischen der Ordnung uw, dem Grenz- 
exponenten @ und dem Geschlecht p: Poincaré hat auch 
hier die ersten Schritte getan (a. a. 0.), indem er eine Beziehung 
zwischen dem Anwachsen der Funktion und dem Geschiecht an- 
gab. Die Hinfiihrung von Ordnung und Grenzexponent gestattet, 
folgende Sitze auszusprechen: 

Im allgemeinen ist e< mw (Hadamard, J. de Math. (4) | 
9 (1893) S.171). Fir primitive Funktionen ist e=yw (Borel, 
Acta Math. 20 (1897) S. 357; vgl. auch Lecons sur les fonc- | 
tions entiéres, 2. Aufl, S.61 u. 76 Anm.). Die Sitze tiber das | 
Verhiltnis von Geschlecht und Ordnung basieren auf dem 
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Satz von Hadamard (a.a. 0.) iiber die Abschitzung 
primitiver Funktionen nach wnten: Hat eine primitive Funk- 
tion f(z) die Ordnung (= Grenzexponent) 0, so gibt es zu jedem 
¢>O unendlich viele Kreise mit unbegrenzt wachsendem Ra- 
dius r, auf denen durchweg 


| f(z) | > en ?8F* gilt. 


Hauptsatz: Hine Funktion von endlichem Geschlecht hat 
auch endliche Ordnung und umgekehrt; genauer: p = [yu] oder 
p=w—1; letzteres gilt nur, wenn mw ganz, ¢ < w (Bedeutung 
von q 8.750) und w ein Konvergenzexponent ist. 


Beziehung zwischen dem Maximalbetrag der Funk- 
tion auf einem Kreis und dem Potenzreihenglied von 
groéBtem absolutem Betrag. Es sei 


U(r) = pple m(r) = Max) a, |r". 


nm=1,2.. 
‘Fir Funktionen endlicher Ordnung 0 ist 


ee M(r) < rete 


m (1) 
fiir ¢ > 0O und alle hinreichend grofen 7, daher ist 
lg M(r) 
lg m/(r) 


{(Valiron, Thése, Toulouse 1914). Ferner ist fiir jedes 0, > 0 
eee, L 
U(r) <q V2x m(r)[lgm(r)]*, 


wenn 7 eine gewisse Folge von gegen co wachsenden r durch- 
liuft. Fiir Funktionen beliebiger Ordnung gilt 


Mr) <m@O) Lemot’ 


—>1 fir r-w 


fiir ¢ > 0 und eine gewisse Folge von unbegrenzt wachsenden r 
(Wiman, Acta Math. 37 (1914) 8. 305). 


’ Verhalten bei geradiiniger Annaherung an =O. 
Fiir r > oo sitrebt M(r) gegen oo und bei jeder ganzen Funk- 
tion gibt es ins Unendliche laufende Wege, auf denen f(z) gegen 
Co strebt (Iversen, hése, Helsingfors 1914; Valiron, C. R. 
166 (1918), S. 382). Nichtsdestoweniger kann f(z) auf einzelnen 
Strablen, die etwa vom Nullpunkt ausgehen, gegen beliebige 


Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl, 48 
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Werte streben oder tiberhaupt nicht konvergieren. So strebt die 
3 
Exponentialfunktion f(2) = & auf allen Strahlen > Ka am 


3 A : 
gegen QO, auf den Strahlen my = a und p= 5% hat sie keinen 
Grenzwert, dagegen ist dort dauernd |f(z)|—1, und auf den 
Strahlen — = <Q at a strebt f(z) gegen oc. Die Mittag- 


Lefflerschen Funktionen E,(z) (s. S. 763) zeigen ein ganz ana- 
loges Verhalten, nur andert sich die GréBe der Winkelréaume. Es 
gibt auch, wie Malmquist (Acta 29 (1905) S. 203) zuerst zeigte, 
Funktionen, die auf allen Strahlen mit Ausnahme eines einzigen 
gegen 0 streben, und wie Mittag-Leffler (C. R. 138 (1904) 
8. 941; Verhandl. d. dritten Intern. Math. Kongr. in Heidelberg 
1904, Leipzig 1905, S. 258) bewies, solche, die auf allen 
Strahlen gegen O gehen, natiirlich nicht gleichmaBig. Dies kann 
jedoch nur fiir Funktionen von unendlichem Geschlecht vor- 
kommen. Denn aus dem Satz von Phragmén und Lindeléf 
(S. 770) folgt, daB eine Funktion von endlichem Geschlecht 
nicht auf jedem Strahl beschrinkt sein, also noch weniger gegen 
einen endlichen Wert konvergieren kann und da Funktionen 
von der Ordnung < } auf keinem Strahl beschrankt sind. Bei 
letzteren gibt es sogar eine unendliche Schar von Kreisen um 
z=0 mit unbegrenzt wachsendem Radius derart, daB das Mi- 
nimum von |f(z)| auf ihnen gegen oo strebt, genauer: Zu jedem 
é > 0 gibt es unendlich viele Kreise, auf denen durchweg 


FG) Siete ast. 
(Wiman, Arkiv for mat. 1 (1903/04) S. 105; 2 (1905/06) | 
Nr. 14; vgl. auch Lindeléf, Pal. Circ. mat. 25 (1908) 8. 228.) 


Eine Funktion der Ordnung 4< } hat das Geschlecht | 
p = 0, ist also eine primitive Funktion (daher u = @). Folglich 
stellt der Satz von Wiman eine Verschirfung des Hadamard- 
schen Satzes (8. 753) fir Funktionen mit @ << + dar. 


§ 16. Meromorphe Funktionen. 


Die meromorphen Funktionen, die in der ganzen Ebene (mit | 
eventueller Ausnahme yon z = oo) bis auf Pole regular sind’), (/ 


1) Ein Hiufungspunkt von Polen kann selbst kein Pol sein. Die || 
Pole kénnen also im Endlichen keinen Haufungspunkt besitzen. Sind 
es unendlich viele, so hitufen sie sich nur im Punkte z= ov, der || 
also eine (nichtisolierte) singulire Stelle ist, und sind daher abziihlbar. 
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stellen die nichstliegende Verallgemeinerung der gebrochen ra- 

tionalen Funktionen dar, die sie als Spezialfall (endlich viele 

Pole in der ganzen Ebene einschlieBlich co) enthalten. Wie 

jede rationale Funktion als Quotient zweier ganzer rationaler 

(S. 723), so ist auch jede meromorphe Funktion f(z) als Quo- 
{ 

tient zweier ganzer Funktionen ' ! =z darstellbar. (WeierstraB, 
2 

Werke 2 S. 121.) gy, mu8 nur in den Nullstellen, g, in den 

Polen von f(z) verschwinden. Die Partialbruchzerlegung der 

rationalen Funktionen wird iibertragen durch den 

Satz von Mittag-Leffler (Ofversigt af Kongl. Vetenskaps- 

Akademiens Férhandlingar, Stockholm 38 Nr. 6 (1876) 8. 3): Ist 

eine abziihlbare Punktmenge £,, 6,,..., die sich nicht im Endlichen 

héuft, und zu jedem f, eine rationale Funktion 


(%) 


sl ara B” BY” 
raga)  (@—B,)” Sarees cpt 2—B, 


gegeben, so gibt es meromorphe Funktionen, die in #, einen 


Pol mit dem Hauptteil 1, a besitzen und sich sonst im 


Endlichen analytisch verhalten; “ihre Gesamtheit wird darge- 
stellt durch 


fe) = 9(2) + ms Abe Oy 


wo g(z) eine ganze Funktion und die g, geeignet gewihlte 
ganze rationale Funktionen g,(#) = ay”) + a,Mz+--++ al”) gn, 
sind. Die Reihe konvergiert in jedem endlichen Gebiet gleich- 
miBig, wenn man die auf die darin liegenden Pole beziiglichen 
endlich vielen Glieder wegliBt. (Die g,(z) spielen hier eine ahn- 
liche, konvergenzerzeugende Rolle wie die Exponentialfaktoren 
im WeierstraBschen Satze.) Vgl. WeierstraB, Werke 2 
8. 189. 


§ 17. Allgemeinere Singularitétenverteilung. 


| Mittag-Leffler hat seinen Satz (§ 16) sukzessive auf 

immer allgemeinere Funktionsklassen ausgedehnt. Unter seinen 

_ Ergebnissen sei das folgende hervorgehoben, bei dem Polhiufungs- 

| punkte im Endlichen zugelassen sind, die threrseits nicht iso- 

liert zu liegen brauchen, sondern sich zu Linien zusammen- 

 schlieBen kinnen (Mittag-Leffler, Acta Math. 4 (1881) 8. 4): 
48* 
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Ist eine Punktmenge St, die mit der Menge D ihrer Hiu- 
fungspunkte (ihrer Ableitung) keinen Punkt gemein hat (eine 
sog. isolierte Menge) und daher abzihlbar ist: B,, B,,..., und 


: 1 : 
zu jedem ,, eine rationale Funktion ,( ~~ F ) gegeben, so gibt 


es Funktionen, die in jedem nicht zu Yt oder  gehérigen 
Punkte analytisch sind und in den f,, Pole mit den Haupt- 


teilen ra ( — ) besitzen, z. B. 


3 Ge) - 20) 


wo die g,(¢) geeignet gewihlte ganze rationale Funktionen sind. 
Wird die Ebene durch die Menge § zerstiickt, so stellt die 
Summe in den verschiedenen Teilen im allgemeinen verschiedene 
Funktionen dar, die nicht ineinander fortgesetzt werden kénnen. 

Hine ihnliche Verallgemeinerung gilt auch fiir die Weier- 
straBsche Produktdarstellung (§ 15) der ganzen Funktionen 
(Mittag-Leffler a.a.0.): Ist eine isolierte Menge a, a,..- 
mit der Ableitung  gegeben, so gibt es durch unendliche Pro- 
dukte darstellbare Funktionen, die in jedem nicht zu  ge- 
hérigen Punkte analytisch sind und in den a@,, sonst aber 
nirgends, verschwinden. 

Auf Grund dieses Satzes gelingt es leicht (Osgood, Lehr- 
buch 1, 8. 551), den von WeierstraB (1880, Werke 2 8. 223) 
ohne Beweis ausgesprochenen Satz zu beweisen: 

Ist ein beltebiger Bereich gegeben, so gibt es eindeutige | 
analytische Funktionen, die ihn zum Existenzbereich haben, d. h. : 
nicht tiber ihn hinaus fortgesetzt werden kénnen; mit anderen — 
Worten: Jeder beliebige Bereich ist Existenzbereich von ein- : 
deutigen analytischen Funktionen. | 

Zum erstenmal bewiesen wurde dieser Satz von Runge } 
(Acta Math. 6 (1885) S. 229). In der gleichen Arbeit hat 
Runge ihn und die andern Satze dieses Paragraphen in ab-/ 
schlieBender Weise ergiinzt. In § 15 und 16 gelang es, die Ge- | 
samtheit aller Funktionen mit den vorgeschriebenen Bedingungen | 
explizit anzugeben; jede einzelne vorgegebene Funktion konnte/ 
dadurch in Produkt- bzw. Reihenform angeschrieben werden. Die/ 
bisherigen Siitze von § 3 jedoch geben nur Beispiele von Funk-|: 
tionen mit den vorgeschriebenen Bedingungen an; ob und wie) 
sich eine vorgegebene Funktion, von der man wei, daB sie die}; 


B,, 
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Bedingung erfillt, darstellen l4Bt, blieb ungewif. Es gilt 
nun der 

Satz von Runge: Eine in einem beliebigen Gebiet © 
bis auf Pole regulire Funktion f(z) la8t sich in eine Reihe von 
rationalen Funktionen entwickeln, die in jedem abgeschlossenen, 
keine Pole enthaltenden Teilbereich gleichmiBig konvergiert. Die 
Pole der rationalen Funktionen liegen in den Polen von f, bzw. 
auBerhalb G. — Das Gebiet kann sich auch ins Unendliche er- 
strecken. 

Insbesondere li8t sich also eine in einem Bereich reguldre 
Funktion in eine in jedem abgeschlossenen Teilbereich gleich- 
mifig konvergente Reihe von rationalen Funktionen entwickeln. 

Mit Hilfe des Satzes 8. 723 tiber die Approximation von 
rationalen Funktionen durch Polynome folgt hieraus: 

Eine in einem einfach zusammenhingenden, im Endlichen 
gelegenen Bereich reguliire Funktion lat sich in eine in jedem 
abgeschlossenen Teilbereich gleichmifig konvergente Reihe von 
Polynomen entwickeln. (Man kann auch zulassen, daB der Be- 
reich sich ins Unendliche erstreckt, s. z.B. Borel, Legons sur 
les fonctions monogénes, Paris 1917, S. 34.) Vgl. auch Hilbert, 
Gott. Nachr. 1897, S. 63 und die Verallgemeinerungen von Pain- 
levé, C. R. 126 (1898) S. 200 u. 318. Mit Hilfe der kon- 
formen Abbildung hat Faber die Entwicklung der in einem 
Bereich reguliren Funktionen nach Polynomen, die nur von dem 
Bereich abhingen, angegeben (Math. Ann. 5% (1903) S. 389; 64 
(1907) S. 318; Math-Ver. 16 (1907) 8.103; J. f Math. 150 
(1920) 8. 79). Vgl. die ausfiihrliche Darstellung der polyno- 
mischen Entwicklungen in Montel, Lecons sur les séries de poly- 
nomes & une variable complexe, Paris 1910, insbesondere Chap. IT, III. 


VI. Abschnitt. 


Analytische Darstellung und Fortsetzung von Funk- 
tionen in Sterngebieten. 


§ 18. Ableitung aus dem Cauchyschen Integralsatz. 


Auf jedem von einem Punkte a ausgehenden Halbstrahl 
werde nach einem bestimmten Gesetz ein Punkt p= a gewahlt 
(~ kann auch oo sein). Das durch die Gesamtheit der Seg- 
mente ap erfillte Gebiet heiBt ein Stern mit dem Mittelpunkt a, 
ein Punkt p eine Sternecke (Mittag-Leffler). Ist a ein Re- 
gularititspunkt einer Funktion f(¢) und wihlt man als p jeweils 
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den ersten nichtreguliaren Punkt, den man von a ausgehend auf 
dem betreffenden Halbstrahl antrifft, so erhilt man den sog. 
Hauptstern der Funktion mit dem Mittelpunkt a (auch Holo- 
morphiestern genannt). Begrenzt man den Halbstrahl jeweils 
durch den ersten Punkt, der weder regulir noch ein Pol ist, so 
erhalt man den »,Meromorphiestern™. Konvergiert ein analytischer 
Ausdruck im Innern eines Sternes, wihrend er im Aufern diver- 
giert, so spricht man vom Konvergenestern. Noch andere Stern- 
arten erhilt man unter Zugrundelegung einer _,,erzeugenden 
Figur“ %; darunter verstehen wir ein einfach zusammenhingendes 
Gebiet, das den Nullpunkt im Innern oder auf dem Rande und 
den Punkt 1 auf dem Rande enthalt. Mit 2@ bezeichnen wir 
das Gebiet, das aus % durch Multiplikation jedes seiner Punkte 
mit z hervorgeht (zB ist einfach das vom Nullpunkte aus im 
Verhiltnis |z| gestreckte Gebiet 8, das auBerdem noch um den 
Winkel argz geschwenkt wird, so daB der friihere Punkt 1 in 
2 ubergeht). Wir erzeugen nun einen Stern um eine Regulari- 
titspunkt a, indem wir auf jedem Halbstrahl bis zu dem ersten 
Punkte =p gehen, der die Higenschaft hat, da8 f(z) in pB 
und auf dem Rande nicht mehr regulir ist. Wa&ahlt man als er- 
zeugende Figur z. B. den Einheitskreis, so erhilt man als Stern 
den Konvergenzkreis des zu a gehérigen Funktionselementes 


ENS 

> a,(¢— a)" (nimlich den Kreis durch den zu a nichstge- 
0 

legenen nichtreguliren Punkt). Diese kiinstlich aussehende Art, 

den Konvergenzkreis zu definieren, ist gleichwohl im Wesen der 

Sache begriindet. Denn die Potenzreihenentwicklung von f(z) 

um den Punkt a kann aus dem Cauchyschen Integral 


>» £() 
(2) = maf fat= if ee 
he pire ite 


(S. 702) dadurch abgeleitet werden, daB man 


1 ‘3 1 

z—a 1—y 
ee 

f—a 


5 : ; z—a : 
in eine Reihe nach Potenzen von y = yaad entwickelt und | 
eS 


gliedweise integriert: 


§ 18. Ableitung aus dem Cauchyschen Integralsatz. 759 


oo g 
ie 4) mn fioe = ~Se-ore! ani, (¢ poe ag 


-> a tO ay" - Dat —a)" (vgl. 8. 713). 


Die Reihe konvergiert jedoch nur fiir |y|< 1 (gleichmaBig, so 
daB sie gliedweise integriert werden kann, fiir |y| <<< 1, 


aber @ kann beliebig nahe an 1 liegen), bo mu8 also im 


Einheitskreis legen, den wir jetzt mit %8 bezeichnen wollen. 
Da nun die Kurve ©, auf der € lauft, beliebig nahe am Rand des 
Hauptsterns von f(z) liegen darf, so ist also jedes z zulassig, bei 


dem fiir jeden Randpunkt € des Hauptsterns = in %&, also 


z—da inallen (€—a)® liegt. Der Durchschnitt (S.687) aller dieser 
Gebiete ist aber der Kreis durch den zu a@ niachsten nicht re- 
guliren Punkt, und dieses Gebiet lé8t sich nun auch unabhingig 
vom Hauptstern direkt als Stern mit dem Hinheitskreis als er- 
zeugender Figur definieren, wie es 8. 758 geschah. Unser Ge- 
dankengang legt eine sehr weittragende Verallgemeinerung nahe 
(zuerst bei Mittag-Leffler, Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Aka- 
demiens Foérhandlingar, Stockholm 39 Nr. 2 (1882) S. 11, dann 
abermals erkannt und ausgenutzt bei Borel, Ann. éc. norm. 
(3) 16 (1899) S. 1382; Phragmén, C. R. 128 (1899) 8. 1434, 
vgl. auch Mittag-Leffler, Acta Math. 29 (1905) S.101[S.117]): 


Hat man irgendeine Darstellung fir pie die in einer Figur 
een) 
%, die naturgemiB y= 1 auf dem Rande enthilt, gilt, so er- 


halt man durch Verwendung dieses Ausdrucks fir 


z2—a 
; 


S—a@ 
eine Darstellung fiir f(z), die giiltig ist, sobald z—a allen 
(€ — a) % angehért, unter ¢ die Grenzpunkte des Hauptsterns 
von f(z) mit dem Mittelpunkt a verstanden. 


Je nach der Wahl der Darstellung fir A 


durch bedingten Gestalt von Y& erhilt man die mannigfachsten 
analytischen Ausdriicke fiir f(z) mit mehr oder weniger ein- 
fachen Giiltigkeitsbereichen. Diese Ausdriicke stellen analytische 


und der da- 


Fortsetzungen des urspriinglichen Funktionselementes > a, (¢—a)” 
0 


160 Kapitel XV. Funktionentheorie. 


mit dem Mittelpunkt a dar, und wir wollen weiterhin die For- 
derung aufstellen, daB sich diese Ausdriicke aus den Koeffizien- 
ten a, dieses als gegeben anzusehenden Ausgangselementes 
explizit berechnen lassen, wodurch sie sich von den Darstellun- 
gen wie 8. 757 wesentlich unterscheiden werden. Man kann sie 
auch dahin interpretieren, daB sie den Summenwert der Reihe 


> a,(¢— a)" in Punkten, wo dieselbe divergiert, angeben, und 
0 


sie stehen daher in enger Beziehung zu der Summabilitdtstheorie 
divergenter Reihen. (Vgl. hierfiir Rep. I,, 8.430 und Knopp, 
Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Berlin 1922.) 
In der Folge nehmen wir ohne Schaden der Allgemeinheit a = 0. 


§ 19. Darstellung durch Reihen von Polynomen. 


Diese Darstellungsform riihrt von Mittag-Leffler her, der 
sie (mit anderen Methoden als hier angegeben), ebenso wie die 
weiter unten folgenden Darstellungsarten in Noten unter dem 
gemeinsamen Titel ,,Sur la représentation analytique d’une branche 
uniforme d’une fonction monogéene“ in den Acta Math. entwickelt 
hat: I 23 (1900) S. 43; II 24 (1901) 8.183; IE 24 (1901) 
8. 205; IV 26 (1902) 8.353; V 29 (1905) 8.101; VI 42 
(1919) 8. 285; s. auch Miinch. Ber. 1915, 8. 109. 


Es sei Y% die ganze Ebene mit Ausnahme des Stiickes der 


reellen Achse zwischen 1 und + co und 5 ——— “> p,(y) eine 


Darstellung fiir = durch eine Reihe von Polynomen 


PY) => MY, 
v=0 


die in % konvergiert, in jedem endlichen abgeschlossenen Teil- 
gebiet gleichmaBig. (Nach S. 757 gibt es derartige Darstellun- 
gen.) Da hier der Durchschnitt aller ¢%8, unter £ die Rand- 
punkte des Hauptsterns verstanden, der Hauptstern selber ist, 
so gilt fiir jedes z im Harpe bei passender Wahl von cs 
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Oe rea (Z) ae 
F 5 n=0 


=> Sn oi ea 


n=0 v= 


eo Mn eo 
y 
om , . : ya, 2" -> P(e). 
n=0 v=0 n=0 


Damit ist f(z) im ganzen Hauptstern durch eine Reihe 
von Polynomen dargestellt, von denen jedes einzelne sich aus 
endlich vielen der a, mit Hilfe von universellen, d.h. von f 
unabhingigen und daher im voraus angebbaren Konstanten y,” 
berechnen 1aBt. (Note I, S. 49.) 


Ebensolche Darstellungen lassen sich fiir gewisse ,,Neben- 
sterne“ angeben, die sich dem Hauptstern unbegrenzt nihern 
(Note II, III, IV). — Der wesentliche Unterschied ist der, daB 
die Nebensterne wirkliche Konvergenzsterne fiir die zu ihnen ge- 
hérigen Ausdriicke sind, wihrend dies beim Hauptstern nicht not- 
wendig der Fall ist (Note II, S. 186). Vielmehr gibt es bei jeder 
zu einem Hauptstern gehérigen Darstellungsart durch Reihen von 
Polynomen (Borel, Legons sur les séries divergentes, Paris 1901, 
§.172), allgemeiner durch Reihen von ganzen Funktionen (Phrag- 
mén, in der Abhandlung von Mittag-Leffler, Miinch. Ber. 1915, 
S. 109 [S. 154]) stets Funktionen, bei denen die Reihe auch 
auBerhalb des Hauptsterns konvergiert. 


§ 20. Darstellung durch Integrale. 


Die Borelsche Darstellung. 


Verwendet man den Ausdruck: 


tm fer 0-9, 
ey ‘ 


so besteht W% aus der Halbebene Ry <1 (fir Ry<Se<1 
konvergiert das Integral gleichmiBig), und das Cauchysche In- 
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tegral geht durch Vertauschung der Integrationsfolgen tiber in 
ein ,,Laplacesches Integral“ 


oo 


fle) = fertF(e- tat, 


wo F' die zu f ,,assoziierte Funktion“ F'(w) = >a, bedeutet, 
~ ! 


die eine ganze Funktion ist (Borel, Amn. éc. norm. (3) 16 
(1899) S. 9). Die Darstellung konvergiert und ist giiltig in dem 
sog. ,,Borelschen Summabilititspolygon (Borel, C. R. 123 (1896) 
8. 548). Dieses erhilt man, indem man durch Errichten der Lote 
in den Ecken p des Hauptsterns auf den Strahlen Op die Halb- 
ebenen p%S, die O enthalten, bildet und ihren Durchschnitt 
nimmt. Dieses Polygon (das natiirlich kein geradliniges zu sein 
braucht) enthélt den Konvergenzkreis. Es kann auch unab- 
hingig vom Hauptstern als Stern erzeugt werden, indem man 
auf jedem Strahl durch O die obere Grenze g derjenigen Punkte 
z bestimmt, fiir die f(z) in dem Kreise iiber Oz als Durch- 
messer regulir ist, d.h. indem man als erzeugende Figur 8 
im Sinne von 8. 758 
den Kreis tiber O1 
als Durchmesser 
wihlt, 

DaB das Borel- 
sche Summabilitats- 
polygon wirklich ein 
»Konvergenzstern* 
ist, d. h. daB im 
Aufern das Laplace- 
sche Integral diver- 
giert, wurde von 
Phragmén (C. R. 
132 (1901) 8. 1396) 
bewiesen. Auf dem 
Rande selbst kann 
Konvergenz oder Di- 
vergenz vorkommen; 
durch eine Verkniipfung der Borelschen Methode mit den 
Cesaroschen arithmetischen Mittelbildungen (vgl. Rep. I,, 8. 430) 
gelingt es jedoch stets, in allen reguliren Punkten auf einer 
geraden Polygonseite konvergente Darstellungen zu erhalten, wenn 


Fig. 6. Borelsches Summapilititspolygon. 
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der auf dieser Seite liegende singulire Punkt ein Polist (Doetsch, 
Math. Ann. 84 (1921) 8. 245). 


Der Borelsche Ausdruck l48t sich auch folgendermaBen 
umformen: 


co 


ott 
(2) <lime* D5.) em 


= 00 n=0 


Wo S,(2) = +4,2+---+4,2" ist. Von diesem Ausdruck (mit 
einer kleinen Modifikation) ist iibrigens Borel urspriinglich aus- 
gegangen (Borel, J. de Math. (5) 2 (1896) S. 103; vgl. auch 
Mittag-Leffler, Note IV). 


Die Verallgemeinerung von Mittag-Leffler. 


Sie beruht auf der Verwendung der Mittag-Lefflerschen 
Funktionen 


a” 
E,(«) i Toepy (>). 


Diese sind ganze transzendente Funktionen und stellen eine Ver- 
allgemeinerung der Exponentialfunktion dar, die ftir «o=—1 
darunter enthalten ist. In den fiir die gegenwartigen Zwecke 
besonders wichtigen Fallen 0 <a < 2 zeigen sie folgendes Ver- 
halten (Note V S. 119, 132): 


E,(z)—>0 far |z| > co 
im Winkelraum « = <arge<2n—az, 
| B,(2)|—» = fir || —> 0 
auf den Strahlen argv = ++ an . 
2 
| £,(2)| > , E,(2) -—¢" +0 fiir |x| —> co 


im Winkelraum | arg 7| <a _ ; 


Fir « = 2 ist E,(x) = cos V—«, fir «> 2 strebt E,(x) auf 
jedem Strahl gegen oo, auBer auf der negativen reellen Achse. 
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1 
Es gilt nun, unter i“ den Hauptzweig verstanden, 
1 


i= 1 
Lote! aes ot 
iy =fe E, (yt) ai 
uv 


in einem Gebiet %,, das folgendermafen definiert werden kann: 
Man betrachte den Kreis tiber dem Segment 0<u<1 der 
u-Ebene als Durchmesser und bilde ihn durch den Hauptzweig 
der Funktion v = wu“ auf die Kurve %, der v-Ebene ab. Spiegelt 


man nun %, am Einheitskreis und nimmt von den beiden durch 
das Spiegelbild begrenzten Gebieten dasjenige, das den Nullpunkt 
enthilt, so hat man ¥, (Fig. 7). Aus dem Cauchyschen 
Integral leitet man daher unter Vertauschung der Integrations- 
grenzen die Darstellung durch das ,,verallgememerte Laplacesche 
Integral“ 


C) 1 1 
f(z) = fem F (ei) dt 
0 


oO 
u™ 


ab, wo F,,(w) =e > a, Tian+)) 
0 
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ist. Sie gilt in dem Nebenstern 8,, der gleich dem Durch- 
schnitt aller 28, ist, wo € die Grenzpunkte des Hauptsterns 
durchliuft, und der der wirkliche Konvergenzstern des Aus- 
drucks ist. Man kann %, auch ohne Bezugnahme auf den 
Hauptstern definieren, indem man als erzeugende Figur das 
Innere von %, zugrunde legt und auf jedem Strahl durch O 
die obere Grenze derjenigen ¢ feststellt, fiir die f in 2B, re- 
gulir ist (Mittag-Leffler, Note V). 

Fir «=1 stimmt diese Darstellung mit der Borelschen 
uberein, und zwar ist hier 8, der Kreis tiber dem Segment 
0 <v<1 als Durchmesser und YW, die Halbebene Ry < 1. Fiir 
« —» 0 schmiegt sich B, der Strecke 0 << v <1, der Nebenstern 
also dem Hauptstern beliebig nahe an; macht man daher in dem 
verallgemeinerten Laplaceschen Integral den Grenziibergang 
a —> 0, so erhiélt man eine Darstellung im ganzen Hauptstern. 
Fiir « — oo nihert sich &, dem Hinheitskreis, 8, daher dem 
Konvergenzkreis. Ubrigens nihert sich hierbei das Gebiet 8, 
ebenfalls dem EHinheitskreis, und man versteht so, warum bei der 
Definition des Konvergenzkreises sowohl als selbstiindigen Sternes 
als auch vermittels des Hauptsterns dieselbe Figur, naimlich der 
Hinheitskreis, zu benutzen war. 

M. Riesz (Acta Math. 35 (1912) 8. 253) ist in dem noch 
alleemeineren Fall, daf& das gegebene Funktionselement eine 
Dirichletsche Reihe (S. 718) ist, ohne Benutzung der Higen- 
schaften der H,-Funktionen einen direkteren Weg gegangen, 
der dem von Mittag-Leffler in Note IV eingeschlagenen 
abnlich ist. 

Statt durch ein Integral kann man f(z) in %, auch als 
Grenzwert einer Summe darstellen (Note V 8. 174): 


a@tt 


: 1 = 
He) = Bee Aa 2 W) PemFD+ | 


Die angegebene Methode la8t sich noch weiter verallgemei- 
nern, und unter Verwendung einer Funktion, wie sie z. B. Malm- 
quist (vgl. S. 754) angegeben hat, die auf allen Strahlen bis 
auf einen gegen 0 strebt, kann man ahnliche Ausdriicke erhalten, 
die im ganzen Hauptstern konvergieren (Note V S. 175). 

Als formal besonders einfach sei noch folgende, im ganzen 
Hauptstern giiltige Darstellung erwahnt: 


3 a” 
Gi im 2 ® TFan +1) 
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(Mittag-Leffler, Atti del IV congresso intern. det mat. Roma 
1908, vol. I (1909) 8S. 67). 

In seiner VI. Note hat Mittag-Leffler, wie schon friher 
H. v. Koch, eine Darstellung von f(z) im Meromorphiestern ge- 
geben (Literaturangaben daselbst) und ferner in noch allgemei- 
neren Bereichen. 


Vil. Abschnitt. 
Verhalten in der Umgebung singulirer Stellen. 


§ 21. Der Wertevorrat in der Umgebung. (Picardsche 
Satze und Verallgemeinerungen.) 


In einer hinreichend kleinen Umgebung eines Poles z = p 
ist |w| =| f(¢)| beliebig groB, d.h. die Umgebung von z = p 
auf der z-Kugel wird auf die (ein- oder mehrfach tiberdeckte) 
Umgebung von w=co auf der w-Kugel abgebildet. Ordnet 
man also dem Punkte =p den Punkt w= oo zu, so verhilt 
sich die Funktion in einem Pol nicht anders als in einem re- 
guliren Punkt. Ganz anders ist das Verhalten in der Umgebung 
von wesentlichen Singularititen. 


Weierstra8scher Satz: In jeder Umgebung eines isolier- 
ten, wesentlich singuliren Punktes kommt eine Funktion jedem 
komplexen Wert beliebig nahe (s. 8. 721). 


Wie es um die Werte bestellt ist, die nicht wirklich an- 
genommen werden, entscheidet der Satz von Picard, der in 
zwei Etappen bewiesen wurde. 


Der kleine Picardsche Satz: Eine ganze Funktion 
(+ const.) nimmt jeden Wert mit Ausnahme hichstens eines ein- 
zigen an. (C.R. 88 (1879) S. 1024; der Beweis stiitzt sich 
auf die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, einen elemen- 
tareren Beweis (ohne diese héheren Hilfsmittel) gab Borel, 
C. R. 122 (1896) 8.1045; Acta Math. 20 (1896—97) S. 357 
[S. 382]; vgl. auch den neueren Beweis von R. Nevanlinna, 
Acta soc. scient. Fenn. 50, Nr. 6 (1924) S. 7.) 


Der groBe Picardsche Satz: In jeder Umgebung einer 
isolierten, wesentlich singuliren Stelle nimmt eine Funktion jeden 
Wert mit Ausnahme hdéchstens eines einzigen an. (OC. R. 89 
(1879) S. 745; elementarer Beweis von Schottky (s. u.), ktirzer 
von Lindeléf, Compte rendu du congrés des math. tenu a Stock- 
holm 1909, Leipzig und Berlin 1910, 8. 112.) 


§ 21. Der Wertevorrat in der Umgebung. 167 


Erweitert man den Begriff der isolierten, wesentlich sin- 
guliren Stelle dahin, da8 die Funktion in der Umgebung nur 
bis auf Pole eindeutig und regular zu sein braucht "(so daB sie 
also Hiiufungspunkt von Polen sein kann), was (vgl. 0.) darauf 
hinauskommt, daB man dem Wert oo keine Ausnahmestellung 
gibt, so modifiziert sich der Satz dahin, daB alle Werte bis auf 
héchstens zwei endliche angenommen werden. — In der Um- 
gebung einer isolierten, wesentlich singuliéren Stelle im alten 
Sinne wird ein Wert, nimlich oo, bestimmt ausgelassen. Da 
héchstens noch ein endlicher Wert ausgelassen werden kann, so 
liegen auch hier héchstens zwei Ausnahmewerte vor. 


Satze tiber Funktionen mit Ausnahmewerten. 


Der Landausche Satz (Verallgemeinerung des kleinen 
Picardschen Satzes): Ist f(z) in der Umgebung von z= a re- 
gular, f(a) +0 und +1, f(a) +0, so gibt es um a einen 
Kreis mit einem nur von f(a) und f(a) abhingenden Radius 
FR (der also fiir alle Funktionen mit demselben f(a) und f(a) 
der gleiche ist), so daB in jedem gréBeren Kreise entweder eine 
Null- oder Hinsstelle oder aber ein singulirer Punkt der Funk- 
tion liegt. (Landau, Berl. Sitzwungsber. 1904, 8.1118; R. Nevan- 
linna, Gétt. Nachr. 1924, 8.151). An die Stelle der Werte 0 
und 1 kann jedes andere Paar von verschiedenen Werten w, 
und w, treten. & hingt dann auch noch von w, und we ab. 
Analog in den folgenden Sitzen. — Uber den Wert von F vel. 
Parathéodory, C. R. 141 (1905) 8. 1213; Landau, Zirch. 
Vierteljahrsschr. 51 (1906) 8. 252. 

Der Carathéodorysche Satz (Verallgemeinerung des 
groBen Picardschen Satzes): Zu allen fir 0O<|z|<1 regu- 
laren, eindeutigen und von O und 1 verschiedenen Funktionen 
gibt es eine positive numerische Konstante a < 1 derart, daB fiir 
0<|z|<@ dauernd wenigstens eine der beiden Ungleichungen 


| f(2)|< 2 und | f(z)| >¢ gilt (Carathéodory, C. R. 164 
(1912) 8. 1690). 
Der Schottkysche Satz: Ist f(z) fir |z| << R regular 
und von O und 1 verschieden, so ist fir |z| << 9R (0<@<1) 
If@|<2, 


wo & eine nur von f(0) und @ abhingige Konstante ist. 
(Schottky, Berl. Siteungsber. 1904, 8.1244.) Hieraus folgt der- 
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groBe Picardsche Satz (Schottky, ebenda). — Neuere Beweise 
von Ostrowski, Berl. Sitzwngsber. 1925, S. 471, u. Valiron, 
C. R. 183 (1926) 8.728. — Weitere wichtige Verallgemeinerungen 
der Picardschen Siitze s. Picard, Acta Math. 11 (1887) 8. 1 
und vor allem Carathéodory, Berl. Sitzwngsber. 1920, S. 202. 

Uber die Werteverteilung in der Umgebung einer wesent- 
lich singuliren Stelle s. Borel, Acta Math. 20 (1896—97) 
8. 357; Valiron, Ann. é. norm. (3) 3% (1920) S. 219; 38 
(1921) 8. 389; 39 (1922) 8. 317; Julia, Amn. é. norm. (3) 
36 (1919) S. 93; (3) 347 (1920) 8. 165 und Lecons sur les 
fonctions uniformes a point singulier essentiel isolé, Paris 1924; 
hieran anschlieBend Ostrowski, Math. Zeitschr. 24 (1925) S. 215. 
In den letzteren Arbeiten tritt der Zusammenhang dieser Pro- 
bleme mit dem Montelschen Begriff der normalen Funktionen- 
folge (S. 710) hervor. Ferner F.u. R. Nevanlinna, Acta soc. 
scient. Fenn. 50 Nr. 5 (1922); R. Nevanlinna, Amn. acad. 
scient. Fenn. 23 (1924); Acta soc. scient. Fenn. 50 Nr. 6 (1924); 
Acta Math. 46 (1925) 8. 1; Skand. Math. Kongr., Kopenhagen 
DERE omar ace 


§ 22. Verhalten bei Annaéherung an einen singuléren Punkt 
langs Kurven. 


Hierher gehéren zuniichst die Higenschaften der ganzen 
Funktionen auf Strahlen, die ins Unendliche laufen (s. 8. 753). 

Lat man im allgemeinen Fall ¢ auf einem beliebigen Weg 
(Jordankurve) in einen isolierten, wesentlich singuliren Punkt 
hineinwandern, so beschreibt w= f(z) eine stetige Kurve, die 
ein mannigfaltiges Verhalten zeigen kann: w kann dabei gegen 
einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert streben, oder die 
Kurve ist geschlossen und wird immer wieder durchlaufen, oder | 
sie erftillt die ganze w-Ebene oder einen Teil davon tiberall — 
dicht. Es gibt stets Wege, auf denen das letztere Verhalten vorliegt | 
(Julia, Ann. éc. norm. (3) 36 (1919) 8. 93 [S. 109]). Tritt 
aber der zuerst genannte Fall ein, so heiBt der Grenzwert ein | 
asymptotischer oder Konvergenzwert, der Weg ein Bestimmtheits- 
weg. Die Konvergenzwerte einer ganzen oder meromorphea Funk- 
tion fallen zusammen mit den nicht-algebraischen singularen 
Punkten der inversen Funktion (so sind 0 und co Konvergenz- — 
werte fiir we? und transzendente Verzweigungspunkte fiir i 
&=logw, vgl 8. 732). Hat die Funktion Awsnahmewerte im 4 
Sinne des Picardschen Satzes (S. 766), so sind diese sicher Kon- f 
vergenzwerte, wie dies mit den Werten 0 und oo bei f(z) = ¢ | 


§ 23. Verhalten bei Ann&herung innerhalb von Winkelgebieten. 769 


der Fall ist (Hurwitz, C. R. 148 (1906) S. 877; 144 (1907) 
8. 63; Denjoy, C. R. 145 (1907) S. 106; Iversen, These, 
Helsingfors 1914). 

Ist eine Funktion in einem Kreise | 2 | < R regulir und 
beschrankt, d. h. | f(z)|< M fir |z| << R, so hat sie bei radia- 
ler Anniherung gegen den Rand fast itberall (d.h. in allen 
Randpunkten mit Ausnahme einer Nullmenge) einen Grenzwert. 
Dasselbe gilt, wenn als Weg ein Jordanscher Kurvenbogen zu- 
gelassen wird, der zwischen zwei in dem Randpunkt endigenden 
Sehnen verliuft (Fatou, Acta Math. 30 (1906) S. 335; ein- 
facherer Beweis Carathéodory, Math. Amn. 73 (1913) S. 305). 
Verallgemeinerungen von F. und M.Riesz, Skand. Math. Kongr., 
Stockholm 1916, 8. 27, und F. und R. Nevanlinna, Acta soc. 
scient. Fenn. 50, Nr. 5 (1922) [S. 26]. Siehe auch Lusin und 
Priwaloff, C. R. 178 (1924) S. 456. 

Fiir weitere Untersuchungen vgl. vor allem Gro8, Monatsh. 
f. Math. 29 (1918) 8.3; Math. Zeitschr. 2 (1918) 8. 242; Math. 
Ann. 78 (1918) 8S. 332. 


§ 23. Verhalten bei Annéherung innerhalb von Winkel- 
gebieten. 

Zuniichst sei wieder an die ganzen Funktionen angekniipft 
und als Gebiet, das den singuléren Punkt co auf dem Rande 
enthalt, der Winkel zwischen zwei, von einem endlichen Punkt 
nach oo laufenden Strahlen gewiahlt. 

Satz von Phragmén (Acta Math. 28 (1904) 8. 351): 
Kine ganze Funktion f(z) erfiille die Bedingungen: 1. Im Innern 
eines Winkelgebietes von der Offnung q sei | f(z)| < C,e”, wo 
k>0O und ka <= ist; 2. in den tibrigen Punkten sei |f(z)|< C, 
(f ist also héchstens von der Ordnung &). Dann ist f(z) eine 
Konstante. — Eine ganze Funktion (+ const.) der Ordnung o 
kann also héchstens im Innern und auf dem Rande eines Winkel- 


raumes der Offnung 20 —— beschriinkt sein. Die Mittag- 


Lefflerschen Funktionen E,(z) (S. 763) erreichen diese Grenze 
gerade. 

Im allgemeinen Fall bei beliebigen Funktionen denken wir 
uns den fraglichen singuliren Punkt auch ins Unendliche ver- 
schoben. Die folgenden Siitze erschlieBen aus der Annahme, daf 
die Funktion bei Annaherung an den singuliren Punkt vom 
Innern eines Winkelgebiets her nicht allzu stark wichst und 

Pascal, Repertorium, I. 2. 2. Aufl. 49 
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auf dem Rande beschrankt bleibt, daB sie itiberhaupt in jenem 
Sektor der Umgebung des singuliren Punktes beschrankt ist. 

Satz von Phragmén und Lindeléf (Acta Math. 3h 
(1908) S. 381): Ist eine Funktion im Innern und auf dem Rande 
eines Winkelgebietes von der Offnung « regulir und auf dem 
Rande beschrankt: |f(2)|<C,, wihrend im Innern |f(z)|<C,e", 
wo ka <1, ist, so ist auch im Innern |f(z)| < C,. 

Allgemeiner: 

Ein einfach zusammenhangendes Gebiet G, das sich ins 
Unendliche erstreckt, mége in einem Winkelraum der Offnung a 
Platz haben. Eine im Innern von @© analytische Funktion er- 
fille die Bedingungen: 1. Ist ¢ ein beliebiger Randpunkt + oo 
von ©, so gilt bei beliebig klein gewahltem 6 >0 fir alle 
Punkte z von ©, die hinreichend nahe an £ liegen, |f(z)|<C +, 
wo C eine von € unabhingige Konstante ist. 2. Das Produkt 

4 
e~*7“F(z) strebt, wie klein ¢>0 auch angenommen wird, gleich- 
maBig gegen 0 mit wachsendem r. Dann ist |f(z)|<C im 
Innern von & (a.a. 0., 8. 387). 

Ist von f(z) bekannt, daB es die Voraussetzung 1. erfiillt, 
so kénnen nur zwei Fille vorkommen: a) Entweder ist |f(z)| <<¢ 
im Innern von &. b) Oder bei beliebig kleinem ¢ > 0 gilt von 

ma 
einem y= 7, an M(r)>e"* , wo M(r) das Maximum von f(2) 
auf dem in © gelegenen Teile des Kreises |z| =r ist (a. a. O., 
5. 389). 

Weitgehende Vertiefungen dieser Siitze siehe vor allem bei. 
R. und F.Nevanlinna, Acta soc. scient. Fenn. 50, Nr. 5 (1922); 
R. Nevanlinna, Acta soc. scient. Fenn. 50, Nr. 12 (1925). 


VII. Abschnitt. 
Verhalten von Potenzreihen an der Konvergenzgrenze. 


§ 24. Zusammenhang zwischen Stetigkeit und Konvergenz 
bzw. Summabilitat. 


Stetigkeit als Folge von Konvergenz 
bzw. Summabilitit. | 
Néhert sich der Punkt z, vom Innern des Konvergenzkreises?, 


2 


einer Potenzreihe a, 2" herkommend, auf einem Wege @ 
0 
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einem Randpunkt Z, so kann die dargestellte Funktion f(z) 
einem Grenzwert A zustreben (z. B. immer, wenn f(z) in 4 re- 
gulir ist), so daB die Funktion f(z), lediglich auf © betrachtet, 
in g stetig wird, wenn man f(z) = A setzt. Der Abelsche 
Stetigkeitssatz (S. 712) sagt aus, daB® der Grenzwert sicher exi- 


stiert und gleich A ist, wenn > ane zur Summe A konver- 
0 
giert und wenn © der Radius 04, ist. 

Um hieran anknitipfende Verallgemeinerungen kurz aus- 
sprechen zu kénnen, benutzen wir folgende Bezeichnungen (nach 
Hardy und Littlewood, Lond. M. S. Proc. (2) 18 (1920) 
S. 205): 

Die Kurve © heiBt ein Weg, wenn sie eine den Konver- 
genzkreis nicht verlassende, in zg, endende Jordankurve ist; 
ein immerer Weg, wenn sie auBer Z keinen Punkt mit dem 
Konvergenzkreis gemein hat; ein Stolzscher Weg, wenn Sie 
zwischen zwei in zg endenden Sehnen verliuft; ein reguldrer 
Weg, wenn sie in allen Punkten aufer 4 eine stetig wandernde 
Tangente hat und sich dem Punkt zg in bestimmter Richtung 
nihert, so daB arg (z — 2,) fiir ¢ —> Zz einem bestimmten Grenz- 
wert zustrebt. — Ferner sei von jetzt an immer vorausgesetzt, 
daB der Konvergenzkreis der Hinheitskreis, der Punkt z der 
Pankt 1 sei. Es gilt dann: 


co 


f(2) hat auch dann einen Grenzwert fir z— 1, wenn > 4, 


0 
konvergiert und € ein Stolzscher Weg ist (S. 713), aber nicht 
immer, wenn © ein regulirer Weg ist (Hardy und Littlewood, 
a. a. O., S. 207, theorem C). 

Der Abelsche Satz laBt eine wichtige Verallgemeinerung 
in anderer Richtung zu: Der Grenzwert auf dem Radius existiert 


oo 


auch dann, wenn a nicht konvergiert, sondern blo8 von 


0 
irgendeiner positiven Ordnung Cesaro(-Hélder)-summabel 
(s. Rep. I,, 8. 430) ist (zuerst im Falle der Summabilitit 
1. Ordnung von Frobenius, J. f. Math. 89 (1880) S. 262, so- 
dann fiir beliebige ganzzahlige Ordnung von Hélder, Math. Ann. 
20 (1882) 8.535 bewiesen; auf Summabilitét beliebiger posi- 
tiver (auch nicht ganzzahliger) Ordnung ausgedehnt von Chap- 
man, Lond. M. 8. Proc. (2) 9 (1911) 8. 369). Unter derselben 
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Voraussetzung existiert der Grenzwert auch auf jedem Stolz- 
schen Weg. 


Konvergenz bzw. Summabilitit als Folge der Stetigkeit 
bzw. einer Verallgemeinerung derselben. 


Der Abelsche Stetigkeitssatz ist nicht allgemein wmkehrbar *) 


— aes 
(Beispiel : >) (—1)"2" = oy strebt fiir »—> 1 gegen 5, die 
0 


Reihe konvergiert aber in = 1 nicht), sondern nur unter 
zusitzlichen Voraussetzungen tiber die a,. Das erste Resultat 
von Tauber (Monatsh. f. Math. 8 (1897) S. 273) ist insbeson- 
dere von Hardy und Littlewood vertieft worden. Die wich- 
tigsten Ergebnisse sind: 


Hat > a, 2" fir radiale Anniherung gegen 1 einen Grenz- 

0 
wert und ist nRta, >c¢,, nJa, > cy (c, und cy beliebige Kon- 
stanten), also wenn a, reell: na, > c, so konvergiert Par 


0 
(Hardy und Littlewood, Lond. M. S. Proc. (2) 18 (1914) 
S. 174; s. auch die Wiedergabe bei Landau, Darstellung und 
Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, 
Berlin 1916, S. 46). 


o 


Existiert der Grenzwert von > a,2" auf einem regularen 
0 


oder einem Stolzschen Weg und ist |na,|<c, so ist >a 


konvergent (Hardy und Littlewood, Lond. M. S. Proc. (2) 
18 (1920) S. 205, theorems R, S.). 


Hat die Funktion 


co 


1 fe , 
OG) Sree es Chee oe 
0 


| 

1) Man kann, wie das schon Euler getan hat, gerade diese | 
MOéglichkeit dazu benutzen, um einer divergierenden Reihe einen 
Summenwert beizulegen, indem man ye durch lim Sa, 2” definiert, 

z>1 } 

falls dieser Grenzwert existiert. (Abelsche oder Poissonsche Sum- | 

mabilitit, manchmal auch Eulersche Summabilitat genannt. Doch | 

verstehen manche Autoren unter letzterer etwas anderes.) | 


| 
| 
; 
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wenn ¢ auf einem gewissen Weg © gegen 1 strebt, einen Grenz- 


wert A und ist |na,|<c, so konvergiert > a, zur Summe A 


0 
(ebenda, theorem Q; ist z. B. © ein rektifizierbarer Stolzscher 


1 
_ Weg und konvergiert ae so ist D(z) = 1 i (6) dg). 


1% 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB 


co 


7 5 ; 
> a,, von einer gewissen Ordnung Cesaro-summabel ist, sind: 
0 i) 


1. f(2) = >a, ist im Einheitskreis regular; 
0 
2. fir |z|<1 ist |f(2)|< K,(1—|z2|)-*, wo K,, K, 
Konstanten sind; 
3. wird 


fol) =f), A= zz frlOat, RO= +, frwas ... 


z 


gesetzt, so gibt es eine ganze Zahl k >0 so, daB f,() gegen 
einen endlichen Wert strebt, wenn ¢ auf einem beliebigen Weg 
vom Innern des Hinheitskreises her gegen 1 strebt. 


Die Integrale, deren Existenz unter der Annahme der Sum- 


mabilitaét von > a, sich ergibt, im umgekehrten Fall aber vor- 


auszusetzen ist, sind dabei iiber die gebrochene Linie 201 oder, 
was unter der Voraussetzung 2. damit gleichbedeutend ist, tiber 
E 


die gerade Linie z1 zu erstrecken und durch lim fe zu definieren, 
>1 


wo & entlang dem Radius 01, bzw. entlang der Sehne 21 gegen 
1 strebt. (Hardy und Littlewood, Math. Zeitschr. 19 (1923) 
8. 67.) 


§ 25. Das Amwachsen der Funktion in der Nahe des 
Konvergenzkreises. 

Zum Vergleich fiir das Anwachsen der Funktion bei An- 

néherung der Variablen an einen Punkt a der Konvergenzgrenze 


eignet sich besonders die Funktion ade ma) 
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f(2) -> a,#” habe den Einheitskreis zum Konvergenzkreis, 


0 
und wir wollen das Verhalten von f in der Nahe von a=1 
betrachten. (Jeder beliebige Punkt z= e'? des Hinheitskreises 
1aBt sich durch die Transformation £ = e~*?9z in den Punkt 1 


tiberfiihren.) Wir setzen > a, = s,- Aus dem Anwachsen von 
v=0 
s, kann man auf das Verhalten von f(z) bei Anniherung an 
z= 1 schlieBen: 
Gibt es ein w>0 so, daB “> A fiir n> co, wo A eine 
beliebige Konstante ist, so gilt (1 — z)*f(¢) > T(e#+1)A fir 
z—»1 auf der reellen Achse. (Appell, C. R. 87 (1878) S. 689.) 


Dieser Satz ist nicht allgemein umkehrbar, sondern nur 
unter gewissen Voraussetzungen: 


o 


Strebt (1 — > a,2" bei einem « > O fiir z > 1 gegen 


0 
einen endlichen Wert A und sind von einer Stelle an alle a, >0, 


fir »—> oo (Hardy und Littlewood, 


iE on A 
SO eae. Diet 1) 
Lond. M. 8. Proc. (2) 13 (1914) 8. 174). 

Innerhalb des Kreises |z|< @ <r, wo 7 der Konvergenz- 


radius ist, hat f(<) => 4,2 die Majorante (S. 708) 
co 0 


Mt (0) = > |a,|0". Ist f(g) selbst im Konvergenzkreis be- 


0 
schrinkt, so kann Yt(o) fir 9 —~r zwar gegen oo wachsen, 
aber nur so schwach, daB 


M(e)-Vr—e—>0 fir er. 
Allgemeiner: (r —)*f(z), wo «>0 und |z|<o0, beschrinkt, 


so ist (r — ol = M(e) beschrinkt (Hardy, Quarterly Journal 
44 (1913) S. 147). 

Zur genaueren Untersuchung des Anwachsens der Funktion 
bei Anniherung der Variablen an die Konvergenzgrenze sind 
kompliziertere Hilfsmittel nétig, wie sie vor allem Hadamard 
(J. de Math. (4) 8 (1892) 8. 101) geschaffen hat. Vgl. auch 
Fabry, Acta Math. 36 (1913) S. 69. 


§ 26. Nichtfortsetzbare Reihen. T75 


§ 26. Nichtfortsetzbare Reihen. 


Es gibt Potenzreihen, die Funktionen darstellen, welche 
tiber keinen Punkt des Konvergenzkreises hinaus fortgesetzt wer- 
den kénnen, fiir die also dieser Kreis ,natiirliche Grenze“ ist, 
und zwar ist dies in gewissem Betracht kein abnormes Ereignis, 
sondern sogar die Regel. Nach Versuchen von Borel (C. RB. 
123 (1896) 8. 1051; Acta Math. 21 (1897) S. 243) und Fabry 
(C. R. 124 (1897) 8. 142; Acta Math. 22 (1899) S. 65) ist 
dieser Aussage von Polya (Acta Math. 41 (1917) S. 99) und 
Hausdorff (Math. Zeitschr. 4 (1919) S. 98) ein praziser Sinn 
verliehen worden. 

Die Nichtfortsetzbarkeit hindert nicht, daB die Reihe auf 
dem ganzen Rande des Konvergenzkreises konvergiert, also dort 
stetig ist, z. B. 

> a" 2” wo O<a<l, b positiv ganz > 2; 


n=0 Konvergenzradius gleich 1 


(WeierstraB 1880, Werke 2 S. 223 mit einer fiir den 
dortigen Beweis notwendigen, an sich aber tiberfliissigen Beschriin- 
kung; diese Reihe ist historisch das erste Beispiel einer F'unk- 
tion, bei der die Nichtfortsetzbarkeit aus der Reihenentwicklung 
erschlossen wurde), ja da8 sogar alle Ableitungen noch auf dem 
Rande konvergieren, z. B. 

a2”, wo0 <a<1; Konvergenzradius gleich 1 


n=0 


(Fredholm, publiziert von Mittag-Leffler, C. R. 110 (1890) 
8. 627; Acta Math. 15 (1891) S. 279). 

Bei speziellen Beispielen gelingt es manchmal, den Beweis 
fir die Nichtfortsetzbarkeit auf Grund der arithmetischen Higen- 
schaften der wirklich vorkommenden Exponenten (vgl. Hada- 
mard, J. de Math. (4) 8 (1892) 8.101; Lerch, Acta Math. 10 
(1887) S. 87) zu erbringen. Lediglich die GréBenordnung der Ex- 
ponenten bildet die Voraussetzung fiir folgende Sitze: 

‘Hadamardscher Liickensatz (J. de Math. (4) 8 (1892) 
8.101): Hat die Potenzreihe 


foe} 


> ae (a, + 0; k, ganz; 0 = ky <<? -) 


n=0 
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endlichen Konvergenzradius und ist 


Shh he 


lim inf 
nrn=o k,, 
d. h. von einer Stelle an k,,, >4%,(1 +), wo #>0, so ist 
die Reihe nicht fortsetzbar. 
Der Name Liickensatz riihrt daher, daB hinter einem von 
0 verschiedenen Koeffizienten a, jedesmal eine Liicke mindestens 
von der GréBenordnung $k, in den Indizes auftritt, wo die zu- 
gehérigen Koeffizienten verschwinden. 


Fabryscher Lickensatz: Hat die Potenzreihe 


fos) 


Se ain (ay + 0; k, ganz, O< ky <k, ---) 


n=0 
endlichen Konvergenzradius und ist in —> co fiir m —> oo (diese 


Bedingung ist z. B. stets erfiillt, wenn k,.4— i oo), so ist 
die Reihe nicht fortsetzbar. (Fabry, inn, 0. norm. (3) 18 
(1896) S. 367; Acta Math. 22 (1899) S.65; Faber, Minch. 
Ber. 34 (1904) 8S. 63; kiirzester Beweis unter alicenseiuere Vor- 
aussetzungen Carlson und Landau, Gétt. Nachr. 1921, S. 184.) 


Da8 das Auftreten von Liicken keineswegs eine notwendige 
Bedingung fiir die Nichtfortsetzbarkeit der Reihe bildet, folgt 
aus dem 


Satz von Fatou (bewiesen von Hurwitz und Polya, Acta 
Math. 40 (1916) S. 179): Bei jeder Potenzreihe mit endlichem 
Konvergenzradius li8t sich durch geeignete Anderung der Vor- 
zeichen der Koeffizienten erreichen, daB sie nicht fortsetzbar wird. 


§ 27. Das Verhalten der Partialsummen. 


foo) 


Die Reihe f(z) = "3 a,,2" habe den endlichen Konvergenz- 
n=0 
radius r und sei also = 0. Man betrachte die Partialsummen 


32) = > a,2" (v >1) und vereinige die Nullstellen aller s, (z) 
n=0 

zu einer Menge St, wobei Nullstellen verschiedener s, mit der- 

selben Koordinate als verschieden zu rechnen sind. In Er- 

ginzung des Satzes von Hurwitz (S. 717) gilt der 


§ 27 Das Verhalten der Partialsummen. dled 


Satz von Jentzsch: Jeder Punkt des Konvergenzkreises 
|| =r ist Haufungspunkt von M (Acta Math. 41 (1918) S. 219). 


Die ,, Uberkonvergenz“: Nach Cauchy (vgl.S.712) diver- 
giert die Folge der Partialsummen s,(z) in jedem duBeren Punkte 
des Konvergenzkreises. Nichtsdestoweniger kann es, wie Jentzsch 
(Acta Math. 41 (1918) S. 253) an Beispielen gezeigt hat, vor- 
kommen, daB gewisse Teilfolgen s,, auch noch tiber den Kon- 
vergenzkreis hinaus konvergieren. Diese Erscheinung der so- 
genannten Uberkonvergenz hingt mit der Struktur der in der 
Potenzreihe wirklich auftretenden Exponentenfolge in nachstehen- 
der Weise zusammen. 

Es seien in der Koeffizientenfolge einer Potenzreihe mit end- 


foo 


lichem Konvergenzradius f(z) = >a,2" unendlich viele so groBe 
n=0 

Liicken, innerhalb deren die Koeffizienten verschwinden, vorhan- 

den, da8 der Quotient der Randindizes n’, m” dieser Liicken 

gréBer als 1 + & (@>0) ist. Bildet man dann eine Abschnitt- 

folge der Potenzreihe, indem man diese jeweils mit dem linken 


n' 
Rande einer solchen Liicke abbricht: s,, = > a, 2", 80 konver- 
0 


giert diese Folge iiber jeden reguliren Punkt des Konvergenz- 
kreises hinaus, und zwar gleichmafig in einem hinreichend klei- 
nen Kreis um einen solchen Punkt. (Ostrowski, Berl. Sitzwngsber. 
1921, S. 557.) Es ist zu beachten, daB die Liicken der be- 
treffenden GréBenordnung in dem &hnlich lautenden Hadamard- 
schen Satz 8.775 zwischen allen von 0 verschiedenen Koeffi- 
zienten auftreten miissen, wihrend sie hier nur immer wieder 
vorzukommen brauchen. 

Die Liickenbedingung erfaBt, soweit dies méglich ist, das 
Auftreten der Uberkonvergenz schon vollstindig, da der obige 
Satz in gewissem Sinne umkehrbar ist: 

Besitzt eine Potenzreihe mit endlichem Konvergenzradius 
R eine Abschnittsfolge s, (2), die in einer Umgebung eines re- 
guliren Punktes des Konvergenzkreises gleichmifig konvergiert, 
so kann man sie als Summe zweier Potenzreihen darstellen, von 
denen die erste einen griéBeren Konvergenzradius als R hat, 
wahrend die zweite unendlich viele Liicken besitzt, deren Rand- 
indizes einen Quotienten grdBer als 1 + ® (@> 0) haben und 
in die die Indizes v, hineinfallen. (Ostrowski, Berl. Sitzwngsber. 
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1928, 8.185.) Aus diesem und dem vorhergehenden Satz folgt, 
daB die gleichmiBige Uberkonvergenz in einer Umgebung eimes 
regularen Randpunktes dieselbe Erscheinung in einer Umgebung 
jedes reguliren Randpunktes nach sich zieht. 


Wegen des Bereiches der Uberkonvergenz s. Ostrowski, 
Math.-Ver. 32 (1923) S. 286; Hamb. Math. Abh. 1 (1923) 
8. 327. 


IX. Abschnitt. 


Zusammenhang zwischen den Koeffizienten einer Potenz- 
reihe und den Singularititen der Funktion. 


§ 28. Bestimmung der Koordinaten der ‘Singularitéten 
mit Hilfe der Koeffizienten. 


Auf dem Rande des Konvergenzkreises einer Potenzreihe 
liegt mindestens ein singulérer Punkt der dargestellten Funk- 
tion, doch kann man keineswegs etwa aus Konvergenz oder Di- 
vergenz der Reihe in einem Randpunkt allgemein auf Regulari- 
tit oder Singularitit der Funktion schlieBen oder umgekehrt 
(vgl. S. 713). DaB jedoch unter gewissen Voraussetzungen iiber 
die Koeffizienten von der Regularitit auf die Konvergenz, bzw. 
von der Divergenz auf die Singularitét geschlossen werden kann, 
zeigt der 

Satz von Fatou (Acta Math. 30 (1906) S. 335): Hat 


co 


>: a," den Kinheitskreis zum Konvergenzkreis und ist a,—> 0 
0 


fiir n —> ov, so konvergiert die Reihe in jedem reguliren Punkt 
des Randes, auf jedem abgeschlossenen Regularititsbogen sogar 
gleichmiBig. (Kiirzere Beweise von M. Riesz, J. f. Math. 140 
(1911) S. 89; Gott. Nachr. 1916, S. 62.) 


Konvergiert also ae a,2” fir |z| <1 und ist a, > 0, so 
folgt aus der Divergenz der Reihe in einem Randpunkt, daB 
dieser singular ist. 

Die Koeffizienten eines Funktionselementes bestimmen die 
Funktion und damit die Singularititen vollstindig, die explizite 
Berechnung der letzteren aus den Koeffizienten ist aber im all- 
gemeinen sehr schwierig. Gewisse spezielle Voraussetzungen iiber 
die Koeffizienten gestatten jedoch, direkt eine bestimmte der Sin- 
gularititen auf dem Rande anzugeben: 
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Sind alle Koeffizienten bis auf endlich viele >0 (Vivanti, 
Riv. di Mat. 3 (1893) S. 111) oder gehdren sie bis auf endlich 
viele einem Winkelraum mit dem Nullpunkt als Scheitel und 
einer Offnung <2 an (Dienes, J. de Math. (6) 5 (1909) 
S. 327), so ist der positiv reelle Punkt des Konvergenzkreises 
ein singulirer Punkt. 


Hat on 


fiir m-—>» oo einen Grenzwert 2, so ist Z ein 
n+1 

singulirer Punkt. (Ohne genaue Formulierung und Beweis bei 
Lecornu, C. R. 104 (1887) S. 349; Beweis von Fabry, Amn. 
éc. norm. (3) 18 (1896) 8. 367; vgl. Hadamard, La série de 
Taylor et son prolongement analytique. Paris 1901 [Scientia 
Nr. 12] 8. 23.) Liegt tibrigens auf dem Konvergenzkreis als ein- 
am 

an +1 
(J. Kénig, Math. Ann. 23 (1884) S. 447.) Weitere Sitze in 
dieser Richtung s. Hadamard, La série de Taylor, chap. V. 


zige Singularitét ein Pol Z, so hat 


den Grenzwert 2. 


Aufschlu8 iiber die Singularititen von Reihen, deren Koeffi- 
zienten aus denen von anderen Reihen mit bekannten Singulari- 
titen in gewisser Weise zusammengesetzt sind, gibt der 


Hadamardsche Kompositionssatz (Acta Math, 22(1898) 
8.55): Die am Rande des Hauptsterns (S. 758) von a(z) -> a, 2" 
gelegenen Singularitiiten seien «,, die am Rande des Haapistone 
von b(z) = a b,2” gelegenen Singularitiiten seien 6,. Dann 
sind die am Rande des Hauptsterns von f(z) = De a,0,2" ge- 


0 
legenen Singularitiiten unter den Punkten a,-, enthalten. (Wort- 
laut nach Bieberbach, Enzykl. If,, Heft 4, 8.464. Erwei- 
terungen von Borel, Bull. Soc. M. 26 (1898) S. 238; Faber, 
Math-Ver. 16 (1907) 8. 285.) 


Beispiel: Hat bps a,2” endlichen Konvergenzradius, so 
. 0 


co 
: a : 
ist > at 2” eine ganze Funktion. 
an! 
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§ 29. Der Einflu® von arithmetischen Higenschaften der 
Koeffizienten auf den Charakter der Funktion. 


Reihenmitnur endlich vielen verschiedenen Koeffizienten. 


co 


Hat die Reihe |) 4,2" nur endlich viele verschiedene Koeffi- 


0 
zienten, so daB sie fir |z|< 1 konvergiert, und besitzt die dar- 
gestellte Funktion auf dem Rande |z|—=1 nur endlich viele 
isolierte Singularitéten, in deren Umgebung die Funktion ein- 
deutig ist, so ist diese eine rationale Funktion mit lauter ein- 
fachen Polen, die in Einheitswurzeln liegen. (Jentzsch, Math. 
Ann. 78 (1918) 8. 276; vgl. auch Polya, ebenda S. 286.) 
Haben die Koeffizienten nur endlich viele verschiedene 
Werte, so ist notwendig und hinreichend dafiir, daB sie von 
einer Stelle an sogar periodisch sind, da8 die Reihe nur eine 
endliche Anzahl von isolierten singuliaren Punkten auf dem Ein- 
heitskreis hat. (Carlson, Math. Ann. 79 (1919) S. 237; hier 
auch weitere Verallgemeinerungen des vorigen Satzes von J entzsch.) 


Reihen mit rationalen oder ganzen Koeffizienten. 


Satz von Hisenstein (Berl. Sitzwngsber. 1852, 8. 441): 
Stellt eine Reihe mit rationalen Koeffizienten 


co 


f@= or * 2"(s,, ¢, ganzzahlig und teilerfremd) 
0 n 


eine algebraische Funktion (s. Kap. XVII) dar, so gibt es eine ganze 
Zahl 7, so daB ¢, ein Teiler von 7”(m > 1) ist, d. h. die Reihe 


{(Tz) — f(0) -> Sy z 2” hat nur ganzzahlige Koeffizienten 


il 
(man sagt: sie ist ,ganzzahlig“). 

Der Eisensteinsche Satz gibt nur eine notwendige Be- 
dingung dafiir an, daB eine rationalzahlige Reihe eine algebra- 
ische Funktion darstellt. DaB sie keineswegs hinreichend ist, 
folgt schon daraus, daB es ganzzahlige Reihen gibt, fiir die der 
Konvergenzkreis natiirliche Grenze ist (man streiche z. B. aus 
der Reihe 1+ 2+ 2?+.--- so viele Glieder, daB die Licken 
gegen oo wachsen, vgl. S. 776). Da die Reihen, die der 
Hisensteinschen Bedingung gentigen, durch die lineare Trans- 
formation ¢=7'€ und Subtraktion einer Konstanten, wodurch 
an ihren Kigenschaften nichts Wesentliches geandert wird, in 
ganzzahlige Reihen iibergefiihrt werden, so gentigt es, sich mit 
letzteren an Stelle der Reihen vom Hisensteinschen Typ zu be- 
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schaftigen. — Es soll sich stets um Reihen nach Potenzen von 
z, d.h. um Entwicklungen um den Nullpunkt, handeln. 

Damit eine ganzzahlige Reihe eine nicht-rationale algebra- 
ische Funktion darstellen kann, mu8 diese im Einheitskreis einen 
Verzweigungspunkt haben. (Fatou, C. R. 138, S. 342, 1904.) 

Die Satze von Hisenstein und Fatou setzen voraus, daB 
die dargestellte Funktion algebraisch ist. Im folgenden wollen 
wir allgemeiner zunichst Funktionen betrachten, die in einem 
Kreis |z| < R nur endlich viele Singularititen haben. 

a) eal: 

Hat eine ganzzahlige Reihe in dem Kreise |z| << R (R>1) 
nur Pole (Borel, Bull. Sc. M. (2) 18 (1894) S. 22) oder hat 
sie dort nur endlich viele Singularititen und ist eindeutig 
(Polya, Math. Ann. 77 (1916) 8.497), so ist sie rational. 

b) R= 1, 

Hat eine ganzzahlige Reihe in dem Kreise |z|<1 nur 
endlich viele Singularititen, so ist sie entweder rational oder 
sie hat im Hinheitskreis einen Verzweigungspunkt oder sie ist 
iiber den Hinheitskreis hinaus nicht fortsetzbar. (Carlson, Math. 
Zeitschr. 9 (1921) S.1.) Hieraus folgt der vorige Satz und 
der obige Satz von Fatou. Ferner ergibt sich speziell: 

Ist eine ganzzahlige Reihe im Einheitskreis konvergent, so stellt 
sie entweder eine rationale Funktion dar oder sie ist nicht fortsetzbar. 

Weiterhin wollen wir nun den Kreis |2| < R ersetzen durch 
ein beliebiges einfach zusammenhingendes Gebiet D, das den 
Nullpunkt enthilt. D lat sich durch eine Funktion w = (2) 
umkehrbar eindeutig auf einen Kreis um den Nullpunkt der 
w-Ebene abbilden. Schreibt man vor: »(0) = 0, g’(0) = 1, so 
ist der Radius @ dieses Kreises eindeutig bestimmt (S. 742). 
Ist eine durch eine ganzzahlige Reihe definierte Funktion f(z) 
in ® eindeutig und bis auf isolierte Singularititen (die in un- 
endlicher Anzahl vorkommen, aber sich im Innern nicht haufen 
diirfen) regulir, so gilt folgendes: 

Ist 9 >1, so ist f(¢) rational; 

» @X1, so gibt es nichtrationale, in D regulire Funktionen; 

» @=1, und ist der Rand von D eine Jordankurve, so ist 
f(2) entweder rational oder tiber  hinaus nicht 
fortsetzbar. (Polya, Lond. M. 8. Proc. (2) 21 (1923) 
S. 22; Math.-Ver. 31 (1922) S. 107.) 


Ohne gewisse Voraussetzungen tiber den Rand von ®D ist 
der letzte Teil des Satzes nicht richtig (Polya, a. a. O. S. 34). — 
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Der Satz besagt: Ein Gebiet D der obigen Art kann nur dann 
Eindeutigkeitsbereich mit isolierten singuléren Punkten einer 
nichtrationalen Funktion mit ganzzahliger Potenzreihenentwick- 
lung sein, wenn das zugehdrige 9 < 1 ist. 

Wichtig fiir die Beweise der Satze von Borel, Polya und 
Carlson sind folgende Kriterien: % 


Ze 
Notwendig und hinreichend dafiir, daB die Reihe > a, 2" 
0 


eine rationale Funktion darstellt, ist, daB die Determinanten 


! 
| 


gil Gy Gy | Ap Ay A, | 
b] 

a, Ag ay Ag $10 

| 

|g Mz My | 


bis auf endlich viele verschwinden (Kronecker, Berl. Sitzwngsber. 
1881, S. 535), oder auch, daB, wenn 


pS es ptg-1 | 
| 
ao eo 60) 6 SO) aye Oe ee a 
AD = p+1 pt+a | 
Pp lees 
| 
| | 
| Gyr q-1 awe ne! Se) 8 Un+2q-2 | 


gesetzt wird, es ein q und ein py gibt derart, daB 49=—0 
ist fiir p>) (Borel, Bull. Sc. MU. (2) 18 (1894) S. 22). 
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Kapitel XVL 


Elliptische Funktionen und Integrale. 
Von E. Jahnke? in Berlin. 


Uberarbeitet und ergiinzt von A. Barneck in Berlin. =) 


§ 1. Die Jacobischen Thetafunktionen. 


Jacobi definiert (zuerst in den Fundamenta nova theoriae 
functionum ellipticarum, Kénigsberg 1829; Ges. W. 1, 49—239, 
§ 60; sodann in seiner Kénigsberger Vorlesung 1835/36) die 
Thetafunktionen in folgender Weise, wobei wir die Schreibweise 
von Weierstra8-Schwarz, Formelsammlung”**) zugrunde 
legen, doch mit dem Unterschiede, daB wir das Jacobische q 
statt des Weierstra8schen h beibehalten: 


Sv oe Br, q) => (— ti) q” ervome 
v 


= 1 — 2qcos 2vx+ 2¢* cos 4un — 2q*% cos Gua+--- 


*) Uber die Entstehung dieses Kapitels ist zu bemerken, daB 
E. Jahnke den Schriftsatz bereits 1913 in Druck gegeben und auch 
zwei Korrekturen gelesen hatte. Dem Bearbeiter blieb daher sowohl 
aus Pietit gegen den am 18. Oktober 1921 verschiedenen Verfasser 
als auch aus praktischen Griinden ein geringer Spielraum zu eigener 
Darstellung. Er hat sich im allgemeinen auf die Berticksichtigung 
der seitdem erschienenen Literatur und darauf beziigliche Erganzungen 
beschrankt, daneben an einigen Stellen ihm zweckmiabig erscheinende 
Kirzungen vorgenommen und das Ganze einer eingehenden Durchsicht 
auf Saiuberung von Druckfehlern und Beseitigung von Unebenheiten des 
Textes und der Bezeichnung unterzogen. Er glaubt sein Verhalten damit 
rechtfertigen zu kénnen, daB auf dem sozusagen klassischen Gebiet 
der elliptischen Funktionen keine Verinderungen erfolgt sind, die 
eine villige Umarbeitung als notwendig hitten erscheinen lassen. 

**) Die Verweisungen ') bis °°) beziehen sich auf die Literatur- 
tibersicht am Schluf des Kapitels (S. 846). 
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1 2 x 
9,0 = (2, @) =>(- 1rige’ 7 fern aes 
1 4 9 25 
= 2q4 sin uw — 2q4 sin 3um + 2q4 sin Sun — --- 
1 aie F 
9,0 = 9, (2,9) = Sq" 1? o(2y— toms 
3 ‘ 9 ee 
= 2q4 cos um + 2q4 cos 3um + 29g4 cos dum +--: 


Ov = 9,(v, q) => qe” oni 


= 14+ 2q cos 2um + 2q*cos 4ua + 2q*% cos 6ua+--- 
(v=0,+1,+2, --- +). 


Diese Reihen konvergieren absolut und gleichmaBig fir 
jedes v, solange |g|< 1 ist. Dabei ist 9,0 eine ungerade, die 
iibrigen sind gerade Funktionen von », so daB 


a (— v7) =—%r, 9(—v) = dv @=0, 2, 3), 
also 
9,0 = 6, “O=-+--=0, 0/0 = 30/0 = «== 0, 


In seinen Fundamenta hat Jacobi diese Funktionen mit 


2K 2K 2K 54 2K bg 
o(S*) Ba), BS (e+ s)), 0S +9) 
und in seinen Vorlesungen mit (x), 9,(x), 9)(a), (a) be- 
zeichnet. Dabei ist 7 = um gesetzt. Andere Bezeichnungen haben 
Hermite® und Ges. W.I, 487, H. Weber?") und neuerdings 
Schottky (Sitz.-Ber. Berl. Akad. 41, 897—904, 1911) gewahlt. 


; il Ae 
Setzt man g = e**', = Ing, so geniigen die vier Theta- 


funktionen nebst allen ihren Ableitungen der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (Jacobi, Ges. W. 2, 163): 


oe 1 0? oo oF 
2 oder Ov? + 4nd 50 = 


Oe ani B08 a 

Die Thetas sind ganze transzendente Funktionen, a. h. sie 
werden fiir keinen endlichen Wert von v unendlich groB. Sie 
diirfen gliedweise nach v, ebenso nach qg differentiiert werden. 
Thre Nullstellen ergeben sich aus der Produkédarstellung (vgl. 
Jacobi, Fund. nova § 52, 61, 64, 65): 
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a0 = Hla — g’”) lla — 2q°"-1cos 2um + g"-?) 
=f Sees q?”) (1 ie g?*-12-%) (4 a q?”—1 22) 


a 
o,v = 204 sin vx [Ti — ae) Li — oda cos 2unm + Gf") 
et 
ae qt -—*— IT — 92) (1 — 9?" 2-4) (1 — 9223) 


1 
9,0 = 2q4 coson JJ (1 — 9") [1 + 292" cos 200 + qe) 
a 
ae qt (2 si ef ve q?”) (1 ais g"25*)(1 ae gq?” 2*) 


8,0 = [7 (1 — @") TL + 2¢"-! cos 200+ gie=*) 
=/fa ai q**) (1 ae Gea aa) (1 ae g?*-1 22), 


wo z= e’”* gesetzt ist und n alle ganzzahligen positiven Werte 


annimmt. Die Thetafunktionen haben die folgenden Nullstellen: 


| Nullstellen | | Nullstellen 
ov m+(n-4)e | a0 m—f-+4nr 
a) | m+ nt ov m—i+t(n+4)r 


Dabei sind den m, m alle ganzzahligen Werte beizulegen. 
Bezeichnen wir die Werte der geraden Thetas fiir das Argu- 
ment Null (Thetanullwerte) mit cy, C2, ¢;, den Wert der ersten 
Ableitung von %,v fiir das Argument Null mit ¢,’, so erhalten 
wir aus obigen Formeln die Reihenentwicklungen der Nullwerte 
der drei geraden Thetas. Diese waren Gau8 schon in den neun- 
ziger Jahren des achtzehnten Jahrhunderts bekannt. Uber den 
Anteil von Gau8 an der Entdeckung der Thetafunktionen vgl. 
P. Giinther, Gdétt. Nachr. 1894, 8.92; L. Schlesinger, Gétt. 


| Nachr. 1912. 


Aus den Produktdarstellungen folgt: 
Cy, = Wey Cy Cy. 


Wegen der Beweise dieser von Jacobi (Ges. W. 1, 517) 
herrithrenden fundamentalen Formel vgl. Krazer™), 8. 334 und 
auBerdem Caspary, Journ. de Math. (4) 6, 380—382, 1890. 


Pascal, Repertorium I.2. 2. Aufl. 50 
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Die Thetafunktionen sind nicht doppeltperiodisch, ihre Peri- 
odizitatseigenschaften kommen zum Ausdruck in den sogenannten 
Verwandlungsformeln, die sich in folgender Tafel zusammen- 
fassen lassen: 


Vermehrung So me ay |» Exponentialfaktor 
| 
n mtn ™m | 
= = 9 1)” 3. o 
m+nt (-1) Fo [ ) 1 (-1)" s 3 j—ntiotn) 
m—t+ne 9,| (—1)™*1 9, | (—1)"*" 9, Ie 9, 
m+(nt4)¢ l(-1)¢9. | ZI)" 2 7g, (ayes 3 
i (n+4)t |\(-1)"t% | (-1) o| (-1)" 9, =| -(e4d)as[04 (a4) 
m—L+(nt+4$)z 9.| (-I™*19, 9 *959,| (049, 


wo m, n beliebige ganze Zahlen bedeuten. 


Diese Formeln driicken die charakteristische Eigenschaft 
der Thetas aus und lassen den Zusammenhang mit den doppelt- 
periodischen Funktionen hervortreten (vgl. die doppeltperiodischen 
Funktionen dritter Art in § 17, S. 831). 


Uber den Verlauf der Thetas fiir reelles Argument und einige 


Werte von g = pie) OSE +--+ vgl. die Figuren bei Jahnke- 


24 + V cos a iy 
Emde, Funktionentafeln®), S. 69. Uber die geometrische Dis- 
kussion dieser Funktionen im reellen Gebiet vgl. noch M. Krause), 
Nr. 26. 


§ 2. Die WeierstraBschen Sigmafunktionen. 


Neben den Jacobischen Thetafunktionen haben sich die 
von WeierstraB eingefiihrten Sigmafunktionen von fundamentaler 
Wichtigkeit fiir die Theorie der elliptischen Funktionen erwie- 
sen. Sie setzen die Existenz von zwei Perioden se 2@, von 


der Beschaffenheit voraus, da8 ihr Verhidltnis t = — einen po- 
sitwen imagindren Bestandteil besitzt, also at (Fe )> O ist. Ist 
dann g = ¢*”', so ist stets |q|<1. Es sei forner 


Oo = OO, or Os, 
also 


; + @ + ws = 0. 


| 
| 
| 
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_ Ich folge hiermit einem von Study) (und ziemlich gleich- 
zeitig auch yon J. Tannery-Molk"™)) gemachten Vorschlag. 
WeierstraB schreibt w, w, w und setzt wo’ =o+o’. Die 
Studysche Bezeichnung gestattet, Formeln, die eine Gruppe 
bilden, in einem einzigen Ausdruck zusammenzufassen. 


Dann werden die Sigmafunktionen nach WeierstraB durch 
folgende Doppelprodukte von Primfunktionen definiert: 


Pelee a eee cl 
2a w ue 
=0,u=—e 1— ~\e o) : 
0, (u | @, 3) = 6, IT( wy, of 
(A =1, 2, 8) 
Darin ist 
w=2mo,+ 2nw,, w= wt w,, 
also 


w,= (2m + 1)a,+ 20s, w,= (2m— 1), + (2n— 1) og, 
Wz = 2mo, + (2n + 1) os, 


wo m, m simtliche ganzen Zahlen durchlaufen. Der Akzent am 
Produktzeichen fiir ow bedeutet, daB der Wert w= 0 auszu- 
schlieBen ist. Die e,, ¢,, es sind definiert durch: 


x SS nq?” a* a = ae 
‘eile cant @,* « 1+ q*” ota 6,7 o,? 1— q**-? 


a? 22? (— 1)*nq" 
ee 2 AT ted Sodte Fie 
I~ to? oF Ci-eys 
a? 2x? (2n — 1)q?”-? 
= 2 ote 2 p 1 2n—1 
120, o, +4q 
nt 27? nq” 
3 — 


" 120.2 o,? 1+" 


; 2 Qn? (2 —1)q?"—? 
7 Spa a 1— g*-} 


Die obige Doppelproduktdarstellung 1a8t die Nulistellen der 


| Sigmas erkennen, die in der folgenden Tabelle zusammen- 
| gestelit sind: 


50* 
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| Nullstellen | | Nullstellen 
ou 2ma, + 2no, (2m -+ 1), + (2+ 1)o, 
ed (2m + 1)o, + 2no, ‘osu 2mo, + (2n-+ 1I)o, 


Sie zeigt zugleich, daB die Sigmafunktion Ow ungeadndert bleibt, 
wenn man auf @,, w, irgendeine lineare ganzzahlige Transfor- 
mation mit der Determinante 1 anwendet. 


Die GréBen ¢,, €, és lassen sich als Nullstellen der gan- 
zen Funktion 3. Grades 


S = 48°— gs — g, = 4(s — &)(s — &) (8 — 6) 
auffassen, so daB 
+ et = 0, —A4(ees +t C54 + 1%) =e, 46, %:¢3 = 95 
ist. Die Diskriminante G ist bestimmt durch 
16 G = 16(¢, — es)” (e, — &)*(& — &)? = 93° — 279," 
_@)"eHTo—o9% 


Anstatt als Funktionen von (w|@,, ,) kann man die 
Sigmafunktionen auch als Funktionen von uw und den Invarianten 


ae = 60>) = (=) ( - 20 >) oS sal 
9. 140 S$" = (2) Ge— Lye oa) | 


Bezeichnet m eine von Null verschiedene reelle oder kom- | 
plexe GréBe, so besteht die Homogeneitdtsgleichung: 


0, © u 
mm) — MO (quit). . 

Die Sigmafunktionen besitzen fiir alle endlichen Werte des ‘ 
Arguments w und der Invarianten g,, g, den Charakter ganzer |; 
Funktionen, und zwar ist Ow eine wngerade Funktion, die an- |) 
dern drei sind gerade Funktionen von w. 


ansehen, 


o(u | 01, 5) = 0 (13 9.95) =m (— 
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Sie lassen sich in iiberall konvergente Potenzreihen nach u 
entwickeln, deren Koeffizienten bei Ou rational wnd ganz von 
92, 93, bei O,u rational und ganz von gg, 93, €, abhangen (vel. 
WeierstraB-Schwarz’), S. 6 u. S. 22). 


Setzt man ; 
6 @, 
= eek Ps ; 
oo, 
so ist 


+ Ne + Ns = 0, 


und es besteht die der Legendreschen 8. 817 entsprechende Re- 
lation: 
a 
SEG meGe teenie i. ase Ng MoS eg Ks os: 


Ist, entgegen der getroffenen Voraussetzung, Rt (==) <0, dann 
1 


tritt — = anstelle von’ =. 


Die S. 787 fiir die Sigmafunktionen angegebenen Doppel- 
produkte lassen sich auch in eimfache Produkte iiberfihren, die 
den Zusammenhang der Sigmafunktionen mit den Thetafunktionen 
erkennen lassen (vgl. Schoenflies, Archiv der Math. w. Ph. (3) 
8, 234—237, 1905). 


Setzt man 


u 
v=, 
20, 


so wird der Ubergang von den Sigmafunktionen zu den Theta- 
funktionen durch die Formeln vermittelt: 
ote 


Ou = 2,672 
1 


tv Dv 
Oyu = e211? a2 » O.4u= e291 0 — 8 — » Of4 = er tie —O- 
C, Cs Co 


Es driicken sich ferner ¢, €) €3 92» 933 &3 , durch die Theta- 
nullwerte folgendermaBen aus: 


1/2 \? away 
a= Glea) Gita a= slse,) (ot ah 


790 Kapitel XVI. Elliptische Funktionen und Integrale. 


1/2 \2 
q—— (sc) (6, + 65"); 


eM ee Ne 
Ig aa (9° + 2° + ¢5°), 


6 
93 se (Ho-) (ot — 448) (cab + es4) (Gt + 65); 
a \12/¢/\8 ee ae 
G=—(5_) (2) ae 
Bei einer Vermebrung des Arguments um eine ganze Periode 
scheiden die Sigmafunktionen Exponentialfunktionen als Faktoren 
aus, deren Exponenten linear von dem Argument abhingen. Bei 
einer Vermehrung des Arguments um eine halbe Periode wird jede 
Sigmafunktion in eine der drei iibrigen Funktionen tibergefiihrt. 
(Vgl. WeierstraB-Schwarz”, S. 22, 26.) 
Die Werte der Sigmafunktionen fiir die Halbperioden lassen 
sich durch die Thetanullwerte darstellen. 
Manche der Formeln in der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen gewinnen ein etwas einfacheres Aussehen, wenn man, 
dem Vorgange Weierstra8’ folgend, fiir die Produkte der 


Sigmafunktionen mit gewissen Irrationalitéten Funktionenzeichen 
einfiihrt. 


§ 3. Die Additionstheoreme der Theta- und Sigma- 
funktionen. 


Es existieren im ganzen 256 Additionstheoreme. Eine be- 
sonders elegante Form ist ihnen von Study») S. 195—196 ge- 
geben worden. Hierbei zeigen sich die Vorziige einer von Study 
vorgeschlagenen Abianderung in der WeierstraB8schen Bezeich- 
nung, indem es gelingt, sdimtliche Additionstheoreme, die in dem 
Jacobischen Fundamentaltheorem stecken, mit denen zusammen- 
zufassen, die in der Weierstrafschen dreiglhedrigen Sigmaformel 
enthalten sind. 

Jacobi erwihnt in einem Briefe an Hermite (Journ. f. 
Math. 32, 176, 1845; Ges. W. 2, 115) sein Fundamentai- 
theorem, aus dem sich die samtlichen Additionstheoreme her- 
leiten lassen. In seinen Vorlesungen (Ges. W. 1, 497; vgl. auch 
Rosenhain, Mém. des sav. ér. 11, 371, 1851) hat Jacobi 


darauf die Theorie der elliptischen Funktionen gegriindet. Es 
lautet: 
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9,492) I.¢ Fod + 9,49,09,¢9,di= 9,0’ 9,0’ 9,c 9d 
+ Oa’ 9b’ 0 Od’. 


Caspary (Journ. f. Math. (4) 6, 391, 1890) hat darauf auf- 
merksam gemacht, daB sich Jacobis Fundamentaltheorem aus 
einer einfachen Vertauschung der Faktoren eines algebraischen 
Produktes herleiten 1éBt. 


Study leitet die 256 Additionstheoreme aus der drei- 
gliedrigen Sigmaformel 
oaocbocod+ oa'ob oc od’ + oa’ ob" oc’ od” = 0 


her, die dem Scharfsinn Jacobis entgangen war und von Weier- 
straB in seinen Vorlesungen mitgeteilt worden ist. 


Man darf hierin alle o durch 9, ersetzen (vgl. Scheibner, 
Journ. f. Math. 102, 255, 1888 und Kronecker, Journ. f. 
Math. 102, 260, 1888). 


Durch Spezialisierung der Argumente erhilt man aus den 
allgemeinen Jacobischen Additionstheoremen 36 Formeln fiir 
9,(v + 2,) ,(v — 2%) und ,(v +2) O,(v — 2) (a, B = 0, 1, 2, 3) 
(vgl. Jacobi, Ges. W. 1, 510), von faonen die folgenden er- 
wahnt seien: 

69°94 (v + %) OY — %) = O70 Oo7D, — 970 97%, 
= 9,2v 3,20, — 70 9470, 
¢5°9,(v + v,) 8, (v — v4) = 9,70 20, — 9,70 9,70, 
= 9,7u 9,70, — 9,°v Ov, usw. 
Setzt man v, = 0, so erhilt man Formeln, durch die das Qua- 
drat jeder Thetafunktion linear durch zwei andere Thetaquadrate 
ausgedriickt wird: 
C37 F°U = 6579570 + 79,20, €52-Hg°V = Cq70570 — C97 9,70 
679,20 = ¢,79,2v — C97 9,70, €529420 = Cy? Dy"v + 678,70. 
Hieraus flieBen fiir die Thetas mit dem Argument 0 die Re- 
lationen 
C34 = Cyt + C3", 
Co> + cy + 65° = 2(cy*e5* + C9! Os* — Cg: Ca"), 


PAS ASRS A Seiser S68 
(0° + 058+ 058)? —= 2 (cp cy + 6578) = 4 (Cg? 05° + 09°05” + Cy" C3"). 
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(Vgl. Pascal, Ann. di Math. 24, 24, 1896 und Barneck 
(Baruch), Arch. der Math. u. Phys. 18, 101, 1911.) 


Entsprechende Formeln ergeben sich durch Spezialisierung 
aus den WeierstraBschen Additionstheoremen. 


§ 4. Ableitungen der Theta- und Sigmafunktionen. 


Aus den Additionstheoremen der Theta- und Sigma-Quo- 
tienten flieBt die fundamentale Higenschaft, daB sich die Ab- 
leitungen dieser Quotienten rational wieder durch solche Quo- 
tienten darstellen lassen (Jacobi, Ges. W.1, 515). Daraus 
folgt weiter fiir die ersten logarithmischen Ableitungen der Thetas 
und Sigmas: 


d d 9 BVI,V 
ve In 3, ade In Oyu = mC Pee 
nebst den analogen und entsprechend: 
d d On Cyt 
qu in ou ag ieee 


d d o,uoU 
7 0,4 — = nou = (¢,— ¢,) : 


du Out Oy 


Uber die geometrische Diskussion dieser Funktionen im 
reellen Gebiet und ihren Verlauf vgl. Jahnke-Emde™, S. 70 
und M. Krause*™), Nr. 24. 


Die héheren logarithmischen Ableitungen der Thetas lassen 


sich, von der zweiten an, durch die Thetas selber ausdricken. 
Fiir » = 2 lauten die Darstellungen 


G?ln Fv oy” GF B20 GC," 70 oh C60 Ono 
dv? G Pee PEP é3 8,78 G7) F728 
+4 “ 3 2 ou 2 “7 
d Ind,v _ % ee ed A Os 
dv* Cy Go ASO Oe) BEG Choe 
9 ut Lae 4 2 or 2 or 
d InO,v  &" & Bory yO By? Dg Cy” 20 
dv? on ¢,7 3,70 Cy? 40570 Coen 
2 an Lap ! “sr z au 2 
d* ln, v —f 4 270 ey” H,*0 2 C50, B70 
dv? Co C7 3,%0 Cop ae Cp? 40, * 


Vgl. L. Kénigsberger®, 8.391; H.Weber”, S.60; E. Jahnke, 
Arch. d. Math. u. Phys. (3) 16, 81 und M. Krause™), 8, 72 
und Nr. 25. 
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_ Fir »=3 vgl. Scheibner, Leipz. Abh. 12, 148, 1879, 
fir n= 4,5 vgl. Bertolani, Batt. Giorn. 33, 139, 1895; fir 
allgemeine  vgl. Barneck (Baruch), Diss. Halle 1910. 

Fir das Argument Null folgen aus diesen Formeln zahl- 
reiche Differentialrelationen, deren wichtigste sind: 


sowie die auf WeierstraB’ Vorlesungen zuriickgehende: 


C Cr Ms @ ae @. as 
Cy C C, Cy 


(Vgl. Kénigsberger®) I, 381; Halphen®) 1, 257; Frobenius, 
Journ. fiir Math. 98, 247, 1885; Caspary, Journ. de Math. 
(4) 6, 381, 1890). Ihr analog gebildet ist die folgende 


(Barneck (Baruch), Arch. d. Math. u. Phys. (3) 18, 101). 
Uber die Nullrelationen zwischen hiheren Ableitungen vgl. Jahnke, 
Arch. d. Math. u. Phys. (3) 16, 81, Pascal, Ann. di mat. (2) 
24, 24 (1896) und besonders die Diss. von Barneck (Baruch), 
Halle 1910, sowie Arch. d. Math. u. Phys. (3) 18, 101. 
Driickt man in den Formeln fiir die logarithmischen Ab- 
leitungen der Thetafunktionen die Differentiale nach » durch 
solche nach t aus mittels der partiellen Differentialgleichung, 
der die & geniigen, und setzt dann v = 0, so resultieren Diffe- 
rentialrelationen fiir die Thetanullwerte (vgl. H. Weber”, S. 60). 
Ebenso wie die Thetas der bekannten partiellen Differen- 
tialgleichung (S. 784) geniigen, befriedigen die WeierstraBschen 
Funktionen 6(%; 92, g;) und 0,(w; g2, g3) die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen (vgl. Tannery-Molk*® 4, 79) 


Z 00 2 00 1 
poe 129, ois re 3g. a) (c - 32") C7 eat =1,3,8) 
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§ 5. Doppeltperiodische Funktionen. Elliptische Funk- 
tionen 7**" Grades. 


Eine Funktion f(w) des komplexen Arguments wu heiBt 
doppeltperiodisch, wenn es zwei Zahlen — Perioden — 2a,, 2, 
gibt, deren Verhiltnis nicht gleich einer reellen rationalen Zahl 
ist, so daB 


f(u + 20,) = f(u) und f(u + 2a) = f(u) 


ist. Sind m, m beliebige ganze positive oder negative Zahlen, 
so ist auch 2mo, + 2no, eine Periode, d. h. es ist 


f(u + 2ma, + 2nw,) = f(u). 


Konstruiert man zu einem Punkt uw, (Grundpunkt) die Punkte 
Ug + 201, Uy + 205, My + Xo, + 2w5, so bilden die vier Punkte 
ein Periodenparallelogramm, durch dessen Wiederholung die ganze 
Zahlenebene mit einem Gitter von parallelogrammatisch geord- 
neten Punkten bedeckt wird. In allen Punkten des Gitters be- 
sitzt die Funktion f(w) denselben Wert. 

Zwei Werte u, v des komplexen Arguments heifen kon- 
gruent beziiglich der Perioden, also «=v (mod 2@,, 2a;) oder 
u — v = 0 (mod 20,, 2@,), wenn sie sich um eine Summe von 
Vielfachen der beiden Perioden unterscheiden, also u—v = 
2mo,-+ 2n@, ist. Eine doppeltperiodische Funktion ist voll- 
stiindig bekannt, wenn man sie in einem Periodenparallelogramm 
kennt, im Unendlichen ist sie unbestimmt. 

Eine emdeutige Funktion einer Verdnderlichen kann nicht 
mehr als zwei Perioden haben (Jacobi, Ges. W. 2, 25, 1834). 

Solche Perioden 2@,, 205, aus denen sich durch additive Zu- 
sammensetzung von ganzen Vielfachen jede Periode darstellen 
1aBt, heiBen primitive Perioden. Ihr Verhdlinis muB immer kom- 
plex sein (Jacobi, Ges. W. 2, 25, vgl. Tannery-Molk’® 1, 14; 
A. Pringsheim, Minch. Ber. 30, 54, 1900), also 148t sich 
mit ihnen immer zu einem Grundpunkt uw, ein eigentliches Par- 
allelogramm konstruieren, welches Elementarparallelogramm heiBt 
und fir %)—=0O auch fundamentales Periodenparallelogramm ge- 
nannt wird. Es gibt unendlich viele primitive Periodenpaare, 
welche simtlich aus einem solchen Paar durch unimodulare 
lineare ganzzahlige Transformation entstehen, also 


2, = a0, + Bos 


ad — By =-+1 (,,7,0 ganze Zahlen). 
Rs = yo, + dos 
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Fiir simtliche primitiven Perioden haben die Elementarparallelo- 
gramme gleichen Flicheninhalt. 

Man kann die Perioden 2,, 2, immer so anordnen, daB 
der Winkel zwischen der 1. und 2. Periode, im positiven Dreh- 


. 5 5 Se @ rs 
sinn gemessen, < 7 ist. Dann hat die GréBe 7 = — einen po- 
@ 


sitwen imagindren Bestandteil, und der absolute Wert von g= em 
ist <( 1. Ferner 148t sich stets ein primitives Periodenpaar so 
wihlen, daB fiir dieses die GréBe q einen kleineren absoluten 
Wert hat, als fiir irgend ein anderes primitives Periodenpaar, 


und es ist dann | q|<e 2 _ 0.06588. (Vgl. Jacobi, Journ. 
f. Math. 32, 177, 1845; Ges. W. 2, 117 und Hermite, Ges. 
W. 1, 83.) 

Eine eindeutige doppeltperiodische Funktion f(w), die im 
Endlichen iiberall den Charakter einer rationalen Funktion hat, 
dort also keine wesentliche Singularitét besitzt, heiBt elliptische 
Funktion. Es bestehen die folgenden allgemeinen Sitze, die einer 
Vorlesung von Liouville entnommen sind (Liouville, Vor- 
lesung 1847, C. R. 32, 450 (1851)) und daher als Liou- 
villesche Satze bezeichnet werden: 

1. Das Integral f f(u) du, erstreckt lings des Randes eines 
Periodenparallelogramms, ist Null. 

2. Die Summe der Residuen von f(u) innerhalb eines Peri- 
odenparallelogramms ist Null. 

3. Die Zahl, die angibt, wie oft f(w) innerhalb eines Peri- 
odenparallelogramms unendlich gro8 wird — jeder Pol so oft 
gezihlt, als die Ordnung des UnendlichgroBwerdens an dieser 
Stelle anzeigt — heiBt der Grad (WeierstraB) oder die Ord- 
mung der elliptischen Funktion. 

Es gibt keine elliptische Funktion 1. Grades. f(w) muB 
in jedem Periodenparallelogramm mindestens zur 2. Ordnung un- 
endlich werden. Eine elliptische Funktion, von der man fordert, 
daB sie keinen Pol oder daB sie nicht mehr als einen (ein- 
fachen) Pol besitze, reduziert sich auf eine Konstante. 

4. Eine elliptische Funktion r*™ Grades nimmt in einem 
Periodenparallelogramm jeden vorgeschriebenen Wert gleich oft, 
und zwar r-mal an. 

5. Sind «,, a, ...@, die Nullpunkte, B,, B,, ...8, die 
Pole einer elliptischen Funktion innerhalb eines Periodenpar- 
allelogramms und nimmt die Funktion einen vorgeschriebenen 
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Wert C in den Parallelogrammpunkten y,, 72, .--y, an (wo- 
bei auch einzelne der Punkte « oder 6 oder y zusammenfallen 
kénnen), so ist 


Se, =>; = 7, (mod 20,, 20s). 


6. Zwischen je zwei elliptischen Funktionen mit gleichen Peri- 
oden besteht eine irreduzible algebraische Gleichung. 

7. Zwischen einer elliptischen Funktion r" Grades z= f(u), 
welche in einem Periodenparallelogramm o getrennte Pole besitat, 
und ihrer Ableitung s = f'(u) besteht eine algebraische Gleichung 
vom Grade r: 


v4 Pst 4+---+Ps"-+---+P_,9°+P.=0, 


von der folgendes zu bemerken ist: 

a) Das Glied mit der ersten Potenz von s fehli unter allen 
Umstdnden. 

b) Die Koeffizienten P sind ganze rationale Funktionen 
von z und der Grad von P; ist nicht grofer als die kleinere der 
Zahlen 21 und r +. 

Die Ableitung einer elliptischen Funktion f(w) hat dieselben 
Perioden wie f(w) und ist mindestens vom 3. Grade. 

8. Jede elliptische Funktion laBt sich durch eine beliebige 
andere elliptische Funktion und deren Ableitung rational aus- 
driicken. 

9. Jede elliptische Funktion f(w) besizt ein algebraisches 
Additionstheorem, d. h. zwischen den Funktionen f(w + v), f(w), 
f(v) besteht eine algebraische Gleichung, deren Koeffizienten von 
wu und v unabhingig sind; und f(w + v) ist rational ausdriick- 
bar durch f(w), f(v) und die Ableitungen f’(w), f’(v). 

Dieser Satz ist umkehrbar. Vgl. Koebe, Diss. Berlin 1905. 

WeierstraB hat gezeigt: Jede elliptische Funktion 1 
Grades mit dem Periodenpaar 2,, 2, laBt sich mittels der 
zum selben Periodenpaar gehérenden Funktion o(w | @,, w,) als 
Quotient von Sigmaprodukten darstellen: 

f(u) As O(u — a) 0(u— a@)--- o(u — &,) 


o(u — B,) o(w — B)--- o(w— B,) 


Hierbei ist C eine Konstante und 


Oe Te ag it os Sire le ea ais 
In den Punkten «; und den zugehirigen Gitterpunkten wird f(w) 
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Null von der 1. Ordnung, in den Punkten f; und den zuge- 
hérigen Gitterpunkten unendlich von der 1. Ordnung. 

Umgekehrt ist die durch einen solchen Quotienten von 
Sigmaprodukten bestimmte Funktion eine zum Periodenpaar 
(20,, 2a) gehorende Pace Funktion r” Grades, wenn 
a +---+o,=8,+---+ 6, und keine der Differenzen a, — Pa 
oe = 1, 2,...7) ae Null kongruent ist. 


An Stelle ine Sigmafunktion kann auch die HEE Theta- 
funktion genommen werden. 


§ 6. Die elliptischen Funktionen im engeren Sinne. 


Sie wurden von Abel, J. f. Math. 2, 1827 und von Jacobi, 
Fund. nova 1829 eingefiihrt. Als elliptische Funktionen defi- 
niert Jacobi gewisse Quotienten von Thetareihen: 


i 1 dv , 1+? 


4 7 eC 
aa: SU ascriage CT dee ohn 
p/h av wu 1+4k? ,, 1+444k?+16k* ,, 
ean) feos #34” 720 matin 
ea /sh ost. k? uy’? ce Se nay 
0 el co ental Sea 
k2(16-+ 44k? +4) , 
a. 730 wet... 


wo 


u’ = 4", Vimeo Vi = ete eae 


Davon sind snw’ eine ungerade, cnw’ und dnw’ gerade 
Funktionen. Sie lassen sich auch in trigonometrische Reihen 
entwickeln, vgl. Jacobi, Fund. nova oder Ges. W. 1, 157; 
wegen weiterer Entwicklungen vgl. Kénigsberger®) 1, 404, 
M. Krause?” 1, 100, H. Weber”, S. 718. 


Die beiden Fundamentaleigenschaften der elliptischen Funk- 
tionen. sind die doppelte Periodigitdt (vgl. S. 801) und die Existenz 
algebraischer Additionstheoreme (vgl. S. 802). Wegen der Dar- 
stellbarkeit der elliptischen Funktionen als Quotienten von be- 
stindig konvergenten Potenzreihen ygl. noch A. Kneser, Math. 
Ann. 32, 309, 1888 und M. Hamburger, Sitzungsber. Berl. 
Math. Ges. 1, 19, 1902. 
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Das, was Legendre elliptische Funktionen nannte, be- 
zeichnen wir jetzt als elliptische Integrale. 


Fiir die Reziproken und Quotienten der sn w, cn w’, dn w’ 
hat Glaisher (Acta math. 26, 241) besondere Bezeichnungen 
eingefiihrt. 


Unter den genannten elliptischen Funktionen bestehen Re- 
lationen, deren einfachste sind: 


, 
sn?’ + cn? u! = 1, dn?u’ +k? sn? u’= 1, dn? u’— ken? wu =k? 


dsnw’ ee - dcnw’ 


"4 
da =sn’u =cnw dnwv, qa = ew = — sn’ dnw, 
ddnw 
Fy a = — sn’ en, 


d. h. der Differentialquotient jeder der drei Jacobischen ellip- 
tischen Funktionen stellt sich, abgesehen von einer Konstanten, 
als Produkt der beiden andern dar. Durch die gleiche elliptische 
Funktion ausgedriickt, ergibt sich die algebraische Darstellung: 


sn’? = (1 — sn?u’)(1 — Rk? sn? wv’) 
en’? 4’ = (1 — en? wv’) (1 — Kk? + BP cn? uv’) 
dn’? = (1 — dn? w’) (dn?u’ —1 4+ BF). 
Das Umkehrproblem fihrt von den elliptischen Funktionen 
zu den elliptischen Integralen. (Vgl. § 10.) Wird sn wu’ =z ge- 


setzt, dann ergibt sich durch Umkehrung die Darstellung des w’ 
als Funktion von « mittels des Integrals 


Rh: ae 
= |e (1 —k*x*) nies sin® ACHES Fevesli'g? 


das nach Legendre als elliptisches Integral 1. Gattung bezeich- 
net wird. Fir «=1 oder p= ta wird: 


a ae rae eed 
Bf ect k? a3) pete ee! 
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das vollstdndige Integral 1. Gattung. k heiBt der Modul, 


hk’ =V1— Kk? der komplementére Modul des Integrals. Daraus 
folgt: 
Pio Reve pera 2K 


= pa bee 
mer i ie une, eae v= 


u 

oie 

Aus K geht das komplementére vollstindige elliptische Integral K’ 
hervor, wenn & durch # ersetzt wird. ~< 


Zwischen den Legendreschen K, K’ und dem Jacobi- 
schen g besteht der Zusammenhang 
aed 


G=ase | =. 


Da der absolute Wert von g kleiner als Kins sein muB, ist R (%) 
positiv und von Null verschieden. WeierstraB setzt 
K iK’ Oa 
, also r= — =i =, 
€; — es, & — & OS K 


— ptt 
h=e™, 


wihrend Hermite K=@,, iK’=o,, Weber 2K=a,, 2iK'’=o, 


K : 
wahlen und =- = — io, also y= ef setzen. 


DieTafel auf der folgenden Seite, entnommen aus J. Thomae™), 
S. 6, und Hancock*™), §. 466, ist so zu verstehen, daB die 
Werte des Arguments aus der oberen Horizontalen und linken 
Vertikalen zusammenzusetzen sind; die zugehérigen Werte der 
-elliptischen Funktionen stehen dann an der Schnittstelle der hori- 
zontalen und vertikalen Parallelen. So ist beispielsweise abzulesen 


sn(K + 4K’) =, en(2éK’)=—1, dn(2K + 2iK')=—1. 
Auch die Nudlstellen und die Pole der elliptischen Funktionen 
sind aus der Tabelle zu entnehmen: 


Die Nullstellen von snw’, cnw’, dnw’ sind bzw. 
2mK + 2niK’, (Qm4+1)K4+2nik’, 
(2m+1)K+(2n+1)ik’ 
und simtlich von der 1. Ordnung. Die Pole der drei Funktionen 


sind die gleichen, nimlich 2mK + (2n + 1)iK’, und ebenfalls 
von der 1. Ordnung. 
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Tafel der elliptischen Funktionen fiir ausgezeichnete Werte d. Arguments. 


; 1 3 
, 1 1 
0 ——— if —— 0) 
ea vit yit+Kv 
: Vie ) eye 
cn u i (9) = = | 
$ VitK Vit 
dn wu’ 1 Vi K VE 1 
t 1 it 1 
‘ = =A . SS 
ee Mae yar v) Vi Van 4 
; ,| Vik 1—iVRK) Vi k_ ttt ye’ 
=i K | cnu a —j|—%1 = 
2 Vi V2 Vk Vi V2 ¥ 
a Ky! k 
neu | Vitk Ve A, | Wi-—k Vz 
, 1 1 1 
snu 2 fs Ss == 
Sead aay gh ye aig ee 
Vi-¥k ‘| yi—F | 
[EES g SS Car es Wins 
sn u a) ee id eae 
VE | Van? VE Yak a1 
EK ,| With 14% | .yi—k 1—i 
2 CRN i\— = —1 
VE V2 Vk Vk V2 Vk 
dnwu —VYi+k! — Ce == k 
nw’ |—Vi+ Ve A | —Vi-k ae 
sn u 0 eA 1 1 
| vite ifs f 
21K’! enw | —1 pe aaa 0 a ea 1 Hl 
Vi+k Vitk’ i 
dnw’| 1 late —K | —Vk | —ie 


) gl=vitetyvi—k, Bl\—vite+yi—e. | 


2) Hier ist J = lim -——, gesetzt. | 
w>o ksnu | 
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Die elliptischen Funktionen fiir rein imaginire Werte des 
Arguments lassen sich auf solche mit reellem Argument zuriick- 
fiihren. Der Zusammenhang des Legendreschen Moduls mit dem 
Jacobischen q (und daher auch mit dem WeierstraBschen 1) 
folgt nach Jacobi aus den Definitionsgleichungen der ellipti-. 
schen Funktionen durch Spezialisierung: 


Ye — Vat VE + 2Var+-- ee a td 
1+ 2q+2q*+2gq?+---? 1f2q+29*+2q9+.- 


(vgl. auch Hermite, Ges. W. 2, 165). 


Was die Umkehrung dieser Reihen angeht, so hat sich 
Jacobi begniigt zu zeigen, daB sich zu jedem reellen Wert von 
k, wo O<k <1, ein Wert von q berechnen 148t. Diese Liicke 
hat Weierstra8 ausgefillt, indem er die allgemein giiltige 
Reihe fiir g als Funktion von & aufstellte. Vgl. Jacobi, Ges. 
W.1, 545, Anmerkung von WeierstraB, aber auch Scheib- 
ner, Leipz. Abh. 12, 199, 1879. Diese Reihe lautet: 


g= ah Set Hw 4 Sse. 
Wegen weiterer Entwicklungen vgl. WeierstraB-Schwarz”, 
8. 56. 

Fiir 4? = 2*& enthilt die Entwicklung von q nach Po- 
tenzen von & lauter ganzzahlige Koeffizienten (Hermite, Kasan 
Ges. (2) 6, 1, 1897). 

Uber die geometrische Diskussion von —logq in Ab- 
hingigkeit von «, wo k=sina, vgl. Schellbach”, S. 63, 
Jahnke-Emde™, S. 65 und M. Krause*), Nr. 30. 

Ich komme nun auf die beiden Fundamentaleigenschaften 
der elliptischen Funktionen zuriick: 

Die elliptischen Funktionen sind doppeltperiodisch, und zwar 


hat 
snw die Perioden 4K und 21K" 


ie ee ie Re 
dnw’ ,, i Wie ere A Gr 


Dem Zuwachs des Arguments um halbe oder Viertelperioden 
entsprechen Formeln, die aus folgender Tafel zu entnehmen sind: 
Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl. 51 
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w+2K |w+2ikK’| w4+kK wtiiK wtkK+ik’ 
Fe : cn wu 1 dn w’ 
— sn U a 
ae a dn wv ksnw kenw 
P ; y 8 w dn w’ k’ 
; =n —cnu —_— : : : 
is jane dnwu’ | tksnw tkenw’ 
7 ri | 
1 awe t57 k cn w’ tkhsnw 
dn nu —dnwu ; . 
| dnu’ | tsnw cn u 
| 


Die Legendre-Jacobischen Perioden 2K und 2iK’ sind 
nicht unabhangig voneinander, sie miissen der Bedingung gentigen: 
aE was 
2 
Vx am14 q+ 2¢ +204: gqae *, 


14 


wahrend die WeierstraBschen Perioden 2@,, 2, willkiirlich 


gewahlt werden, nur mit der Beschrinkung (2) > 0. Hermite 
1 


nimmt 2K Ve,—e, und 2iK’Ve,—e, statt der Jacobischen 
2K und 21K’, so daB die vorstehende Bedingung bei seiner 
Wahl identisch erfillt wird. 

Die zweite Fundamentaleigenschaft der elliptischen Funk- 
tionen besteht in der Existenz von algebraischen Additions- 
theoremen. Diese lassen sich in mannigfacher Form aus- 
sprechen, z. B. folgendermafen: 


sn (1’ -+ 1%) snwu’ cnu, dnwu,’-+snu,’ enw’ dnw’ 
n(w + wu) = — >= 
it at 1 — k? sn?w’ sn? u,’ 


, (Ala ¢ , , ‘ 
enw cnu, + snw snu,’ dnw’ dnu, 
1— k? sn?w' sn*u,’ 


en (w+ u,') = 


dnu’ dnu,’ =F k*snw’ snu,” enw’ enw,” 
1 — k? sn?’ sn? u," 


dn (wu =m u,’) as 


Schreibt man das Additionstheorem in der folgenden Form: 
en (w’ + uy’) = enw’ enw,” F snu’snu,’ dn (wu + u,’), 
so tritt sein Zusammenhang mit der Fundamentalformel der 


| 
| 
sphirischen Trigonometrie zutage, den bereits Lagrange (Théo- : 
rie des fonctions §. 85, § 81, 82) bemerkt und zu einer Kon- | 
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struktion der Additionsformel verwandt hat. Eine zweite Kon- 
struktion in der Ebene rihrt von Jacobi (Ges. W. 1, 279, 1830), 
eine andere von Hermite her (Bull. des sc. math. 2, 21 1871). 
Vgl. auch P. Kokott, Arch. d. Math. u. Ph. (3) 3, 226, 1901. 

Diese Additionstheoreme sind im Grunde schon von ELuler 
(Novi Comm. Petrop. 1761, 6, 7) gefunden worden, dem es ge- 
lang, das allgemeine Integral der Gleichung 


dx ze dy 
Va—2)a—ke)  VA—yiA—kPy*) 
in der Form 


ie £V (i — 9) (1— key) + yA — 24 (1 — Bo?) 
pee Katy? 


zu finden und so einen Sonderfall des Abelschen Theorems zu ent- 
decken. 

Uber andere Formen der Additionstheoreme vgl. noch 
J.J. Thomson, Mess. of Math. 9, 53, 1880; Glaisher, Mess. 
of Math. 10, 106, 1881 und Greenhill, 112—141. 


§ 7. Die g- und die {-Funktion. 
Die WeierstraBsche g-Funktion wird definiert durch 


d? Inow o *7u— owe u 1 d@ilnd,v 
ie = Bagot eee 1 
® du? o7 u 0, 40,4 dv272 
2 
7 C. 
u sv 


Ve, — és 


Sie ist doppeltperiodisch mit dem primitiven Periodenpaar (2a,, 
20,). Wird w= 2mo,+ 2nw, gesetzt, wo m, m alle positiven 
oder negativen ganzen Zahlen durchlaufen, so ist 


wo der Strich am Summenzeichen andeuten soll, daB w=—0O 
auszuschlieBen ist. Diese Doppelreihe konvergiert, wenn der Peri- 


odenquotient <2 keinen reellen Wert besitzt. 


Die g-Funktion wird innerhalb jedes Parallelogramms nur 
an der Stelle, die dem Nullwerte des Arguments kongruent ist, 
51* 
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unendlich groB, und zwar von der 2. Ordnung. Sie ist also eine 
elliptische Funktion 2. Grades und ist unter allen doppeltperi- 
odischen Funktionen die einfachste. Sie ist eine gerade Funk- 
tion ihres Arguments: g(— uw) = gu. Daher ist gw eine un- 
gerade elliptische Funktion 3. Grades. 

Die g-Funktion geniigt der Differentialgleichung 


g*u = 49°" — 9.9% — 9s, 


ist also die inverse Funktion des Integrals 

ds 3 
Oo V/s’ = 43° — 9,5 — 9, = 4(s — &) (s — &) (8 — 6), 
wenn yu =s gesetzt wird. Dabei hangen die Nullstellen von S, 
die wrrationalen Invarianten e,, mit den rationalen Invarianten 
9s 93 in frither (S. 788) angegebener Weise und mit den Perioden 
wie folgt zusammen: 


yn cen my fs 
Be Vg Se aye 
lex ey ey 


= 
ey = 1 01, C3 = (M3, = ( Os - 


Die Funktion 
, 1 
em mee ear: 


ist eine doppeltperiodische Funktion 3. Grades mit den primi- 
tiven Perioden 2@,, 2m; und wird im Grundparallelogramm 
an den Stellen @,, w,, ws Null von der 1. Ordnung. Es ist 


ee 02 20, U 0, U 0,U 
® i oa ou a) 


In der Umgebung des Punktes wu = 0 l&Bt sich @w in eine 
Potenzreihe entwickeln, deren Koeffizienten rationale Funktionen 


von 
: “1 v1. 
93 = 60 a 93 = 140) 


Is 3 Je Gs 8 
—a+ aon + 35“ angus 3 “au! tecs-7ar’ + 


sind: 
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Aus der Produktdarstellung fiir die Sigmafunktion (S. 789) 
ergeben sich Fouriersche Reihen fiir gw und g’u: 


2 
Oa ee peat pea a Gos 
@, 40,7 ce nt 1— q?” @, 
eae 
, m® 20 2x5 n*? gq?” Nun 
gu=—-——; 4 sin 
= 3 at 2 =! 
4a, sin? “* @, SH @, 


Oy 
die gleichméBig konvergieren innerhalb eines Streifens der wu- 
Ebene (vgl. Fricke™), S. 194). 


LA . . . : 
gu, gu sind homogene Funktionen der drei Argumente w, 
®,, @, mit der Dimension — 2 bzw. — 3, so daB 


i! u 
(wu | @,, o,) == 9(= | aN, 2s) 
oder 
IP Su 
(U5 92, Is) = mn?” (Fs me Js, mgs) « 

Daraus folgt 

9 (it5 Jo» 93) = — 9 (U5 921 —Is)s 4 (45 92593) =— (U5 I2>—Is)s 
d. h. bei reellen Invarianten und reellem w ist g(iw) reell und 


@’ (iw) rein imaginaér. Die Eulersche Formel fiir homogene 
Funktionen liefert 


fd ai Pg dt ext —— = — 29. 
pe 3 


Die g-Funktion bleibt ungeaindert, wenn auf die drei Varia- 
beln eine beliebige ternire ganzzahlige Substitution der Deter- 
minante 1: 


UW =Uu+2ma, + 2no,, w= 40, + Bo;, ws = ya, + Oa, 


ausgetibt wird. Diese Kigenschaft der Invarianz kommt den 
Jacobischen Funktionen nicht zu. 


Als elliptische Funktion n* Stufe wird von Klein eine 
eindeutige homogene Funktion der drei Argumente u, @,, as 
definiert, die 1. unverindert bleibt, wenn man auf ihre Argu- 
mente die Operation der terniren Hauptkongruenzgruppe »” 
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Stufe ausiibt, welche alle zur Identitaét, d. h. zur Transformation 
©, = 0, @, =a, modm kongruenten Substitutionen 


u =u + 2m, + 2m,0g, w, = wo, + Pos, = ya, + Ja; 
(2d — By =1) 


umfaBt; 2. bei konstanten ,, @, als Funktion von w im Fun- 
damentalperiodenparallelogramm keine wesentlich singulire Stelle 
aufweist; 3. bei konstantem w als Funktion von @, und a, 
den Charakter einer algebraischen Modulform ‘” Stufe besitzt. 
In diesem Sinne sind g{u|a,, 5), ’(u|,, @,) elliptische Funk- 
tionen 1. Stufe, snw, cnw, dnw sind solche 2. Stufe. Indem 
man die beiden Theorien von Jacobi und WeierstraB als 
Bestandteile einer allgemeineren Lehre von den elliptischen 
Funktionen verschiedener Stufe auffaBt, gelangt man zu einer 
tieferen Einsicht in das Verhiltnis der beiden Theorien (vgl. 
Klein-Fricke, Modulfunktionen™ 2, 5, Fricke*®),S.277 und *, 
LeBd,): 


In Wirklichkeit ist gu nur von zwei Gréfen abhingig, 

dem Argument und der absoluten Invariante. Das Integral 
d 

“* JaBt sich durch s = 2°¢ s0 transformieren, daB die In- 


VS Is 


varianten g, und g, einander gleich werden: 


uL ds if dt 
SSS 2S —e 
V48° — 928 —9e Ise) VAt®—jt—j 


8 
wo j= a als absolute Invariante der g-Funktion bezeichnet 


8 
werden kann. Hs ist 


Sia e (uw; 925 Is)» t= (X25, i). 
2 


Statt 7 wird als absolute Invariante meistens eingefiihrt: 


3 


OEE Se 
UI 40 Be 


so daf 
J: J — 121 = 9°: 279.7: 16 G- 


ue Weierstra®-Schwarz” steht j(t) und bei Weber?” 
57294 J(@) statt J. 
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Von dem Additionstheorem der g-Funktion heben wir nur 
die folgenden Formen heraus: 


gu + ee)’ 


PU — PU, 


o(u+t uy) + out gu, = : ( 


iG (C22 om) 


2 du \ pu— pu, 


e(u-+ wu) — gu =— 


2(eupu, +492)" + 295(9u + Pu) 
2(PUpUuy — t92)(PU + PU) — Js + PUM U,’ 


e(ut uw) = 


von denen die beiden ersten die Invarianten nicht explizite ent- 
halten (vgl. Weierstra8-Schwarz,” §. 14). Hine einfache 
Herleitung ist von A. Pringsheim (Minch. Ber. 36, 415, 1906) 
gegeben worden. 

Hine elegante Form nimmt das Additionstheorem an, wenn 
ut uy, + vWg= 90 gesetzt wird: 


iL 1 1 


Pr Og) Ug yee), 

0'U OU, O' Uy 
Vgl. WeierstraB-Schwarz"), S. 13, 14 und wegen weiterer 
Gestalten Fricke®®), S. 300, Caspary, J. de Math. (4) 6, 397, 
1890. 


Die Periodizitatsformeln der gv-Funktion lassen sich zu- 
sammenfassen in die Formel: 


g(u + a) = e+ @ mira ‘a . 


(A, u,v =1,2,8; 4-1), 


a 


aus welcher durch Spezialisieren die Werte von y nnd g’ fiir 
Argumente, die gleich Viertelperioden sind, folgen. 


WeierstraB setzt noch 


dl 
| = fu, also gu = — Su. 


Dann ist 


1 ii ab 1 7 
fu= ee = ie o +5), w= 2mo,+ 2nos, 
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und in der Umgebung von u = 0 besteht die Entwicklung: 


Pe Oe CN aia pallies O 
Se tgs ; 

Die Periodizitaétsformeln lauten: 

C(u + 20,;) = Su + 2n,, (i=18, 8) 
woraus 

fa;= 1;- 
Ferner ist Son 
+, 1 PwEPY 
6 (uy + Ug) — Su, F Sug = 2 pu,— pu,’ 

und diese Formel kann als — allerdings nicht algebraisches — 


Additionstheorem angesprochen werden. Die ¢€-Funktion wird 
im fundamentalen Periodenparallelogramm nur im Nullpunkt 
von der 1. Ordnung unstetig: 


, 1 1 
lim J [fu — |= 0. 


Die fundamentale Rolle, die die g-Funktion in der Weier- 
straBschen Theorie spielt, wird durch die folgenden Sitze 
weiter hervorgehoben: 

Jede elliptische Funktion mit dem Periodenpaar (20,, 2.) 
ist rational ausdriickbar durch die zu demselben Periodenpaar 
gehérende Funktion yw und ihre Ableitung g’u (vgl. Satz 8 


in § 6): 
fu) = 


ot A, u+---+A,—" wt o'U( Bi +B, out---+B,_, or —*u) . 
(ou — 9B,) (Pu — PB,)---(eu— eB,) 


Umgekehrt sind diese Funktionen yw und g’wu durch die Funk- 
tion f(w) und deren Ableitung /’(w) rational ausdriickbar, wenn 
(2,, 25) ein primitives Periodenpaar des Arguments der 
Funktion f(w) ist. 


Ist f(w) eine gerade Funktion ihres Arguments, so ist sie 
eine rationale Funktion von gw allein, die Koeffizienten B, ver- 
schwinden simtlich; ist f(w) dagegen eine ungerade Funktion, 
so ist ie eine rationale Funktion von yu, die Koeffizienten 
A, verschwinden simtlich. Ist einer der Pole 8, = 0, so fehlt 
der entsprechende Faktor im Nenner. 
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Wenn die Funktion f(w) nur fir «=O und die kon- 
gruenten Werte unendlich gro8 wird, dann ist sie eine ganze 
Funktion von gw und ¢’u. 


- Aus dem Verhalten von f(w) an den Polen f,, B., --. 6, 
innerhalb eines Periodenparallelogramms folgt eine Darstellung 
durch die €-Funktion und ihre Ableitungen, die der Partial- 
bruchzerlegung der rationalen Funktionen entspricht: 


Bezeichnet man mit 
BO Bis 
i? ’ 
=r) (u — B,) rT (w — B,)* 


die Summen aller Glieder mit negativem Exponenten, die in 
den fiir die Umgebung der Stellen 6,, B,, ... geltenden Reihen- 
entwicklungen von f(#) enthalten sind, so ist 


f(u) = C+ By f(u — B,) + Big S(w— By) +++ — 218 (@ — By) 
Be s35 (Pa) — Seb 221 /(w— By) +28 OQ Bs) rata 
Giri ght = to By iy Dig tee” 


§ 8. Die elliptischen Funktionen der Weierstrafschen 
Theorie. 


Es ist gu — gu, als Funktion von wu doppeltperiodisch und 
wird 0! in den Punkten + wu, + 2mo,+ 2nw, und oo? in den 
Punkten 2mo,+ 2no3. Sie 1iBt sich also als Quotient von 
Sigmafunktionen darstellen (vgl. S. 796) in folgender Form: 
ou + U4) O(U— Uy) | 


O7u 07 u, 


Setzt man hier u, = ,, (A= 1, 2,3), so wird (vgl. 8. 789) 


of u 
9 u ee ey — ou 9 
folglich: 
5 Vou = ea oe f,(u)- (a=1, 2, 3). 


Es ist also die Quadratwurzel aus der einwertigen elliptischen 
Funktion gu — e, eine einwertige Funktion von wu. Uber die 
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n* Wurzel aus einer ganzen Funktion von gw und ('u, die eine 
einwertige Funktion der Variablen darstellt, vgl. Durege-Mau- 
rer, 8. 182: 

Die drei Funktionen f,(w) lassen sich als die elliptischen 
Funktionen in der WeierstraBschen Theorie ansehen (vgl. 
Fricke™), 8. 224, 225). 


AuBer ae hat WeierstraB noch die Quotienten i be- 


trachtet (vgl. WeierstraB-Schwarz”, S. 28, 29). Mit ihrer 
Hilfe ergeben sich eindeutig bestimmte Werte fiir die Quadrat- 
wurzeln aus den Differenzen der GréBen @,, é, é3. 


§ 9. Die rationale Transformation der Thetafunktionen. 


Die rationale Transformation der Thetafunktionen betrifft 
die Aufgabe, die Thetafunktionen, deren Modul +r und Argu- 
ment v mit den gegebenen + und wv durch die Beziehungen 

etdr , €—at NY 


Tbe oder + gah ae und 7 = ae 


t= 


zusammenhingen, durch die Thetafunktionen mit dem gegebenen 
Modul + und Argument v auszudriicken. Dabei bedeuten a, b, c,d 
ganze Zahlen, die der Einschrinkung unterliegen, daB ihre De- 
terminante ad—bc=yn eine positive ganze Zahl darstellt. 
a,b,c,d heiBen die Zransformationszahlen und n der Trans- 
formationsgrad. Ist n = 1, heiBt die Transformation linear, ist 
m = 2, heiBt sie quadratisch. Allgemein spricht man von einer 


; b apr A , 
Transformation n””" Grades (e A), die die halben Perioden o,, 
co,’ in ,, ws tiberfiihrt durch die Beziehungen 


, la , 
o = da,— ba, i NO, = AW, + bas 
oder 
/ , , 
g = — CM, + Aa; NOs = Co, + dws. 


Die unendlich vielen, zu einem bestimmten Transformations- 
grade » gehérigen Transformationszahlen, d. h. alle diejenigen 
a,b,c, d, die der Gleichung ad — bc = n geniigen, lassen sich 
in Klassen einteilen. Namlich, eine beliebige Transformation 
n°" Grades kann ersetzt werden durch eine spezielle, zu der 


Determinante 


gehérende Transformation mn” Grades und | 


eine Reihe linearer Transformationen spezieller Art. Wird ver- 
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abredet, daB alle diejenigen Systeme, die durch Anwendung 
simtlicher linearen Transformationen aus einem gegebenen System 
von Transformationszahlen, das zum 7” Grade gehért, mit die- 
sem zu einer Klasse gerechnet und einander aquivalent genannt 
werden, dann laBt sich zeigen, daB die Anzahl simtlicher nicht 
aquivalenten Transformationsklassen vom Grade » endlich, und 
zwar gleich der Summe der Divisoren von m ist, 1 und » mit 
eingerechnet. Ist m eine Primzahl, so ist die Klassenanzahl 
gleich n + 1. 

Was nun die explizite Aufstellung der Transformations- 
gleichungen angeht, so kommt man, wie Hermite (Ges. W. 1, 
487—496, 1858) gezeigt hat, zu einfachen Beziehungen, wenn 
die Thetafunktion »’” Ordnung 


(0) = et#la#b0990% 9, (0, 1") 


zugrundegelegt wird, die durch die urspriinglichen Thetas ganz 
und rational ausdriickbar ist. Dabei tritt eine Reihe von Kon- 
stanten c, auf, und es handelt sich im wesentlichen um die Be- 
stimmung dieser Konstanten, von denen man weiB, daB sie sich 
durch die $,(r) und @,(7’) rational darstellen lassen (vgl. die 
Theorie der Modulfunktionen). 

Die Darstellung fiir die Thetafunktionen ist bei Kénigs- 
berger® 2,96 angegeben (vgl. auch M. Krause’ 1, 174—187). 

In dem Sonderfall der limearen Transformation (mn = 1) 
findet Hermite: 


geese Oe (us v) = T Or nv, t) 
fiir 


m=au+bv+ab, t= Cu dv + cd, (uw, v=0,1), 


wo die Konstante 


b-1 ta 1 “J 
a6 RONG Dy 


ee 
V—ib(aa+br) ae 


gesetzt ist. Dabei bedeutet 6 die achte Hinheitswurzel 


—dinacu®+2bcur+bdv +2abcou +2abdv+ab%c) , 


d=€e ; 


das Vorzeichen der Quadratwurzel ist so zu nehmen, daB der 
reelle Teil der Wurzel positiv ist. Aus der Reihe fiir o ergibt 
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sich nach Hermite (Ges. W. 1, 482—496) weiter unter Be- 
nutzung des Legendreschen zahlentheoretischen Symbols Se 


Ist b gerade und von der Form 2%f, dann ist 


i 7 [3(a8 + 1P+ (8-1)? +2] i 
o = e® eS 


£% (Sef +1P +G—1% +a*— 3] 
( 


Vo, wenn @ ungerade, 


o=e —$\ve, wenn a gerade; 
und ist b ungerade, dann lassen sich zwei ganze Zahlen m, n 
bestimmen durch die Gleichung a = mb + 8n, und es wird 


Bk LSE ()’ e 
ae ee a 
o=e G ) a Vo. 
Hiernach kann man die Konstante 7 auch in die Form bringen 


é 
Va+br 
Es wird auf diese Weise ersichtlich, weshalb Jacobi die 
Theorie der linearen Transformation auch die Theorie der un- 
endlich vielen Formen der Thetafunktion genannt hat. 

Ubrigens gentigt es, bei den Anwendungen den Wert von J? 
zu kennen (vgl. Enneper, Gott. Nachr. 1883 und M. Krause? 
1, 109—111). 

Die einfachsten linearen Transformationen, aus denen sich 
alle anderen zusammensetzen lassen, sind die Fundamentalirans- 
formationen: (; :) und (ee, al durch welche der Modul t = “* 


1 


, wo ean 1% 


in t +1 bzw. in — = tbergeftthrt wird. Die Anwendung der- 


selben linearen Transformationen auf die Jacobischen Funktionen 
und ihre Wiederholung liefert unter anderen: 


sn (kw, z) =ksnw, en(h uw, z) =dnw, dn (kw, z) =cnu. 

Diese drei Formeln sind die Homogeneitdtsformein der 
Jacobischen Funktionen. Sie lassen erkennen, daB die Jacobi- 
schen Funktionen bei der linearen Transformation nicht unge- 
aindert bleiben, im Gegensatz zur WeierstrafSschen Theorie, 
wo die o-, ¢-, o-Funktionen zugleich mit den Invarianten g,, 95 
ungeindert bleiben, ebenso wie die Gesamtheit der Funktionen 
0,, 02,0; und der Groen ¢,, ey, és. 
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_ Die Indizes der drei geraden Sigmas und der ¢,, é9, és 
kénnen sich vertauschen (vgl. WeierstraB-Schwarz” 39). Die 
Moduln 2. Gattung 27,, 273 werden bei der linearen Substi- 
tution durch dieselben Formeln transformiert wie 20,, 203. Vgl. 
die Darstellung bei Krazer™), 183. 


Was die quadratische Transformation der Thetas und der 
elliptischen Funktionen angeht, so flieBen aus der Definition der 
Jacobischen Thetas unmittelbar die zugehérigen Grundformeln: 

Bo(v, g) 9 (01, 2) = 93(v + 4, 9G?) 95(v — 2, 9") 
— (0 + 4,9) (wv — y, 9) 
9, (0, 1) 91 (%, 2) = Ov + 4, 4) (v — 4, 9°) 
— 9: + %, 9°) 93(e — %, 2°) 
92(v, q) 92(%, 7) = 93(v + %, 4°) 92(v — %, 7") 
+ 9 (v + 2%, 7) 9(v — %, @) 
95(v, 9) 95 (r,, 4) = O3(v + %, 9°) B5(v — %, 9”) 
+ (0 + 2, 9°) B2(v — %, @”). 

Die Anwendung dieser Formeln fithrt F. Caspary (Journ. 
de Math. (4) 6, 367, 1890) unter Benutzung der Eulerschen 
Darstellung der Koeffizienten eines orthogonalen Neunersystems 
zu einem einfachen Orthogonalsystem fiir die Thetas bzw. Sigmas. 
Es ist dies gerade dasjenige Orthogonalsystem das die Lésung 


fair das Problem der Rotation eines schweren Kérpers um seinen 
Schwerpunkt liefert (vgl. auch H. Weber”, S. 167). 


Unter Benutzung der Verwandlungsformeln fiir die Thetas 
erhilt man aus den obigen Grundformeln a) fiir v, =v: 


2 1 ; 
ur) (20, q°) =; Ve, (v, q) cs (x, q) Vee 9 (0,9) 9,(v,9); 
0 &s ; 


b) far v, = 0, wenn q? durch g, und q durch Va ersetzt wird: 


5," ? $,? o) ) (1 — k) 3 °(V.Q +4 (0,9) 
ee V2) — ae eens, ee 


und die analogen fiir 9,, 9, 43. 
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Die entsprechenden Formeln fiir die Sinus-Amplitude lauten: 


Ae a rn sn(w,k 8 
a) mfate)w, E]-0+0) ee 


(Landensche Transformation) ; 


i 1+k fg 
b) sn [a +kh)w, iy] fee e 


(GauBsche Transformation). 


1+ ksn?(w’,k) 


Den beiden auf die g ausgeiibten Substitutionen entsprechen 
solche fiir w,, 3, naimlich 


a) iG rh d. h. omen: b) i ; d. h. pee! 


QO, = 5 0 2 @, = 2 @, © 
Die entsprechenden Transformationsformeln fiir die g-Funk- 
tion lauten: 


@, _ 9?u—e put (6, — &) (4, — 4) 
p(w) S, oy) = pu—& 


a4, + OX =e) ous) 


—u— e 


a) 


(Landensche Transformation); 


aA 2) {f- 7 u — &, ou + (€, — €,) (€s — es) 
ae (ou — 


9 (. 


b) 


Pe io 2 €, ae (ou = €) (gu — es) 


pu — es 


(GauBsche Transformation) ; 


sie sind, im Gegensatz zu den entsprechenden Formeln fiir snw’, 
sdémtlich rational. 

Dabei transformieren sich die transzendenten Moduln 2. Gat- 
tung nach den Formeln: 


a) Mm = Fe, 0,+ n, Ns = &, 3 + 2 Hs 
b) Ny = C3 @, | 247, Ns = 4 es @s + H5 


und die irrationalen Invarianten: 
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a) q = 4 + 2V4—GV4— se, ey = & — 2Ve,— % Veq— 6, 


, 
€g = — 24, 


€ = — 2, ey = es + 2Ve,— es Veg— 6, 
eg = 3 — 2V e,— ey Veq— Cs 


Wegen der Formeln fiir die Transformationen 3, und 5. Ord- 
nung vel. M. Krause” 1, 178, 181. 

Kine Transformation 4. Ordnung. Aus der Definition der 
Thetafunktionen folgt 


95 (v, 7) = 3(20, g*) + 8,(22, 9g) 
Oo (v, 7) = 95(20, g*) — ,(2», 9°) 


b) 


und hieraus, wenn x en iS =k, gesetzt wird: 
pel ae a ag a 
VE, 1 mr Vice 


ee Brie Orage 20 Sor at 1+VE, ’ 


d. h. zwischen Yk, und 47 besteht dieselbe Gleichung wie 


zwischen Vk und t. Hierauf beruht die WeierstraBsche Theorie 
der Reihe: 


—2K Vr Bayh 5 5 ay 9 
eo aye cae balers 


tanit 2 ey 10 15 18 . 
Serra Se cao MR a te 


wenn VE = Vos « = cos 2 B gesetzt wird. 


§ 10. Die elliptischen Integrale. 
Unter einem elliptischen Integral versteht man ein Integral 


von der Form vk R (2, VX,) dx, wo X, ein allgemeines Polynom 
4. Grades in 2 und R eine rationale Funktion ihrer beiden 
Argumente bedeutet. Nach Legendre kann man dem ellip- 
tischen Integral nach Abspaltung eines rationalen Integranden 


immer die Gestalt geben: 
Nese 
ay +B 


Mit Hilfe einer linearen Substitution der Variabeln, x = eee. 
14Bt sich ein solches Integral in der Form 
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Hi) Rly) dy 

Va—y)— Ky’) 

ausdriicken. Und dieses kann stets aus Integralen von drei ver- 
schiedenen Typen und algebraischen Funktionen linear zusammen- 
gesetzt werden. Vgl. Legendre, Traité des fonctions elliptiques ete. 
Paris 1825—1828. Nach WeierstraB 1aBt sich jedes beliebige 
elliptische Integral mit Hilfe einer eindeutig-umkehrbaren, z. B. 
rationalen Substitution auf die Form bringen: 


SRG VS) Fe S = 48° — gos — 93. 


Und dieser Satz ist umkehrbar. 
Nach Legendre haben die drei Fundamentaltypen der 
elliptischen Integrale folgende kanonischen Formen: 


> dz 
1. Gattung: F (a, k) = f = 5 
‘ Va — x) (1 — k? x) 


2. Gattung: E(a, k) = Meson 
; Vi-«z 


3. Gattung: I(x, , k) =i i¢ 
: (l+n2)V(l — x)(1— k? x?) 
0 


oder wenn «= sing gesetzt wird: 


rot fie ae E(g, k) ya pag, 


dg 
II ay 
EE (1+ nsin?g) (1 — k? sin? g) 


Dabei heiBen & = sina der Modul, p=amF die Amplitude 
und der Parameter des elliptischen Integrals. Legendre setzt 
noch den Parameter » als reell voraus. Damit das auf reellem 
Wege genommene Integral 3. Gattung einen Sinn habe, darf m nicht 
zwischen 1 und oo liegen. Das 2. Integral wird mit E bezeich- 
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net, weil sich mit seiner Hilfe der Ellipsenbogen ausdriicken 
1aBt. Die elliptischen Integrale 1. Gattung Belen die Werte 
an von 0 bis oo, wenn g und a Oe O bis }~ wandern, die 
Integrale 2. Gattung nur von 0 bis $27 = 1, B71. 


Vollstiindige elliptische Integrale 1. Gattung and 


ol ene (1 — k¥a”) eee sin’?@ 
oof aaa ac “3 sin? sin? 


Ahnlich eee 


1, 


2 
— Kk’ 2x? WENT 
R’ aire k’?#a? da — [Y= Bsa 9a 


volistiindige elliptische Integrale 2. Gattung. Dabei sind von 
dem Gebiete k? alle reellen Werte von — oo bis O und von 
+1 bis + oo (einschl. 0 und + 1) auszuschlieBen und jeder 
Quadratwurzel der Wert beizulegen, dessen reeller Teil posi- 
tiv ist. 

Zwischen diesen vollstiindigen Integralen besteht die schon 
yon Legendre aufgefundene und nach ihm benannte Relation 


KES K’E— KK’ =<. 


Wegen ihres Beweises vgl. Kummer, Journ. f. Math. 15, 149, 
wegen der Literatur hierzu vgl. Krause’, 1, 321. 


Das Integral 3. Gattung wird von Jacobi, etwas ab- 
weichend von Legendre, so definiert: 


a 
, k? sna cne dna sn*u du Ole 
(wu, e) zi nacnadn« sts Ee oa: She 9 (u' — «) 2, 


1 — k? sn*a sn? u Ow + a) +A) 


Pascal, Repertorium I.2. 2. Aufl, 52 
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und hier kann @ auch imaginére Werte annehmen. Alsdann 
heiBt das Integral 3. Gattung nach Legendre zirkular, im an- 
dern Falle logarithmisch oder hyperbolisch. Es ist bemerkens- 
wert, daB gerade die zirkulare Form von JJ in den Problemen 
der Dynamik eine Rolle spielt. Geben wir dem Legendreschen 
II fiir den Augenblick einen Index L, so besteht der Zusammen- 
hang 


sn a 


TI, (— k? sn? a, k, snw’) = wu’ + TI (w’, «). 


cna dne 


Als Riemannsches Normalintegral 1. Gattung bezeichnet man 


a dz 
A presresct 


das durch die quadratische Transformation z = y? in die Le- 


dy tibergeht. Es ist 
Va—y*) (1 —Ay?) 
diejenige Normalform, die der Auffassungsweise der neueren syn- 
thetischen Geometrie am nichsten steht, insofern der Modul 4 
das Doppelverhaltnis der vier Verschwindungspunkte des Nen- 
ners darstellt. In diesem Zusammenhange ist zu erwahnen, da8 
Klein k = yu? setzt, wo uw die Oktaederirrationalitit bezeichnet 
(vgl. Klein-Fricke’®? 1, 23). Als Riemannsche Integrale 
2. und 3. Gattung gelten die Formen 


il 2aé re a sne che dnedw’ 
=e SS] Se ee 
2 Vza—2) @—72) sn*u — sD*a 
Vgl. Riemann-Stahl”). 


In der WeierstraBschen Theorie lauten die drei Typen, 
wenn Yu = s undS = 4s°— g,s—g,= 4 (s—e,) (s—e) (s — eg) 
gesetzt wird: 


gendresche Normalform 


1. Gatiung: phil) Kart ashe J (s, YS), 


wo die Integration von dem Wertepaar (s, Vs) ausgehend lings 
irgendeines Weges bis s = oo erstreckt wird. Im Falle reeller 
GréBen e, darf die Integrationsvariable immer > e, vorausge- 
setzt werden. In der Umgebung des unendlich fernen Punktes 
gilt die Entwicklung 
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ae (s, Ys) ; 
2. Gattung: J'(s, VS) = e = ae = fu, 


wo die Integrationskonstante durch die Festsetzung bestimmt 
wird, da8 die fiir hinlinglich groBe Werte des absoluten Betrages 
von s geltende Entwicklung eines Zweiges dieser Integralfunktion 
die Gestalt annimmt: 


3. Gattung: 
I (s, VS; 5, V8) = fees = In SM) eee 


2S Sn Vs OU OU, Ou, 


Wo wu, eine willkiirliche Konstante, den Parameter des ellip- 
tischen Integrals 3. Gattung bedeutet, so daB sy= Wu, So= 
A sy°— Ge Sy — 93, und w, weder den Wert Null, noch einen zu Null 
kongruenten Wert annehmen darf. Dabei erhilt das konstante 
Glied in der fiir die Umgebung von w =O geltenden, nach 
Potenzen von w fortschreitenden Entwicklung 


1 @ 1 9 , 
9 eae Uy Ue + -+- 


2 Qu — Uy 2 


ebenfalls den Wert Null. 

Das elliptische Integral 2. Gattung ist also zugleich als 
logarithmische Ableitung der Sigmafunktion darstellbar, deren 
Argument das entsprechende Integral 1. Gattung ist. Das ellip- 
tische Integral 3. Gattung ist durch Logarithmen von Sigma- 
funktionen darstellbar, deren Argument wieder das entsprechende 
Integral 1. Gattung ist, und durch dieses Integral selbst. Auch 
tiberzeugt man sich, daB die nach w genommene Ableitung des 
Integrals 3. Gattung sich mittels elliptischer Integrale 1. und 
2. Gattung ausdriickt. Die hierdurch angedeuteten Beziehungen 
zwischen den drei Normalformen sind von Jacobi entdeckt 
worden. 

Ein Integral 1. Gattung wird fiir keinen (reellen oder kom- 
plexen) Wert der Integrationsgrenzen unendlich gro8; ein Inte- 

52* 
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gral 2. Gattung wird nur algebraisch unendlich groB, z. B. 
J’(s, VS) fir s = oo wie YS. Endlich ein Integral 3. Gattung 
wird nur logarithmisch unendlich groB. 


Jedes elliptische Integral laBt sich darstellen in der Form: 


fr V8) is= of - 3+ o fz sds 


+e, ie ere a + RB, (s (s, —Ys8), 


d. h. als Summe eines elliptischen Integrals 1., eines elliptischen 
Integrals 2. und von m elliptischen Integralen 3. Gattung und 
einer rationalen Funktion von s und —YVs8. Die Zahl m gibt 
die Anzahl der Stellen, wo der Integrand des Integrals 3. Gat- 
tung unendlich groB wird. 


Die Form li a ===, die den Vorzug hat, daB sie 
V4s°—9,8— 9 


die Invarianten in Evidenz setzt, mu8 insofern als Weier- 
straBsche Normalform des Integrals 1. Gattung bezeichnet wer- 
den, als WeierstraB der erste gewesen ist, der von dieser In- 
tegralform ausgehend die Theorie der elliptischen Funktionen 
konsequent entwickelt hat. Das schlieBt nicht aus, daB die 
nimliche Integralform bereits friiher von anderen bemerkt wor- 
den ist, so von Eisenstein, Journ. f. Math. 35, 137—276, 
1847 oder Math. Abh. Berlin 1847, S. 213, dann von Her- 
mite, Journ. f. Math. 52, 1—38, 1856. (Vgl. Fricke*®®), 8, 253.) 


Zwischen den Integralen 1. und 3. Gattung besteht die 
Beziehung 
, ' ,0'a Ow 
IT (u’, «) — I (a, vw’) =u Ve Uy ok 
welche das Legendresche Theorem von der Vertauschbarkeit 
zwischen Parameter und Argument beim elliptischen Integral 
3. Gattung zum Ausdruck bringt. 


In der WeierstraBschen Theorie ergibt sich dieser Satz 
einfach durch Vertauschung von w und u, in der Definitions- 
gleichung des elliptischen Integrals 3. Gattung: 
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T(s, VS5 S01 VS.) — Fs Vos. 85 VS) = 
ae date ode 


Ou 


wo m eine ganze Zahl bedeutet. 

Elliptische Integrale 3. Gattung lassen sich, wenn der Para- 
meter der aliquote Teil einer Periode ist, durch elementare Funk- 
tionen ausdriicken. 

Uber das Verhiltnis der verschiedenen Normalformen zu- 
einander, insbesondere die Frage, weshalb gerade die Rie- 
mannsche, Legendresche, Jacobische, WeierstraBsche Nor- 
malform auftreten, vgl. Klein-Fricke. ”) 


§ 11. Periodizitét und Additionstheoreme der elliptischen 
Integrale. 


Den beiden Fundamentaleigenschaften der elliptischen Funk- 
tionen entsprechen ihnliche Eigenschaften der elliptischen Inte- 
grale, die wir in der WeierstraBschen Form voraussetzen 
wollen. 

Das Integral 1. Gattung ist unendlich vielwertig; alle 
Werte fiir ein bestimmtes s kénnen aus einem abgeleitet werden 
durch Hinzufiigen eines Vielfachen von (20,, 23); dabei werden 
(2,, 23) primitive Periodizitdtsmoduln des elliptischen Integrals 
1. Gattung genannt. In demselben Sinne heiBen (2 %,, 2%) 
primitive Periodizitdtsmoduln des elliptischen Integrals 2. Gat- 


tung, wobei 
0 0, __ 6 @, 
UV re 0a, » Ns O@, 


Und endlich, das elliptische Integral 3. Gattung hat die drei 
Periodizitétsmoduln: 


O Ug : 


Ist die Determinante G der Form S positiv, dann sind 
bei reellen g, und g, die e, €, ¢ reell, und die Werte von o,, 
o, bestimmen sich aus den Gleichungen 
+ 0 +0 
ds o, (‘ds 


o,= ys’ acer ys’ 
& —¢; 
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so daB w, und = reelle, positive GréBen sind. 

Ist die Determinante G negativ, dann ist e, reell, e, und 
e, sind konjugiert komplex. Dann wird 


aC neok a Jos + 0, 
0.—= 2 ’ ae i 2 


? 


—e, 


_ [as valet (PCE 
ot ys’ iy Vs 

+ © a 
Uber die Erklarung der Vieldeutigkeit der elliptischen Integrale 
vgl. Gundelfinger, Bibl. math. 9, 211, 1909 und Krazer, 
Bibl. math. 10, 250, 1910. 

Die Additionstheoreme der elliptischen Integrale. Die Summe 
zweier elliptischen Integrale 1. Gattung 1é8t sich wieder als ein 
elliptisches Integral 1. Gattung darstellen, dessen obere Grenze 
eine algebraische Funktion der oberen Grenzen jener beiden In- 
tegrale ist, und zwar dieselbe Funktion wie ¢(u, + ug) von Uy 


und (U9: 
J (s,,VS,) = J (sa, V8.) ae J(s, VS). 


Ebenso gilt: 


I 6, VR) +I 6, VS)=T (s, V8) + SS, 
d. h. die Summe zweier elliptischen Integrale 2. Gattung 14Bt 
sich als die Summe eimes einzigen Integrals 2. Gattung und 
einer algebraischen Funktion von s, und s, darstellen. Die 
obere Grenze des Integrals rechter Hand ist genau dieselbe 
Funktion von den oberen Grenzen der Integrale linker Hand 
wie beim Additionstheorem der elliptischen Integrale 1. Gattung. 

Und endlich: 


J (s,, VSi3 So» VS0) at J (52; VSo; S83 V8) haar age V8; 8) V8) 
ihn | 1 1 es =F VS as VS, a i 


2s5,—8, Oya S> —— Ss 


d. h. die Summe zweier elliptischen Integrale 3. Gattung ist dar- 
stellbar als die Summe eines elliptischen Integrales 3. Gattung 
und des Logarithmus einer algebraischen Funktion von sy. Die 
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obere Grenze des Integrals rechter Hand setzt sich aus den 
oberen Grenzen der einzelnen Integrale zusammen wie beim 
Additionstheorem der Integrale 1. Gattung (vgl. WeierstraB- 
Schwarz” S. 89). 

Bei den Abelschen Integralen treten rechter Hand o In- 
tegrale derselben Gattung auf. Diese Anzahl nennt man das 
Geschlecht, die elliptischen Integrale sind vom Geschlecht Eins 
(Clebsch); andere Benennungen sind: Rang (Riemann), 
Klasse (WeierstraB), Defekt (Cayley). Und diese Additions- 
theoreme sind als spezielle Falle enthalten in dem bertihmten 
»Abelschen Theorem“. 

Das Additionstheorem des elliptischen Integrals 1. Gattung 
rihrt von Euler her (Novi Comm. Petrop. 1761, 6, 7). Histo- 
rische Angaben bei Genocchi, Bolletino di Boncompagni 3, 
1870, und Enneper-Miiller.’” Wegen einer eleganten Her- 
leitung C. Sturms vgl. Liouville, Compt. Rend. 1856, S. 988, 
und Safford, Bull. Ann. Math. Soc. 17, 9, 1910. 

Die Additionstheoreme der elliptischen Integrale 2. und 3. 
Gattung hat Legendre aufgestellt. 

Das Additionstheorem fiir die Integrale 1. Gattung lautet 
bei Legendre: 


F(k,«2)+ F(k,y)=F(k,2), 


eVi —yVi-—kBytypi— vyi—kz? 
a 1—ke xy? ; 


Bei Jacobi haben die Additionstheoreme 2. und 3. Gatiung 
die Form: 


E(w) + E(u,)) — E(w + u’) =F snw’ snu,’ sn (Ww + u,’) 
TI (u’, «) + I (u,’, «) — I (w + uy’, @) 
Ou’ — @) O(u4’ — a) O(u’ + u,’ + @) 
” OW a) O(u,’ a) Ow + u,’— a) 
1—k?snw’ snu,’ sno sn(w’ + u,’ — a) 
aii +k? snw’snu,’ sno sn(w’ + wu," + @) 


ere | 


te 


(vgl. auch Glaisher, Mess. of Math. 10). 
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§ 12. Reihenentwicklungen fiir die vollstindigen ellip- 
tischen Integrale 1. und 2. Gattung. 


Die schon von Euler gegebenen Entwicklungen, die nichts 
anderes als spezielle Falle der hypergeometrischen Reihe sind, 
lauten: 


Laois Qes Ges Ee e+ 


2 1\2,. /1-8\2k* (1-3 By2 KS 

See le ee ee 
Diese Reihen konvergieren nur schwach. Fiir kleine Werte des 
Moduls rechnet man besser mit den Formeln: 


= OED (24 (Ya Eat | 


1—VYi—k®? 1—k 2Vk, 
1 _ oder k= = 
Hee Ey ae he 1+k, 


gesetzt ist, waihrend fiir groBe, d. h. der Hinheit nahe kommende 
Werte des Moduls die folgenden Formeln fiir die numerische 
Rechnung geeignet sind: 


xm (f)+(@)'[a(f) a] 

) [m )-2 i, a ey 

DG) ase) 
ae Sfin() ste" CY 3a) ate 


+(e) ¢ Le (g) -1- saa] Bt 


Diese Formeln riihren von Legendre her (Mém. de U’Ac. 1780, 
p. 630 und » J, 8. 65; vgl. noch Schlémilch, Zeitschr. Math. 
Phys 2, 49) und werden aus den Differential gleichungen ge: 


+04 
+(e 
ls 
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wonnen, denen die vollstindigen Integrale geniigen (vgl. § 15). 
Bei Vertauschung von k und k’ gehen die Formeln fiir K und 
E in solche fiir K’, E’ tiber (vgl. M. Krause®), 8.91). Uber 
weitere Reihen- ae Produktentwicklungen vel. ‘Schellbach®, 
8. 58 und S. 66, sowie Tannery-Molk*®) 2, 1896. 


§ 13. Reduktion der elliptischen Integrale auf die 
Normalform. 


Lineare Reduktion des Integrals 1. Gattung auf die Le- 
gendresche Normalform: Schon Abel hat wiederholt hervor- 
gehoben, daB man diese Reduktion durch lineare Transfor- 
mation erreichen kann, und da8 dabei die verschiedenen Werte 
der Konstanten sehr einfach linear miteinander zusammenhingen. 
Die beziiglichen Formeln sind von Legendre, Jacobi, Guder- 
mann, Richelot u. a. entwickelt worden. 

Nach den WeierstraBschen Vorlesungen erreicht man die 
Reduktion wie folgt: Wird 


Ry) = AY —4a)(¥—2)¥—¢)(y — 4) 
gesetzt, dann gelingt die Uberfiihrung 
dy 1 dx 


VERY) m Y(1 — x*) (1 — k? 2?) 
durch den Ansatz 


xL2—n 
b) | —nx? 


=F +0 +5 0- 


2m = VA(c — a)(d —b) + VA(b — a) (a — 0) 
_ Ve— a) @—o)— Vo —a) (@—d) 
- Ve—a @—0 +Vb—a (d—D) 
See aa Oe 9): 
— Ve—a) @—b) + Vb— a) (d—o)’ 


wo jeder WurzelgréBe ein beliebiges, aber itberall dasselbe Vor- 
zeichen zukommt. Wegen der Realitatsverhiltnisse vgl. Schell- 
bach? 262—268; Appell- Lacour™, §. 240—246. 

Lineare Redultion des Integrals 1. Gattung auf die Rie- 
mannsche Normalform. Die lineare Substitution 


826 Kapitel XVI. Elliptische Funktionen und Integrale. 


b(ec— a) —a(e—b)z 
c—a—(e—bd)z 


oder y= 


Daag oP 1 ‘ dz . 
J VEY) Ve-ad—b),) Vara — 019) 
Dabei ist 


_ (c—d)(a—d _e—b d—bd 


oe (c—a)(—d) c—a’d—a 


und stellt das Doppelverhiltnis der vier Punkte a, 0, c, d dar. 
Den sechs Permutationen von a, 6, c, d entsprechend, kann 4 
die sechs Werte 


1 1 ‘) | 
Se SE ed te ae ke 


annehmen. Wird 4 =-—1, dann liegen die vier Punkte a, b, 
c, d harmonisch; wird 4 = $(1 + iV/3), dann liegen sie dguian- 
harmonisch. Vgl. Burkhardt®), 207. 

Lineare Reduktion des Integrals 1. Gattung auf die Wever- 
straBsche Normalform. Auch hier ergibt sich im allgemeinen 
eine lineare Transformationsformel. Vgl. Hermite, Journ. f. 
Math. 52, 8; Caspary, Journ. de Math. (4) 5, 73—79, 1889; 
Tannery-Molk*®, 4, 63; Burkhardt®, 175, 206; Appell- 
Lacour™), 247—268. 


Hier entspricht g, =O dem harmonischen, g, =O dem 
dquianharmonischen Fall der o-Funktion. 


Alle diese Transformationen des elliptischen Integrals in 
die Normalform sind auf 24 verschiedene Arten méglich, und 
die 24 linearen Substitutionen, die man so erhilt, bilden eine 
Gruppe, die sog. Oktaedergruppe. 


Reduktion der Riemannschen Form auf die WeierstraBp sche 
Form. Der einen WeierstraBschen Form stehen sechs gleich- 
berechtigte Riemannsche Formen gegentiber, in welche sie 
durch vier verschiedene lineare Substitutionen tibergefiihrt wer- 
den kann. Vgl. die Darstellung in Durége-Maurer”), S. 32, 
insbesondere tiber die der WeierstraBschen Normalform ent- 
sprechende Riemannsche Fliche, 8. 68. 


Nichtlineare Reduktion des Integrals 1. Gatiung auf die 
WeierstraBsche Form. Bisher ist die WurzelgréBe R(y) als 
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in lineare Faktoren zerlegt vorausgesetzt worden. Man kann 
aber auch ohne eine solche Zerlegung durch eine rationale, aller- 
dings nicht mehr lineare Substitution ein elliptisches Integral 
_ auf die Normalform transformieren (Hermite, Journ. f. Math. 
52, 7—8, 1856). Vgl. die Darstellung bei H. Weber™), S. 11. 

In seinen Vorlesungen pflegte WeierstraB eine Reduktions- 
formel abzuleiten, die sich als algebraische Funktion der Koeffi- 
zienten von R(a, y) darstellt: 


— VE (@o) VSi+'4 B’ (a) [8 — ap R’ (@)] + ote Rwy) R” (a) 
ne 2 [s— a R” (x)]?— dy R(@y) BY () 


eas VE (a) VR (@) + RB (@) + 4B (@) (@ — 2) + ay RB (a) (w — 2)? 
2 (* — x)? 


vgl. dazu E. Haentzschel, Arch. d. Math. Phys. (3) 1,118 (1901). 
Von Hermite riihrt ein elegantes, mit der Theorie der 
biquadratischen Formen zusammenhingendes Verfahren her, ein 


if a mit X als Polynom 4. Grades, in ein anderes derselben 


Form tiberzufiihren mittels einer Transformation 3. Grades (Journ. 
f. Math. 60, 304). Der Zusammenhang der biniren biquadra- 
tischen Formen mit den elliptischen Funktionen ist noch von 
Klein (Math. Ann. 32, 351, 1888) und von Study (Amer. 
Journ. 17, 216, 1895) untersucht und in gewissem Sinne zum 
AbschluB gebracht worden. 

Uber die Reduktion der allgemeinen elliptischen Integrale 
auf die Legendreschen bzw. WeierstraBschen Normalinte- 
grale vgl. Tannery-Molk’®, 4, Schlémilch™, 2, 289—302, 
und M. Krause), Nr. 56, 57. 


§ 14. Differentialgleichungen und -relationen fiir K und E. 


Die vollstindigen Integrale K und K’ geniigen der linearen 
Differentialgleichung 2. Ordnung: 
2) ay dy 
k(A = k?) pase (3h? — 1) Ai ky = 0 
oder 


A [ea — 2) oY] — ky =0 


mit der vollstiéndigen Lésung: 
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y=AKI+ BK’, 


wo A und B Konstanten bedeuten. 
Fur das vollstindige Integral 2. Gattung besteht die Diffe- 
rentialgleichung 


d dy ky 
pecans: 


mit der vollstindigen Lésung: 


y= AE+B(K’— EF’). 


oder 


Diese Resultate finden sich schon bei Legendre” 1, 62. Eben- 
falls schon Legendre bekannt sind die folgenden Relationen: 


GQ nn IE Oe EE dE 
ak = kk’? Si ee 2 nt = oder K=H-—k dk? 
dE E—K yale 
Det pa ee 
oder 
’ , d , la <= 
B=K*K + EKER ys SE) yet 4) _ in, 


Uber eine andere Form dieser Relationen vgl. Glaisher, Quart. 

Journ. 20, 1885. Wegen der Literatur vgl. M. Krause"), 320. 
Zwischen den Moduln 1. und 2. Gattung und den rationalen 

Invarianten bestehen die folgenden Differentialrelationen: 


dn 24 7 22 
deo, ~ @ “392% ct ™3)> g i, cae es — Gs 92 0,7 — =i) 
_@¢ .olnG i Qt ain@ 
aa oe da,” Hane Org da,’ 
32 G22 _g 1g? 2G 2a 
oon I3 Ne — 292 Mes 3 a ee — 69.7, 
IN BLES 3 , 64 @ Ate 8 
0g, 92 Na 29393 Fr Se a— 189314. 


eee 3) 


a Relationen vgl. Klein-Fricke*),1,119; Halphen®, 
307 
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§ 15. Ubergang von der Jacobischen zur WeierstraB- 
schen Bezeichnung der elliptischen Integrale. 


Die Zusammenhinge der GréBen aus der Jacobischen 
Theorie mit den entsprechenden aus der Weierstra8schen 
Theorie werden durch die folgenden Formeln vermittelt: 


ee spe etreenpe 2 
hp a TC," v = BG = uVe,— es = 20,0 Ve, — es = oat 
u= 20,0 = obey v= B26 ae v 
—= v= = pon je sbeireasers 
Ve,— es Ve, Cs Ve ares 
ean nae 
a =sn(uVe,—e&) = Te aes = Ve,—& pi at 


Als unabhingige Variable tritt also bel Jacobi nicht das 
WeierstraBsche Normalintegral 1. Gattung wu, sondern das Le- 


gendresche w= wVe,—e, auf. Daher 


7%" ge eas Ga, @ ONS 
K = 0, Ve, —e, es , 1K’ = 0, Ve,— 6s, Wey enews 
Ves — & Cy” , Vag % 
k SS —__ = OE ee) Se FS - 
ce — ¢ s Ve, — és s 
et ar OTk(L— RY? 
a7 = THEE (1 +k)? (2 — B21 — 2k)? 


(absolute Invariante nach WeierstraB), 


= 9° 4(11—W4K 411-1 @?+6,°+0,% 
BriGG =o MG — Kk)? 62% RRS Bae eS e,Fe,8 


(absolute Invariante nach Klein-Fricke). 


§ 16. Spezialfalle und Ausartungen der elliptischen 
Funktionen. 


1) Der harmonische Fall (Lemniskatische Funktionen): 
$= 4, 95=9, hPa P= Mpa Cine lon) Cg Oats eae 


Das Integral erster Gattung nimmt die Gestalt an: 


3 
ds : 
u= SS eo OU, 
V4s'§— 4s 
0 


die mit der Lemniskate in einem engen Zusammenhang steht. 
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Das Periodenparallelogramm ist ein Quadrat, dessen Dia- 
gonalen den Achsen parallel sind. 


2) Der dquianharmonische Fall: 


1 a 
92=9, $=4, G=e, G=1, g=e, e=—5+, 73 
g(eu) =e9u, g'(eu)=g'u, (ew) = eon 


“is a 
(Ws = €00,, Wy = & @;- 


Dieselbe Rolle, die bei Fall 1) die Lemniskate r? = cos 2  spielt, 
spielt im Fall 2) die Kurve r?= cos 3@ (vgl. Kiepert, Journ. 
f. Math. 74). 

Das Periodenparallelogramm setzt sich aus zwei gleichsei- 
tigen Dreiecken zusammen. Das Integral erster Gattung nimmt 


die Gestalt an: 
ae ree 
ee 4 


Wegen der Berechnung von Tafeln ftir den aquianharmo- 
nischen Fall vgl. S. 842. 


3) k=O, i =m1 0,;=-——, = w2 
V6e, 
: k? kA 
q= lim (| +55) Co = = — Fey 
snu’=sinw’, cnu =cosv, dru = 
t 
4) kel, k=O @,; = OO, wo, = ——— 
2V3e, 
eee = &=— 36 
, e” —e-” , , id 2 1 
snw = 7 = Tgu = =a Sv = : 
en Tqw', enw = dnu we? tau 


5) 4 == &=0, g=—0, g,=—0, 0,= CO @,=00 


1 1 
Qu= 7s, Su=—, Ou=uU, 0,4 = Ou = 0,4 = 1. 


§ 17. Elliptische oder doppeltperiodische Funktionen 
2. und 3. Art. 


Hermite hat zuerst (Comptes Rendus 91 bis 96 (1877—1882) 
und in der Monographie ,,Swr quelques applications etc.“, wo die 
Resultate jener Abhandlungen vereinigt sind) darauf aufmerksam 
gemacht, da man namentlich in den mechanischen Anwendungen 
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auf Thetaquotienten gefiihrt wird, die nicht mehr rein periodisch 
sind und nicht mehr der bekannten Relation zwischen den Null- 
und Unendlichkeitsstellen geniigen. Er belegt sie mit dem Namen 
der elliptischen oder doppeltperiodischen Funktionen 2. Art, wenn 
sie sich um einen konstanten Faktor andern, sobald man das 
Argument um Perioden wachsen 1éBt. Wahrend es keine ellip- 
tischen Funktionen 1. Art 1. Grades gibt, sind elliptische Funk- 
tionen 2. Art 1. Grades sehr wohl méglich, und sie sind unter 
den elliptischen Funktionen 2. Art die einfachsten. Sie haben 
nach Hermite die Form 
Fo’ (2) 


é a, (v ae 90)” 
O(u’) = ™ + , 


In Sigmafunktionen stellen sich diese Primfunktionen, aus 
denen sich die allgemeinen Funktionen 2. Art aufbauen, so dar: 


D(u’) = SME) p-utuy, 


OU OU, 
Sie gentigen der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung: 
DO" (u’) = (2k? sn?u’ — 1 — hk? + sna) O(wv’) 
bzw. D" (u’) = (29u + pu) Ow’), 


die unter dem Namen der Laméschen Differentialgleichung in dem 
Hermiteschen Fall = 1 mannigfache Anwendungen gefunden hat. 
Wegen der Reihenentwicklung der Primfunktionen vgl. Hermite®, 
8. 13, 102, 124; Halphen®) 1, 236 und Krause*” 1, 302. 
Elliptische oder doppeltperiodische Funktionen 3. Art nennt 
Hermite eindeutige Funktionen, die sich um Exponentialfaktoren 
andern, wenn man das Argument um Perioden wachsen laBt: 


p(u+20,)=p(ue*t*, plu + 205) = p(u)e’*r™. 


Uber die Darstellung in Sigmas vgl. Halphen® 1, 471. 
Neben der Produktdarstellung der doppelperiodischen Funk- 
tionen zweiter und dritter Art ist auch ihre Summendarstellung 
von groBer Bedeutung. Vgl. Hermite® und M. Krause?” 1, § 81. 
Schon Jacobi hat von Funktionen 3. Art auBer den Thetas. 
noch die reziproken Thetas behandelt. Von Hermite und Kro- 
F,vT,0 a20 
Ov ° Fv 
Die von Hermite begriindete Theorie der Funktionen 3. Art ist, 


necker sind an speziellen Funktionen untersucht u. a. 
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vor allem von Appell und M. Krause gefordert worden. Appell 
weist nach, daB sich diese Funktionen auf wenige Primfunktionen 
zuriickfiihren lassen. 

Von den Primfunktionen ausgehend lassen sich diese Funk- 
tionen in Potenzreihen ihres Argumentes und in trigonometrische 
Reihen entwickeln. Wegen der Literatur vgl. M. Krause’ 
S. 327. Vgl. auch die Darstellung bei Halphen®, 1, 225, 462 
und Maurer-Durége™), §. 188. 

Unter den doppeltperiodischen Funktionen 3. Art wollen 
wir eine Klasse von ganzen transzendenten Funktionen heraus- 
heben und mit Hermite eine Funktion f(v), die den Glei- 
chungen geniigt: 


OT ae 
AAs A ellie 5 race A 


wo m eine ganze positive Zahl bedeutet, eine Thetafunktion n'" 
Ordnung nennen. Man findet auch die Namen: Jacobische 
Funktionen; fonctions intermédiaires; quasiperiodische Funktionen. 
Der Zahlenkomplex (g,/) heiBt ihre Charakteristik. Es gibt nur 
vier wesentlich verschiedene Charakteristiken (0,0), (0,1), (1,0), 
(1,1), von denen die drei ersten gerade, die letzte ungerade 
genannt werden. Der Hermitesche Fundamentalsatz in der 
Theorie dieser Funktionen lautet: Es gibt nur m linear voneinander 
unabhingige Thetafunktionen m” Ordnung, die denselben Be- 
dingungsgleichungen geniigen und in » und nur » Punkten 
des Periodenparallelogramms verschwinden. Zwischen n+ 1 
Thetafunktionen mn" Ordnung mit gleicher Charakteristik be- 
steht eine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten. Die 
allgemeinen Thetas nm” Ordnung lassen sich durch die urspriing- 
lichen Thetas 1. Ordnung darstellen, unter denen $,v als Theta- 
funktion mit der Charakteristik (0,0) vielfach als fundamentale 
Thetafunktion bezeichnet wird. (Vgl. Burkhardt®), 153 und 
H. Weber”), S. 39, wo die Funktionen als 7-Funktionen be- 
zeichnet sind.) H. Weber nimmt die Charakteristik in die Be- 
zeichnung der Thetafunktionen auf. 


§ 18. Multiplikation, Teilung und Transformation der 
elliptischen Funktionen. 


Die Multiplikation des Arguments einer elliptischen Funktion. 
Zuerst hat sie Abel untersucht in seinen Recherches, Journ. 
f. Math. 2, 114, 146 und in seinem Précis} Journ. f. Math. 4. 
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Es_handelt sich dabei um die Aufgabe, die Funktionen sn (nw’), 
en(nu’), dn(nw’) als rationale Funktionen von snw’, enw’, dnw’ 
auszudriicken. Soll die Multiplikation reell sein, dann kann der 
Multiplikator m nur eine ganze Zahl sein. Dieses Problem ist 
ein spezielles Transformationsproblem der Ordnung n?, wobei 
der Modul ungeindert bleibt, und seine Lésung folgt aus der 
Darstellung der Thetafunktionen. 

Uber die verschiedenen Methoden, das Multiplikationstheo- 
rem zu ldsen, vgl. M. Krause’, 1, § 54—58. Vegl. ferner 
Weber”, § 57, Cayley, Journ. f. Math. 39 und 41, Enne- 
per’), §. 374 und Kénigsberger®) 2, 191. 

Eine sehr elegante Form nimmt die Multiplikationstheorie 
fiir die Funktion gw an. In der WeierstraBschen Theorie gilt 
namlich der Satz, daB sich (nw) stets rational durch gw allein 
ausdriickt: 

Gn? (pu) 


(nu; O15 @s) ae Gn2—1(u) ? 


wo der angehingte Index den Grad der betreffenden Funktion 
angibt. 

Uber das Problem der ganzzahligen Multiplikation von au 
vel. Brioschi, C. R. 59, 1864, S. 769—775, Kiepert, Journ, 
f. Math. 76, 21-33, Weierstra8-Schwarz’), S19, Hal- 
phen’), 1, 95. 

Das Teilungsproblem. Fassen wir g(nu) als gegeben auf 
und soll yw gefunden werden, dann ergibt sich als Teilungs- 
gleichung der elliptischen Funktionen eine Galoissche Gleichung 
vom Grade n”, die durch WurzelgréBen lésbar ist. Das speczielle 
Teilungsproblem beschaftigt sich nach Klein (Klein-Fricke™, 
2, 7; vgl. auch Kiepert, Journ. f. Math. 76, 34—44) mit den- 
jenigen Funktionen von w,, , allein, die aus 


u + 210 2wo 
e( ae is & : co, @) 
fir «=O entspringen. Bei der Bestimmung der Koeffizienten 
der Teilungsgleichungen treten die Transformationsgleichungen 
fir g,, 9, auf, deren Aufstellung zuerst F. Miller (Diss. Berlin 
1867) in Angriff genommen hat. 
Die allgemeine Teilungsgleichung fiir die Funktion 
uw 4ukK+ =) 
sn ( S + —- - 


Pascal, Repertorium I. 2. 2, Aufl. 53 
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hat die Form 
snu’ D(x) — « A(z") = 0, 


wo « = sn =, A und D ganze rationale Funktionen bedeuten. 


Sie ist vom Grade m?, ist in dem Sinne irreduzibel, als sie nicht 
in Faktoren zerlegbar ist, die in bezug auf snu’, cnu’, dnw’ ratio- 
nal sind, selbst nach Adjunktion beliebiger Konstanten, und ist 
algebraisch lésbar. 

Fir n= 8, 5,7 vgl. Halphen® 1, 96; 3, 2, 48 und 
Tannery-Molk’) 4, 226; fiir beliebiges » vgl. Halphen® 
3, 194 und Greenhill, Phil. Trans. 1904. 


Das aligemeine Teilungsproblem. Nach dem Abelschen Theo- 
rem kann bei einer additiven Verbindung gleichartiger ellipti- 
scher Integrale eine algebraische Beziehung zwischen den oberen 
und unteren Grenzen jener Integrale bestehen. Das allgemeine 
Transformationsproblem untersucht die Bedingungen dafiir, daB 
fiir eine additive Verbindung beliebiger gleichartiger und un- 
gleichartiger elliptischer Integrale algebraische Beziehungen zwi- 
schen den oberen Integrationsgrenzen stattfinden. Nun 1aBt sich 
das allgemeine Problem auf das rationale zuriickfiihren. Die 
Reduktion 148t sich aber noch weiter treiben und das allgemeine 
Problem auf die rationale Transformation eines elliptischen Inte- 
grals erster Gattung in ein anderes gleichartiges zuriickfihren. 


Das von Jacobi (Astron. Nachr. VI, 123, 33—38, 1827, 
Ges. W. 1, 29—36) formulierte Transformationsproblem lautet 
dahin: Die Bedingungen aufzustellen, damit eine Gleichung der 
Gestalt 
sn (w’, 1) = R(sn (Mw’, k)) 
oder 
F[sn (wv, 1), sn(Muw', k)]| = 0 


bestehe, wo F’ eine algebraische Funktion bedeutet. 


Nach Weierstra8 ist dieses Problem identisch mit dem 
folgenden: Die Relationen zwischen den primitiven Perioden- 
paaren 2@,, 23; 2:2,, 28, abzuleiten, damit eine algebraische 
Gleichung 
G[o(w]a,, a3), o(w| 24, 25)] = 0 


bestehe. Und das ist das allgemeine Transformationsproblem der 
elliptischen Funktionen, da sich jede beliebige elliptische Funk- 
tion algebraisch durch die zugehérige y”-Funktion ausdriicken 
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laBt. WeierstraB findet das einfache Resultat: Besteht zwischen 
zwei elliptischen Funktionen eine algebraische Gleichung, so be- 
finden sich unter deren unendlich vielen primitiven Periodenpaaren 
zwei Paare von der Eigenschaft, dap sich das eine vom anderen 
nur um gebrochen-rationale Zahlenfaktoren unterscheidet : 


ko, =1nQ,, mkos = 125, 


wok, lt, m, n positive ganze Zahlen bedeuten und k relativ prim 
zul,n und Ul relativ prim zu k, m sind. Und dieser Satz ist wm- 
kehrbar. Aus dem Bestehen dieser Beziehungen unter den pri- 
mitiven Periodenpaaren zweier y-Funktionen folgt die Hxistenz 
einer algebraischen Gleichung unter diesen ,- Funktionen: 


R(QU| 1, 0 3))en = R(e(u| 2, 25))x2m, 


wo der angehiingte Index den Grad der betreffenden Funktion 
angibt. 

Uber den Zusammenhang der Transformation »*** Ordnung 
mit der Teilungsgleichung vgl. Weber” § 65. 


§ 19. Die Modulargleichungen. 


Schon Abel (Ges. W. 1, 372; Précis, chap. IV, § 4) hat 
bemerkt, daB bei der Transformation n‘* Ordnung (” eine un- 
gerade Primzahl) 

dy dx 
VE=VGSar yy) Mya Ha OS Va) 


eine Gleichung (m + 1)" Grades zwischen k und 1 auftritt, die 
von Jacobi den Namen Modulargleichung erhalten hat (Funda- 
menta § 29; Ges. W.1, 122). Heute versteht man allgemeiner 
darunter die Gleichungen zwischen den richtig normierten Vis und V1. 

Jacobi (Fund. § 32; Ges. W. 1, 129) hat dann weiter 
bemerkt, daB sich die endliche Relation zwischen & und J durch 
eine Differentialgleichung 3. Ordnung ersetzen laBt: 


or ~ 8(ai) + Ge) D2 Ge 8 (ax) 


+ (Aaa) (ab) 


53” 
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Das ist die allgemeinste Beziehung zwischen dem urspriinglichen 
und dem transformierten Modul. Diese Modulargleichung bleibt 


unverindert bei Vertauschung von k gegen J, von k gegen 7 


und J gegen =e und auch von & gegen k’ und / gegen VU’. 


Neben den Modulargleichungen spielen eine wichtige Rolle 
die Multiplikatorgleichungen (Jacobi, Journ. f. Math. 3, 300; 
Ges. W. 1, 261), das sind die Gleichungen, die zwischen dem 
Multiplikator der Transformation 


1 Ul’*dk 


2 ee 
as n kk’?*dl 


und dem Integralmodul des zu transformierenden Integrals be- 
stehen. Vgl. die Darstellung bei Weber,” 7. Abschn. 


Der erste, der die Transformation der elliptischen Funk- 
tionen untersuchte, war Landen (Phil. Trans. 1771, 1775). 
Thm verdanken wir die quadratische Transformation. Die Lan- 
densche Modulargleichung lautet in den verschiedenen Formen: 


‘pespileemte Pans taal _ 2yl hee 2Vk 


Q+¢ea+D=2, yi=2=*, r= 


und 


kl’ = 2VK'l. 


Die Modulargleichung 3. Ordnung geht auf Legendre?) 1 
230; Suppl. S. 70, zuriick. 


Die Modulargleichungen sind bekannt fiir die Fille » = 1, 
2,3, 0,) 0, 21,13, 25, 17,149, 20, 29, 81,00; oie ele 
47, 53, 59, 71, 83, 119. Vgl. die Zusammenstellung der Mo- 
dulargleichungen bei G. Greenhill), §.327—328, E.W.Fiedler, 
Ziiricher Vierteljahrsschr. 30, 129—229, 1885 und Krause, Leipz. 
Ber. 56, 126—138, 1904. Wegen der Literatur vgl. Enneper- 
Miller’, S. 481—482 und M. Krause, 1, S. 323—324. 

Nach Klein (Math. Ann. 14, 417—427, 1879), lassen 
sich diese Modulargleichungen durch Relationen zwischen der ab- 
soluten Invarianten J und ihrem transformierten Wert J” er- 
setzen mit Hilfe der GréBen + und 1, so daB eT eine gewisse 
Funktion von t, und J’ dieselbe Funktion von 1’ darstellt. 


? 
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Die algebraischen Gleichungen zwischen den Invarianten g,, 
g, der urspriinglichen Funktion g(u; g,, 93) und den entspre- 
chenden GréBen G,, G, der transformierten Funktion 


p(s Gy.Gs) 


werden Invariantengleichungen genannt (vgl. F. Miiller, Diss. 
Berlin 1867). Weitere Literatur bei Enneper-Miiller™, 8. 499. 
Als Invariantengleichung wird auch die irreduzible Gleichung be- 


zeichnet, deren Wurzeln die GréBen J (a) sind, im speziellen 
die Gleichung zwischen J(mr) und J(t), die aber nur fiir den 
Fall = 2 aufgestellt worden ist. Vgl. die Darstellung bei 


H. Weber”, S 247. 


Der Transformation der elliptischen Funktionen entspricht 
eine Transformation der Thetas. Der erste Teil dieser Transfor- 
mationstheorie, der seine Aufgabe darin sieht, die transformier- 
ten Funktionen durch die urspriinglichen fiir beliebige Werte 
des Arguments analytisch darzustellen, kann im wesentlichen als 
gelést angesehen werden (vgl. §§ 9, 18). Dagegen ist der 
zweite Teil noch ungelést, der die Beziehungen untersucht, die 
zwischen den mannigfachen Konstanten dieser Darstellungen be- 
stehen. Es ist bis jetzt (vgl. die Untersuchungen von Hermite, 
H. Weber, Kiepert, Brioschi, Klein) nicht gelungen, fiir all- 
gemeine Transformationsgrade Modulargleichungen, sei es in ra- 
tionaler oder irrationaler Form, aufzustellen. Dieses Problem er- 
hielt eine ungeahnte Bedeutung, als es Hermite gelang, mit 
Hilfe der zur Transformation fiinften Grades gehérigen Modu- 
largleichung die allgemeine Gleichung fiinften Grades zu ldsen, 
als ferner vor allem durch die Arbeiten von Kronecker und 
Hermite sich tiberaus wichtige Beziehungen zur komplexen Mul- 
tiplikation (vgl.§ 21) und Zahlentheorie ergaben (vgl. H. Weber®”). 
Neben diese algebraische Behandlung des Problems hat sich eine 
andere, eine funktionentheoretische gestellt, die von den Modul- 
funktionen ausgeht und mit der Theorie der automorphen Funk- 
tionen zusammenhingt (vgl. Klein-Fricke™). 

Ein neuer Gesichtspunkt, das Transformationsproblem zu 
fordern, ist von Prym und Krazer (Acta mat. 3 und Math. 
Ann. 43) in die Theorie hineingetragen worden durch die Ein- 
fiihrung der Thetas mit gebrochener Charakteristik, die definiert 
werden durch 
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wo g,h beliebige ganze Zahlen, » eine beliebige positive ganze 
Zah] bedeuten. Diese neuen Gréfen sind nicht nur fiir die Trans- 
formationstheorie von Bedeutung, sie spielen auch in der Theo- 
rie der doppeltperiodischen Funktionen zweiter und dritter Art 
eine wesentliche Rolle. Wegen der Literatur vgl. M. Krause’, 
1, 325. Von wesentlichem Nutzen haben sich hier die von 
Schréter, Thomae, M. Krause (vgl. Hyperelliptische Funk- 
tionen § 46, 1886, und 1, 1, § 79), Krazer und Prym 
(Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen Thetafunktionen, 
1892), Krazer (Math. Ann. 43, 1893), Klein eingefiihrten, aus 
den Thetas mit gebrochener Charakteristik gebildeten Funda- 
mentalfunktionen 

t 


2042 


Xf? = (mv + gt, oan (9=0,1,...m—1) 
erwiesen. Uber die Literatur dieser Funktionen vgl. Krazer”), 
V. Kapitel, § 7, und VIII. Kapitel, § 10. 


Und endlich hat M. Krause, ausgehend von den Schr6- 
terschen Untersuchungen, eine Methode entwickelt, um die ganze 
unendliche Mannigfaltigkeit der Modulargleichungen unter ein 
einziges Gesetz zu bringen (vgl. M. Krause, Vortrag Naturf. 
Vers. Wien 1894 und M. Krause’, 2). 


§ 20. Die komplexe Multiplikation. 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir die 
Zulassigkeit einer Multiplikation mit nicht ganzzahligem Multi- 
plikator oder — was dasselbe ist — der komplexen Multipli- 
kation lauten: 1. Die Perioden miissen Wurzeln einer quadra- 
tischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten sein; 2. der 
Multiplikator m mu8 linear und ganzzahlig aus der reellen Kin- 
heit und aus der jener Gleichung entspringenden komplexen 
GréBe uw gebildet sein. In Formeln: Es mu8 = =t Wurzel der 

1 


quadratischen Gleichung 


ar?7t+brte=0 
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sein, wo a und ¢ ganze positive und b ganze positive oder ne- 
gative Zahlen bedeuten, und a, 6, ¢ relativ prim sind, also 


aa —b+/Vb?—4a¢ 4ac _ —b4iVin—s 
2¢ 2¢ Y 


wo «=O oder 1 sein kann und » > 0 ist; und m muB die 
Form haben 


m= + ou, 
u=t(—e +iV4n—2) 


gesetzt ist, mit 9, 9 als positiven oder negativen ganzen Zahlen. 

Der Fall » = 1 fihrt zu den lemniskatischen Funktionen. 

u ist derjenige Multiplikator, aus dem sich alle iibrigen 
Multiplikatoren ganz und linear darstellen lassen; uw ist ferner 
derjenige, fiir den g(mu), als rationale Funktion von gw aus- 
gedriickt, von kleinstméglichem Grade wird; und endlich ist u 
der einzige, fiir den diese rationale Funktion von gw durch pri- 
mitive Transformation aus (mw) hervorgeht. 

Entweder lassen alle g-Funktionen mit der gleichen abso- 
luten Invariante j(r) (in der Weberschen Bezeichnung) die kom- 
plexe Maultiplikation zu oder keine von ihnen. Niheres bei 
H. Weber”), 17. Abschnitt. 

Die Grundeigenschaften der komplexen Multiplikation wurden 
von Abel aufgefunden (Journ. f. Math. 2, 3, 1827, 1828), der 
durch Untersuchungen itiber die Lemniskatenteilung zur Ent- 
deckung der elliptischen Funktionen gefiihrt wurde. Abel spricht 
bereits die wichtigste arithmetische Eigenschaft der singulaéren 
Moduln aus, daB nimlich ihre Zahlenwerte durch Wurzelzie- 
hungen aus rationalen Zahlen berechnet werden kénnen. Die 
Wntdeckung Abels, der nicht die Zeit gefunden hat, alle seine 
Resultate zu heweisen, wurde von Kronecker (Berl. Ak, Mo- 
natsber. 1857) und Hermite (Compt. Rend. 1859; Cuvres 2, 
38), der Vergessenheit entrissen. 

Wegen der Fille n = 2, n = 4, vgl. Hermite, C. R. 1859; 
n= 6 Halphen® 3, 153. In bezug auf numerische Ergeb- 
nisse ist besonders Greenhill hervorzuheben, Cambr. Phil. Soc. 
Proc. 4, 1883; Quart. J. 22, 119, 174. Weitere Literatur: 
13¢ Rueben: Acta nal. 6,11; Pick, Math. Ann. 25, 26; Kiepert, 
Math. Ann. 26 und 39. Fir eine isunmentiingende, und syste- 


wo 
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matische Darstellung und Begriindung vgl. bei Sylow, Journ. 
de Math. 3, 109, 1887. Vgl. weiter die Lehrbiicher von H. We- 
ber2”, 3. Buch; Klein-Fricke™, 2,193; F. Klein, Ausgewdhlte 
Kapitel der Zahlentheorie, autograph. Vorles. W. S. 1895/96 und 
S. 8S. 1896; Bianchi, Lezioni sulla teoria delle funzioni ellitiche; 
Durége-Maurer™), S. 573. Uber komplexe Multiplikation der 
Thetafunktionen vgl. Krazer™), S. 211. Uber die praktische 
Lésung des Problems der Multiplikation der lemniskatischen 
Funktion vgl. besonders Schwering, Journ. f. Math. 107, 110, 
111, 112. 


$ 21. Numerische Berechnung der elliptischen Integrale 
und Funktionen. 


An erster Stelle steht die Methode, tiberhaupt nicht zu 
rechnen, sondern die Legendreschen Tafeln zu benutzen, welche 
neuerdings durch die ,,Funktionentafeln mit Formeln und Kur- 
ven von Jahnke und Emde™ besser zuginglich geworden sind. 
Man hat nur notig, aus dem Modul & mittels der Gleichung 
k = sinew den Winkel w zu bestimmen. Dann findet man fiir 
alle vollen Grade von « und p zwischen 0° und 90° die Werte 
von F'(y, sine) und E(g, sing) auf neun (in den Funktionen- 
tafeln von Jahnke-Emde auf vier) Dezimalen in den Tafeln. 
Eine zweite Methode, und zugleich die Methode, deren sich Le- 
dendre zur Berechnung seiner Tafeln bedient hat, besteht darin, 
die Integrationsvariable einer quadratischen Transformation zu 
unterwerfen, derart daB das Integral erster Gattung in ein eben- 
solches, nur mit veriindertem Modul und transformierter Am- 
plitude iibergeht. In erster Linie ist hier die sogenannte Lan- 
densche Transformation (Phil. Trans. 1771, 1775 und Math. 
Memoirs 1780) zu nennen. Bei wiederholter Anwendung kommt 
man schlieBlich zu einem Integral mit sehr kleinem Modul und 
sehr groBer Amplitude. Kehrt man die Landensche Trans- 
formation um, dann nihert sich die Modulleiter, unaufhérlich 
zunehmend, der Hins. 


Von der beschriebenen Methode nicht wesentlich verschieden 
ist die GauB8sche Methode des arithmetisch-geometrischen Mittels 
(Ges. W. 3, 333); sie zeichnet sich vor jener nur durch for- 
male Hleganz aus. Vgl. auch Borchardt, Journ. f. Math. 58, 
127—134, 1858; Berl. Monatsber. 1876; Scllesinger, Berl. 
Ber. 1898, 346. 
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Nach diesen Vorschriften liBt sich auch das elliptische Inte- 
gral zweiter Gattung berechnen. Dagegen gibt es fiir die Inte- 
grale dritter Gattung keine Tafeln. Diese mtiBten, da II(g, n, k) 
von drei Verinderlichen abhingt, dreifachen Eingang haben. Doch 
koénnen die Legendreschen Tafeln benutzt werden, um das 
sogenannte vollstindige Integral dritter Gattung I(42, n, k) 
zu berechnen. Es 1a8t sich nimlich nach Legendre auf die 
Integrale erster und zweiter Gattung zuriickfiihren, die in ihren 
oberen Grenzen den Parameter m enthalten und zum Modul teils 
den Modul k des Integrals I, teils den komplementiren Modul 
haben: 


sna 


[K’ E(g, sne«)—E’ F'(,sne)|. 


1—k’sn2asn?u) cna dna 


Wegen der Berechnung der elliptischen Integrale in Weier- 
straBscher Form vgl. WeierstraB-Schwarz”, S. 67—73. 


Eine dritte Methode beruht auf der Umkehrung der ellip- 
tischen Integrale und auf der Einfiihrung der Thetafunktionen 
(vgl. Jacobi, Journ. f. Math. 26, 93—114; Ges. W. 1, 
345—368 sowie die Darstellung bei Schellbach”, S. 59—66, 
183 bis 184 und Hotiel™ §, [XLII]). 


Eine vierte Methode ist von Runge mitgeteilt worden 
(Theorie und Praxis der Reihen, S. 229). 


Numerische Berechnung der elliptischen Funktionen. Soll zu 
einem gegebenen Werte des Arguments der zugehérige Wert 
einer elliptischen Funktion berechnet werden, so ist es am zweck- 
miBigsten, die elliptischen Funktionen als Quotienten von The- 
tas auszudriicken und die Thetas mit Hilfe ihrer Reihen zu be- 
rechnen. Dazu ist erforderlich, g nach der Formel 


g— 3 +2(5)' + 9G) +150)" +-- PTE 


aus dem Modul & zu bestimmen. Dabei geniigt es, nur die ersten 
Glieder zu beriicksichtigen. Und weiter ist hervorzuheben, daB 
eine Thetareihe in praxi nichts anderes bedeutet als ee Summe 
von zwei trigonometrischen Termen, so daB sich jede Formel in 
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elliptischen Funktionen fiir die Zwecke des numerischen Rechnens 
durch eine solche mit trigonometrischen Funktionen ersetzen laBt 
(vgl. die Darlegung in Klein-Sommerfeld, Uber die Theorie 
des Kreisels, Leipzig 1898, 2, 440—454 und in Burkhardt*), 
S. 376). 


Tafeln der elliptischen Integrale und Funktionen. Tafeln 
fir F(p, k) und E(y,k) sowie fir K und E verdankt man 
Legendre, Ezercices de calcul intégral 3, Paris 1816; die 
Tafeln schreiten sowohl fir « als g von Grad zu Grad fort, 
und zwar sind die Werte von F(q, sina) und E(g, sine) im 
Intervall von « = 0° bis 45° auf zehn, von « = 45° bis 90° 
auf neun Stellen angegeben, die Werte von K und E auf zwélf 
Stellen. 


Fir log g hat Jacobi (Journ. f. Math. 26, 1843, Ges. W. 1, 
343) eine nach Zehnteln eines Grades fortschreitende Tafel von 
«= 0° bis 90° auf fiinf Stellen berechnet; schon vorher hatte 
Verhulst in seinem Traité élém. des fonct. ell. 1841 eine Shn- 
liche Tafel mitgeteilt. MeiBel hat sie spiter (1860) erweitert. 
Bei Bertrand?) ist eine auf Zwilfteilung des Grades beruhende 
Tafel fiir log q mitgeteilt. Der Tafel fiir K und H haben G. Hum- 
bert und Lucien Lévy™ noch Werte hinzugefiigt, so daf 
ihre Tafel von «= 70° bis 80° nach halben, von « = 80° 
bis 89° nach fiinftel und von « = 89° bis 90° nach zehntel 
Graden fortschreitet. Noch genauere Tafeln fiir K und £ sind 
neuerdings von G. Witt fiir astronomische Zwecke berechnet 
worden (Astron. Nachr. 165, 33, 1904). 


Bei J. Hotiel™) finden sich Tafeln fiir die Thetafunk- 
tionen und ihre logarithmischen Ableitungen. 


Fiir den aiquianharmonischen Fall der Funktionen ¢’u, ou, 
fu, Ow sind auf Veranlassung von Greenhill Tafeln durch 
A. G. Hadcock berechnet und von Greenhill in seiner 
Abhandlung Proc. Royal Art. Inst. 17, 1—36, 1889 mitgeteilt 
worden. 


Hine Zusammenstellung aller dieser Tafeln nebst den 
zugehorigen Formeln und _ graphischen Darstellungen findet 
sich in Jahnke-Emde™*™ (vygl. dazu auch M. Krause), 


Zur graphischen Berechnung der elliptischen Funktionen 
& Delaunay, Bull. Soc. Math. France 30; Buil. des sc. math. 
2) 26. 


§ 23. Geschichtlicher Uberblick. 843 


Eine mechanische Auswertung der elliptischen Normalinte- 
grale erster und zweiter Gattung teilt R. Rothe mit (Sitz.-Ber. 
Berl. Math. Ges. 4, 13, 1905). 


Neuerdings hat Greenhill der Brit. Ass. in Portsmouth 
einen Plan zur Berechnung einer Tafel fiir die elliptischen Funk- 
tionen vorgelegt, nachdem bereits vor 40 Jahren die Brit. Ass. 
Glaisher mit der Berechnung einer solchen Tafel beauftragt 
hatte, ohne daB diese Tafel bis jetzt veréffentlicht worden wire. 
Auf dem Internationalen Mathematiker-KongreB zu Cambridge 
1912 hat Greenhill eine Probe zu seiner Tafel vorgelegt. In- 
zwischen ist sie berechnet worden fir die Fille: « = 15°; 
o= 249 47; «= 45°; o = 65°58; «= 75° o = 80% 1; 
o = 89°: a = 80°, 56 


§ 22. Anwendungen. 


Die Zahl der Probleme, deren Lésung durch elliptische 
Funktionen vermittelt wird, ist sehr gro8. Die Anwendungs- 
gebiete erstrecken sich auf Algebra und Zahlentheorie, Differen- 
tialgleichungen, Geometrie und konforme Abbildungen, Kurven- 
und Flachentheorie, Mechanik, Physik und Elektrotechnik. Die 
meisten Lehrbiicher bringen eine Auswahl von ihnen, so z. B. 
Schellbach”?, Halphen®) Enneper’) Thomae™ Green- 
hill’), Tannery-Molk’®, Pascal’), Appell-Lacour™, 
Lévy™), Riemann-Stahl”), Weber™, Durége-Maurer™), 
Krause”), Fricke™. 


Daneben finden sich in Zeitschriften und Dissertationen 
verstreut mannigfache spezielle Anwendungen, die nicht in die 
Lehrbiicher tibergegangen sind. Sie hier aufzufiihren, wiirde den 
gar Verfiigung stehenden Raum weit iiberschreiten. Doch sei 
noch besonders auf den Encyklopidie- Artikel von Fricke**) 
hingewiesen, wo sich zahlreiche weitere Literaturangaben finden. 
Vgl. auch den geschichtlichen Uberblick im folgenden Para- 


graphen. 


§ 23. Geschichtlicher Uberblick. 


Die Theorie der elliptischen Funktionen ist hervorgegangen 
aus der Beschiftigung mit den Problemen der Rektifikation der 
Ellipse, Hyperbel, Lemniskate, der verlingerten und verktirzten 
Zykloide, der parabolischen Spirale, der elastischen Linie u. a. 
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Diese Versuche bewegen sich in zwei Richtungen. Die eine ist 
an die Namen Jacob und Johann Bernoulli und Fagnano 
gekntipft und durch die Aufgabe charakterisiert, fir nicht rekti- 
fizierbare Kurven rektifizierbare Summen oder Differenzen zweier 
Bégen aufzufinden. Die andere wird durch die Untersuchungen 
Maclaurins und d’Alemberts gekennzeichnet, wo eine Anzahl 
von Integralen abgeleitet werden, die sich durch einfache Sub- 
stitutionen auf die Integrale reduzieren lassen, durch welche 
der Bogen einer Ellipse oder Hyperbel gemessen wird. Aber 
alle diese Resultate entbehrten zunachst des Zusammenhangs. 
Als der Schépfer der Theorie der elliptischen Integrale kann erst 
Euler bezeichnet werden, dem wir die Entdeckung des Addi- 
tionstheorems verdanken. Auf den vorliegenden Grundlagen eine 
zusammenhingende Darstellung der Theorie gegeben zu haben, 
ist das Verdienst Legendres. 


Das Umkehrproblem der elliptischen Integrale ist sodann von 
Abel in Angriff genommen worden, dem jedenfalls die Prioritat in 
der Veréffentlichung der Theorie der elliptischen Funktionen gebiihrt. 
Mit Ende des Jahres 1826 war Abel bereits im Besitze jenes 
Theorems, das nach Jacobis Vorschlag Abels Namen tragt; 
auch war fiir ihn die Entdeckung der elliptischen Funktionen 
in ihren Hauptpunkten abgeschlossen. 1827 erschien der erste 
Teil seiner Recherches sur les fonctions elliptiques (Journ. f. 
Math. 2). Einen Monat spiater begann Jacobi seine Arbeiten 
zu verdffentlichen iiber die Transformation der elliptischen Inte- 
grale erster Gattung und die Umkehrungsfunktion dieses Integrals, 
und 1829 erschienen seine Fundamenta nova theoriae functio- 
num ellipticarum. Die Prioritit in der Entdeckung der ellipti- 
schen Funktionen gebihrt unstreitig Gauss, der schon im Jahre 
1798, wie Abel von der Lemniskate ausgehend, im Besitze eines 
erheblichen Teiles von Abels Resultaten war, 1799 die 
Grundziige der Theorie der Umkehrungsfunktionen einschlieBlich 
ihrer Darstellung durch die Thetas entwickelt und im Jahre 
1808 Jacobis Transformationsgleichungen gefunden hatte. 
Vgl. P. Giinther, Gétt. Nachr. 1894, GauB’ wissenschaftliches. 
Tagebuch, , Math. Ann. 57 und Krazer, Rekt. Rede i908, 
Karlsruhe. 


Uber die Geschichte der elliptischen® Funktionen in der 
Zeit 1826—1829 vgl. auch Konigsberger, Zur Geschichte 
der Theorie der elliptischen Transzendenten 1826—1829, Leipzig, 
1879, und Casorati, Teoria delle funzioni di variabili com- 
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plesse, Pavia 1868; ferner Sylow, Les études d’Abel et ses dé- 
cowvertes, aus Niels Henrik Abel, Mémorial publié a Voccasion 
du centenaire de sa naissance, Leipzig 1902; G. Mittag- 
Leffler, Niels Henrik Abel, Paris 1907, Gauthier-Villars. Vg]. 
auch Enneper-Miiller’, 


Eine wichtige Erginzung hat die Theorie der elliptischen 
Funktionen durch Eisenstein und WeierstraB erfahren. Im 
Anschlu8 an die von Eisenstein eingefiihrten unendlichen Pro- 
dukte und Partialbruchreihen hat WeierstraB eine abgeschlos- 
sene Theorie geschaffen, die seinen Namen tragt und durch Hin- 
fihrung der Sigmafunktionen charakterisiert ist. Uber das Ver- 
haltnis der Weierstra8schen Theorie zur Jacobischen 
erlangt man den besten Hinblick durch das von Klein auf- 
gestellte Prinzip der Stufenteilung, vgl. Klein-Fricke™, 
Fricke™), 


Uber die Art und Weise, wie die verschiedenen Autoren 
gegenwirtig die elliptischen Funktionen vortragen, l4Bt sich 
folgendes sagen. HEntweder geht man von den elliptischen Inte- 
gralen aus (Abel), und dieser Weg empfiehlt sich dadurch, daB 
er dem Gang der historischen Entwicklung angepaBt ist; auch 
bietet er den Vorteil, das Verstaindnis fiir Riemanns Theorie 
der algebraischen Funktionen zu erdffnen (vgl. Kénigsberger?, 
Briot-Bouquet®, Burkhardt®), Thomae’), Durége-Mau- 
rer”§), Fricke*)). Oder man legt die algebraische Ditferential- 
gleichung 1. Ordnung mit eindeutigen Integralen zugrunde (Abel, 
WeierstraB in seinen Vorlesungen). WeierstraB pflegte in 
seinen Vorlesungen auch die Fundamentaleigenschaft der ellip- 
tischen Funktionen, ein Additionstheorem zu besitzen, zum Aus- 
gangspunkt der Theorie zu machen, um mit Hilfe funktionen- 
theoretischer Uberlegungen zur allgemeinsten Darstellung der 
doppeltperiodischen Funktionen zu gelangen (H. Weber”), Han- 
cock*). Oder endlich man wihlt die Theorie der doppelt- 
periodischen Funktionen zum Ausgangspunkt, und dieser Weg 
fiihrt schneller und mit befriedigender Strenge ins Innere der 
Theorie (Liouville, Hisenstein, Riemann-Stahl™, We- 
ber?, Krause’), Tannery-Molk?®, Fricke™). Noch kiirzer 
kann man mit Jacobi von den trigonometrischen Reihen der 
Thetas oder mit Weierstra8 von der Produktdarstellung der 
Sigmas (vgl. dazu eine Notiz von Schoenflies, Arch. Math. 
Ph. (3) 8, 234) oder mit Runge (Theorie und Pramis der Rethen, 
Leipzig 1904, S. 216) von den beiden Entwickelungen der Thetas 
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als Produkt und Reihe ausgehen, und dieses Verfahren diirfte, 
weil von allem historischen Ballast befreit, am schnellsten in die 
Theorie einfiihren (Schellbach®, Pascal’, Appell-Lacour”™), 
L. Lévy?», Riemann-Stahl™), M. Krause*); vgl. dazu 
E. Jahnke, Jahresber. D. M. V. 12, 96) und sich iiberall da 
empfehlen, wo es sich darum handelt, gerade so viele Kennt- 
nisse zu tibermitteln, als fiir die Anwendungen der elliptischen 
Funktionen auf Probleme der Geometrie, Mechanik, der mathe- 
matischen Physik und Technik erforderlich ist. 


Will man von der Geometrie aus einen Eingang zu den ellip- 
tischen Funktionen gewinnen, so bietet sich dazu in naturgemaBer 
Weise die Theorie der Kurven 3. Ordnung. Statt dessen wiahlt 
Halphen®) eine elementare Aufgabe der Geometrie als Eingang 
in die Theorie; (vgl. auch Kokott, Arch. Math. Ph. (3) 7, 226, 
1902). A. Seiffert (Progr. Realsch. Charlottenburg 1896) schligt 
eine Gattung sphirischer Kurven, die zu den Loxodromen in 
einfacher Beziehung stehen, fiir die EHinfiihrung in die Theorie 
vor. Greenhill?) benutzt im Anschlu8 an Euler das einfache 
Pendel zur EHinfiihrung der elliptischen Funktionen durch Inver- 
sion des Legendreschen Integrals erster Gattung und entwickelt 
die Theorie in unmittelbarem Anschlu8 an bestimmte Probleme 
der Physik und Geometrie. 


Verzeichnis der bekanntesten Lehrbiicher und Monographien, auf 
die zum gréBten Teil im vorstehenden Bericht hingewiesen wird. 


1. Legendre, Traité des fonctions elliptiques et des intégrales 
eulériennes. 3 Bde. Paris 1825—1828. 


2. K. H. Schellbach, Die Lehre von den elliptischen Integralen 
und den Thetafunktionen. Berlin 1864, G. Reimer. 

3. J. Bertrand, Traité de caleul intégral, Paris 1870, Gauthier- 
Villars. 

4. L. Kénigsberger, Die Transformation, die Multiplikation und 
die Modulargleichungen der elliptischen Funktionen. Leipzig 
1868, B. G. Teubner. 

5. L. Kénigsberger, Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen 
Funktionen. 2 Teile. Leipzig 1874, B. G. Teubner. 


6. Briot-Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques. 2° éd. Paris 
1875, Gauthier-Villars; deutsch: Halle 1862. 
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Ue 


19. 


20. 


22. 


23. 


K. WeierstraB-H. A. Schwarz, Formeln und Lehrsitze zum 


-Gebrauche der elliptischen Funktionen. Géttingen 1883. 2. Ausg. 


Berlin 1893, J. Springer. 


. Ch. Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. 


Paris 1885, Gauthier- Villars. 


. G. H. Halphen, Traité des fonctions elliptiques et de leurs ap- 


plications. 3 Bde. Paris 1886—1891, Gauthier-Villars. 


. A. Enneper, Elliptische Funktionen. Theorie und Geschichte. 


2. Aufl. von F. Miller. Halle 1890, L. Nebert. 


. J. Thomae, AbriB einer Theorie der komplexen Funktionen und 


der Thetafunktionen einer Verinderlichen. 3. Aufl. Halle 1890, 
L. Nebert. 


. F. Klein-R. Fricke, Vorlesungen tiber die Theorie der ellip- 


tischen Modulfunktionen. Leipzig 1890—1892, B. G. Teubner. 


. A. G. Greenhill, The applications of elliptic functions. London 


1892, Macmillan and Co. 


. A. C. Dixon, The elementary properties of the elliptic functions. 


London 1893, Macmillan and Co. 


. E. Study, Sphirische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen 


und elliptische Funktionen. Leipzig 1893, 8. Hirzel. 


. J. Tannery-J. Molk, Eléments de la théorie des fonctions 


elliptiques. 4 Bde. Paris 1893—1902, Gauthier-Villars. 


. M. Krause, Theorie der doppeltperiodischen Funktionen einer 


veranderlichen Gréfe. 2 Bde. Leipzig 1895—1897. B. G. Teubner. 


. O. Schlémilch, Compendium der hédheren Analysis. 2 Bde. 


5. und 4, Aufl. Braunschweig 1881, 1895, Vieweg u.S., 6. Aufl, 
bearb. von A. Kneser, 1. Band, 1923. 

E. Pascal, Teoria delle funzioni ellitiche. Mailand 1896, U. 
Hoephi. 

P. Appell-E. Lacour, Principes de la théorie des fonctions 
elliptiques. Paris 1897, Gauthier-Villars. 


. L. Lévy, Précis élémentaire de la théorie des fonctions ellipti- 


ques avec tables numériques et applications. Paris 1898, Gauthier- 
Villars. 

B. Riemann, Elliptische Funktionen. Her. von H.Stahl. Leipzig 
1899, B. G. Teubner. 

R. Fricke, Kurzgefafte Vorlesungen iiber verschiedene Gebiete 
der héheren Mathematik mit Beriicksichtigung der Anwendungen. 
Leipzig 1900, B. G. Teubner. 


. J. Hotiel, Recueil de formules et de tables numériques. 3° éd. 


Paris 1901, Gauthier-Villars. : 


. A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen. Leipzig 1903, B. G. 


Teubner. 
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26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


J. Thomae, Sammlung von Formeln und Siatzen aus dem Ge- 
biete der elliptischen Funktionen nebst Anwendungen. Leipzig 
1905, B. G. Teubner. 

H. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen. 
Lehrbuch der Algebra. Bd. 3. 2. Aufl. Braunschweig 1908, Vie- 
weg u. S. 

H. Durége, Theorie der elliptischen Funktionen. In 5. Aufl. neu- 
bearb. von L. Maurer, Leipzig 1908, B. G. Teubner. 

K. Boehm, Elliptische Funktionen. 2 Bde. Sammlung Schubert. 
Leipzig 1908—1910, W. de Gruyter u. Co. 

E. Jahnke-F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. 
Saumlg. math.-phys. Lehrb. Bd. 5. Leipzig 1909, B. G. Teubner. 
H. Hancock, Lectures on the theory of elliptic functions. Vol. I. 
New York 1910, J. Wiley and Sons. 

M. Krause, Theorie der elliptischen Funktionen. Sammlg. math.- 
phys. Lehrb. Bd. 13, her. von E. Jahnke. Leipzig 1912, B. G. 
Teubner. 

R. Fricke, Elliptische Funktionen. Enzyklopaidie der mathema- 
tischen Wissenschaften. Bd. II, 2, 8. 177—348. Leipzig 1913, 
B. G. Teubner. 

R. Fricke, Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. 
2 Teile. Leipzig 1916, 1922, B. G. Teubner. 

H. Burkhardt, Elliptische Funktionen. 3. Aufl. bearbeitet von 
G. Faber. Berlin 1920, W. de Gruyter u. Co. 

A. Hurwitz, Vorlesungen tiber allgemeine Funktionentheorie u. 
elliptische Funktionen. Herausgegeben von R. Courant. Berlin 
1922, J. Springer. 


Kapitel XVII. 


Algebraische Funktionen und ihre Integrale. 
Von Heinrich W. EH. Jung in Halle a. d.S. 


§ 1. Allgemeines tiber die algebraischen Funktionen. 


Ist f(x,y) eine ganze rationale und im Bereich der ratio- 
nalen Funktionen von # unzerlegbare Funktion von x und y, 
in ~ vom Grade m und in y vom Grade m, so wird y durch 
die Gleichung f= 0 als algebraische Funktion von zx definiert. 
Jede rationale Funktion von w, y gentigt dann einer Gleichung 
m-ten Grades mit rationalen Funktionen von 2 als Koeffizienten. 
Diese Gleichung ist entweder irreduzibel oder sie zerfillt in 
mehrere miteinander identische Gleichungen. Es sind also alle 
rationalen Funktionen von wz, y algebraische Funktionen von 2. 
Die Gesamtheit dieser Funktionen nennt man algebraisches Ge- 
bilde oder einen durch die Gleichung f= 0 definierten alge- 
braischen Kérper. Der Kérper werde mit K bezeichnet. 

Wir betrachten die Funktionen aus K in der Umgebung 
einer Stelle x =a. Fiir die Umgebung jeder solchen Stelle laBt 
sich f(x, y) in Faktoren zerlegen, die ganze rationale Funktionen 
yon y sind mit Potenzreihen nach ganzen Potenzen von x — a 
als Koeffizienten, und die sich selbst nicht weiter in derselben 
Art zerlegen lassen. Diese Zerlegung ist bis auf konstante 
Faktoren eindeutig; sie sei 


cel NE era rn) 


und es sei v, der Grad von f, in y. Der Faktor f,, gleich Null 
gesetzt, liefert fiir y eine Entwicklung nach Potenzen von 
1 


(x — a)%, die hédchstens eine endliche Anzahl von negativen 
1 


Potenzen enthilt. (@ _ a) * kann v, verschiedene Werte be- 
Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl. 54 
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sitzen, die durch Multiplikation mit einer Potenz der v,-ten Hin- 
217 


heitswurzel e ’% aus einem von ihnen heryorgehen. Diesen 
1 


v, Werten von (% — a)” entsprechen v, aus dem Faktor /; ent- 
springende Entwicklungen von y fiir die Umgebung von +—a. 
Im ganzen bekommen wir v, + v2 + +++ + ¥, = ” Entwicklungen 
fiir die Stelle a, von denen die zu demselben f, gehdrenden in- 
einander tibergeftihrt werden kénnen dadurch, daB man # den 
Punkt @ umlaufen l4Bt. Die m so erhaltenen Entwicklungen 
nennt man zueinander konjugiert. (Reibenentwicklungen alge- 
braischer Funktionen finden sich zuerst bei Newton, I. New- 
ton, Geometria analytica sive specimina artis analyticae (1779) 
in Isaaci Newtoni Opera, quae exstant omnia, comm. 8. Horsley, 
London, 1, 8. 391—518, 1779. Newton benutzt dabei ein 
nach ihm benanntes Diagramm. Diese Methode, formal die Reihen- 
entwicklungen zu bestimmen, vervollkommnete Puiseux. Pui- 
seux, Recherches sur les fonctions algébriques, J. de math. 15, 
8. 365, 1850.) 

Setzen wir die Entwicklung, die sich aus dem Faktor f, 


fiir y ergibt, in die Funktionen aus K ein, so werden sie Po- 
1 


tenzreihen von (” — a)%, die nur eine endliche Zahl negativer 

Potenzen enthalten. Unter diesen gibt es immer solche, die, 

nach steigenden Potenzen von (* — a) geordnet, mit der ersten 
1 


Potenz von (« — a)" beginnen. Setzen wir eine derartige Funk- 
tion gleich ¢, so werden alle Funktionen aus K nach ganzen 
Potenzen von ¢ entwickelbar. Setzen wir dann ¢t = 0, so nehmen 
alle Funktionen konstante Werte (einschlieBlich co) an. Die 
Gesamtheit dieser Werte nennt man eine Stelle p des Kérpers 
oder algebraischen Gebildes. Die Werte, die die Funktionen fir 
kleine Werte von ¢ annehmen, bilden die Umgebung der Stelle p. 
Der Stelle = a entsprechen so, wenn w die Zahl der Faktoren 
ist, in die f fiir die Umgebung von x = a zerfallt, uw verschie- 
dene Stellen. Eine Stelle von K ist also noch nicht eindeutig 
definiert, wenn der Wert von g# an dieser Stelle gegeben ist, 
auch noch nicht, wenn auBerdem der zugehédrige Wert von y 
gegeben ist. Wohl aber ist die Stelle und ihre Umgebung voll- 
kommen definiert durch Angabe der Entwicklungen von x und y. 
Nach WeierstraB hei®t die Gesamtheit der Entwicklungen der 
Funktionen aus K nach der HilfsgréBe ¢ ein Element des alge- 
braischen Gebildes. Es gilt der Satz, daB eine endliche Zahl 
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von Elementen geniigt, wm sémtliche Stellen des Kérpers zu er- 
halten. 

Im allgemeinen schreitet die Entwicklung der HilfsgréBe t 
nach ganzen Potenzen von x —a fort, so daB man x —a=t 
setzen kann. Nur fiir eine endliche Zahl von Stellen schreitet 
die Entwicklung von ¢ nach gebrochenen Potenzen yon 2 —a 
fort. Solch eine Stelle heiBt simguldr (in bezug auf x) und, 

1 


wenn die Entwicklung nach Potenzen von (w—a)* fortschreitet, 
Verzweigungsstelle der Ordnung « —1. Die zu diesen Stellen 
gehérenden Werte von x heiBen auch singulair. Diese Bezeich- 
nungen gelten nur in bezug auf x als unabhingige Verander- 
liche, die ja bei der Definition bevorzugt ist. Eine absolut 
singulire Stelle besitzt das algebraische Gebilde nicht. Es gilt 
noch der Satz: Ist a der Wert, den «x an einer singuldren Stelle 
annmmt, so ist 2 —a eim Faktor der Diskriminante der Glei- 
chung f =0 in bezug auf y. Es gilt aber nicht das umgekehrte. 


§ 2. Riemannsche Flachen. 


Betrachten wir y als Funktion von 2, so gehéren zu jedem 
Werte von x stets » Werte von y, die zum Teil einander gleich 
sein kénnen. Es ist also y eine m-deuwtige Funktion von z. 
Lassen wir x in seiner Ebene einen geschlossenen Weg be- 
schreiben, so wird, wenn dieser Weg in seinem Innern singulire 
x-Stellen enthilt, im allgemeinen unter den zu x gehdrenden 
nm Werten y eine Permutation eintreten. Die Gesamtheit aller 
so zu erhaltenden Permutationen bildet eine Gruppe, die man 
die Monodromicgruppe nennt. (Ch. Hermite, Sur les fonctions 
algébriques, C. R. 32, S. 458, 1851; A. Kneser, Die Mono- 
dromicgruppe emer algebraischen Gleichung bei linearen Trans- 
formationen der Variabeln, Math. Ann. 28, S. 125, 1887.) 

Riemann hat auf folgende Weise erreicht, daB y als ew- 
deutige Funktion aufgefaBt werden kann. (B. Riemann, Grund- 
lagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen emer verdnder- 
lichen komplexen Gripe. Inauguraldiss., Géttingen 1851; Ges. 
Werke 3, S. 8, 1876.) Es sei zuniichst der Grad m von f in y 
gleich 2. Wir kénnen die Gleichung f=0O dann ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit in der Form annehmen: 


y= (a — a,) C2 oe ly) “jo (a are As 42)r (a,-+ a). 


Man nennt in diesem Falle den Korper K hyperelliptisch und 
im Falle p=1 elliptisch. Singulir sind hier die Stellen 
54* 
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Ay, Ig-++Agy49, und zwar sind es Verzweigungsstellen erster 
Ordnung. Wir verbinden in der a-Ebene die Punkte a,, d,; 4s, 
O43 +++ G9n415 Gp49 Gurch Linien 1,, l,...%,,,, die sich nicht 
selbst und einander nicht schneiden. Langs dieser Linien denken 
wir uns die z-Ebene zerschnitten. Wir legen dann zwei lings 
derselben Linien zerschnittene #-Ebenen iibereinander. Ist =a 
ein regulirer Wert von 2, so haben wir fiir y zwei verschiedene 
Potenzreihen von x—a. Jede der beiden Potenzreihen setzen 
wir in einer der beiden x-Ebenen analytisch fort, wobei x die 
Linien 1,, /;,...4,,, nicht tiberschreiten soll. Da # dann nur 
eine gerade Zahl von Punkten a; umkreisen kann und sich da- 
bei y nicht andert, so bekommen wir in jeder der x-Ebenen 
eine eindeutige Funktion von x und die beiden Funktionen 
(Zweige) zusammengenommen geben uns die Funktion y. Ver- 
binden wir lings der Schnitte J, die Rander der beiden x-Ebenen 
kreuzweise, so erhalten wir eine zusammenhdngende zweiblittrige 
Fliche, auf der y eine eindeutige Funktion der Stelle «x ist. 
Die so definierte Flache heiBt Riemannsche Flache. Die Stellen a,, 
bei deren Umlaufung man von dem einen Blatte in das andere kommt, 
heiBen Verzweigungs- oder Windungspunkte (vgl. Kap. XV, § 8). 

Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, wo der Grad » 
von f in y groBer als 2 ist. Die singuliren Werte von & seien 
G1, Ag,.-.d,. Hs sei a ein regulirer Wert von 2. Wir ver- 
binden a@ mit den Punkten a; durch Linien, die sich nicht selbst 
und einander nicht schneiden, und zerschneiden die x-Hbene 
lings dieser Linien. Wir legen dann m solcher x-Ebenen, die 
lings derselben Linien zerschnitten sind, tibereinander. Fiir die 
Umgebung einer reguliren Stelle = 06 haben wir » gewodhn- 
liche Potenzreihen von x — b fiir y. Jede von diesen setzen wir 
in einer der » Ebenen analytisch fort, ohne dabei die Schnitt- 
linien zu iiberschreiten. Da « keinen der singuliren Werte um- 
kreisen kann, so bekommen wir in jeder der » Ebenen eine 
eindeutige Funktion von a, und diese » Funktionen stellen in 
ihrer Gesamtheit die Funktion y dar. Man kann die m Blitter 
lings der Schnittlinien so vereinigen, daB y eine stetige und 
eindeutige Funktion des Ortes der so entstehenden n-bidittrigen 
Riemannschen Fliche wird. Die Stellen, wo mehrere Blatter der 
Flaiche zusammenhingen, heiBen Verzweigungs- oder Windwngs- 
punkte. Jeder Stelle der Riemannschen Fliche entspricht eine 
Stelle des algebraischen Gebildes und umgekehrt. Ebenso wie 
y ist jede Funktion aus K auf der Flache eindeutig und hat 
nur polare Unstetigkeiten, und zwar in endlicher Zahl. Um- 
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gekehrt ist jede Funktion mit nur polaren Unstetigkeiten, die 
auf der Flache eindeutig ist, eine Funktion aus K. 

Die Riemannsche Fliche ist durch Angabe ihrer Verzwei- 
gungspunkte und deren Ordnung noch nicht bestimmt; es muB 
auch noch der Zusammenhang der einzelnen Funktionszweige 
gegeben sein. (J. Thomae, Beitrag zur Theorie der Abelschen 
Funktionen, J. f. Math. 75, 8. 224, 1878; Hurwitz, Uber 
Riemannsche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten, Math. 
Ann. 39, S.1, 1891; derselbe, Uber die Anzahl der Riemann- 
schen Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten, Math. Ann. 5d, 
S. 53, 1902.) 

Ist f(a, y) irreduzibel, so besteht die zugehérige Riemann- 
sche Fliche aus einem Stiick, sonst zerfillt sie in so viele 
untereinander nicht zusammenhiingende Teile wie f irreduzible 
Faktoren hat. 

Man kann die Riemannsche Fliche durch stereographische 
Projektion auf eine Kugel abbilden. Man bekommt dann eine 
allseitig geschlossene m-blattrige Flache. Diese darf man stetig 
deformieren, ohne daB sie dadurch ihre wesentliche Higenschaft 
verlore, daB y eine eindeutige Funktion des Ortes der Flache 
ist. Dadurch kann man der Fliche mannigfache Formen geben. 
Z. B. kann man die Fliche in eine mit p Henkeln versehene 
Kugelfltiche verwandeln, wo p die weiter unten definierte Zahl 
ist. Diese Veranschaulichung ist zuerst verdffentlicht von To- 
nelli (Tonelli, Line. Ati (2) 2, 8.594, 1875 und Line. Rend. 
(5) 4, S. 300, 1895), war aber schon Riemann bekannt. 

Es gelten fiir Flachen wie die hier betrachteten folgende 
Definitionen der analysis situs. Bei einer mit einem oder mebreren 
Randern versehenen Fliche nennt man Querschniti eine sich selbst 
nicht schneidende Linie, die zwei Punkte des Randes mitein- 
ander verbindet, wobei der schon gezeichnete Teil der Linie als 
Rand gilt. Wird eine Flache durch jeden Querschnitt in zwei 
getrennte Teile zerlegt, so nennt man sie eimfach zusammen- 
hdngend. Kann man dagegen in der Flache v Querschnitte zeich- 
nen, ohne daB sie zerfallt, wihrend sie durch v + 1 Querschnitte 
immer zerfallt, so nennt man die Fliche (v-+ 1)-fach zusammen- 
hidngend oder man sagt, die Ordnung thres Zusammenhanges ist 
y+1. Sie 1éBt sich dann durch v Querschnitte in eine einfach 
zusammenhingende Fliche verwandeln. Hat eine Flaiche keine 
Begrenzung, so versieht man sie mit einem Loch, man ,,punk- 
tiert die Flache und wendet dann die gegebenen Definitionen 
auf sie an. Die Ordnung des Zusammenhangs einer Riemann- 
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schen Fliche ist immer eine wngerade Zahl, die man mit 2p +1 
zu bezeichnen pflegt. Die so definierte Zahl p heiBt das Ge- 
schlecht der Riemannschen Fliche und des algebraischen Kér- 
pers K (bei WeierstraB Rang). Zwischen der Zahl p, der 
Zahl n der Blatter der Riemannschen Flache und den Ord- 
nungen « —1 der Verzweigungspunkte besteht die wichtige 


Gleichung 
—1 
p= SSS —n+1. 


Ferner gilt folgender Satz: Man kann auf emer Riemann- 
schen Fliche, deren Geschlecht p ist, 2p geschlossene Kurven 
zeichnen, ohne dap dadurch die Fldche in getrennte Teile zerlegt 
wiirde. Diese Kurven schneiden sich zu je zweien in einem 
Punkt, wihrend sie einander im tibrigen nicht treffen. 2p solche 
Kurven bezeichnen wir mit K,, K; (¢=1, 2,...p), wobei 
immer K, und K, sich in einem Punkte schneiden sollen. Man 
nennt auch diese Kurven Querschnitte oder nach Weierstra8 
Kreise. Man kann diese Querschnitte dazu benutzen, um durch 
2p Querschnitte in der zuerst angegebenen Bedeutung die Rie- 
mannsche Fliche in eine einfach zusammenhiingende zu ver- 
wandeln. Zunichst punktiert man die Flaiche, indem man ein 
kleines Loch anbringt. Dann nimmt man als 7-ten Querschnitt 
eine Linie Cj, die von dem Loch nach einem Punkte von K;, 
geht, und K,, und als 2i-ten Querschnitt K,’. Die so gewonnene 
Zerschneidung heiBt kanonische Zerschneidung. Sie laBt sich auf 
mannigfache Art ausfiihren. 

Im Falle der zweiblittrigen Riemannschen Flache kann 
man die Querschnitte folgendermaBen wihlen. Fir K,; nimmt 
man eine geschlossene Kurve, die von den singuliren Punkten 
Q1, Ug,-.-Ae,,9 die beiden Punkte a,;_,, a, einschlieSt, und 
fir K, eine geschlossene Kurve, die die Punkte a,,;, d9;41--- 
Agy41, einschlieBt. (F. Prym, Zur Theorie der Funktionen in 
einer ices ak Fliche, Ziiricher N. Denkschr. 22, S. 11, 
1867. 


§ 3. Die Funktionen des Kérpers. 


Es sei p eine Stelle des Kérpers K oder der Riemann- 
schen Fliche und es sei ¢ eine solche Funktion aus K, daB sich 
alle Funktionen aus K als Potenzreihen nach ganzen Potenzen 
von ¢ darstellen lassen. Man ordnet (nach Hensel) jeder Stelle p 
einen Primteiler p zu, indem man definiert: eine Funktion ist 
durch p* teilbar, wenn ihre Entwicklung nach steigenden Po- 
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tenzen von ¢ mit der i-ten Potenz von ¢ beginnt. Unter p° ist 
dabei 1 zu verstehen. Ist 4 positiv, so sagt man, die Funktion 
wird an der Stelle Nui’ von der Ordnung 4; ist 4 negativ, so 
sagt man, die Funktion wird an der Stelle wnendlich von der 
Ordnung — 4. Sind & und » zwei Funktionen aus K, so nennt 
man den Faktor von ¢~ in der Entwicklung von yd& nach 
Potenzen von ¢ das Residuwm des Differentials ndé& fir die be- 
treffende Stelle. Im besonderen gilt: Ist p eine Verzweigungs- 
stelle der Ordnung « —1 in bezug auf w und hat x in p den 
Wert a, so ist das Residuum von ydz an der Stelle p gleich 
dem mit + @ multiplizierten Koeffizienten von (a — a)~1 in der 
fiir die Umgebung von p) geltenden Entwicklung von 7 nach 
steigenden Potenzen von x — a, wenn a endlich ist, und gleich 
dem mit — a multiplizierten Koeffizienten von w~1! in der fiir 
die Umgebung von ) geltenden Entwicklung von 7 nach fallen- 
den Potenzen von xz, wenn a unendlich ist. Die Werte, die eine 
Funktion R annimmt, wenn man y durch seine konjugierten 
Werte ersetzt, hei8en mit R zusammen die » konjugierten Werte 
von #. Ihr Produkt heiBt die Norm, ihre Summe die Spur yon 
R (in bezug auf 2). 

Es gelten folgende Sitze: 

Jede Funktion aus K hat nur polare Unstetigkeiten, und 
diese dann natiirlich nur in endlicher Zahl. Denn unendlich viele 
polare Unstetigkeiten einer Funktion wiirden mindestens eine 
Haufungsstelle haben, und diese wiirde fiir die Funktion wesent- 
lich singular sein. 

Die Zahi der Null- und Unendlichkeitsstellen emer Funktion 
aus K ist endlich. 

Jede Funktion aus K hat gleich viel Null- und Unendlich- 
kettsstellen, wenn man jede dieser Stellen so oft rechnet, wie ihre 
Ordnung angibt. 

Etwas allgemeiner kann man sagen: Jede Funktion aus K 
nimmt jeden Wert gleich oft an. Die Zahl, die angibt, wie oft 
eine Funktion jeden Wert annimmt, heiBt der Grad der Funktion, 

Die Summe aller Residuen eines Differentials des Kérpers 
ast Null. 

Es gibt keine Funktion des Kérpers, die mur an p beliebig 
gegebenen Stellen von der ersten Ordnung Null wird, wohl aber 
Funktionen, die an p +1 beliebig gegebenen Stellen unendlich 
werden, wo p das Geschlecht des Korpers bedeutet. Weier- 
straB definiert durch diese Higenschaft das Geschlecht. Es gibt 
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pad pas 
2 2 
speziellen Stellen unendlich werden, je nachdem p gerade oder 
ungerade ist, und es gibt keine Funktionen geringeren Grades 
in K, wenn £K nicht von spezieller Beschaffenheit ist. 
Betrachtet man alle Funktionen aus K, die nur an einer 
Stelle  unendlich werden, und die Zahlen, die angeben, von 
welcher Ordnung diese Funktionen unendlich werden, so kommen 
unter diesen Zahlen, die ja alle positive ganze Zahlen oder Null 
sind, nicht alle ganzen positiven Zahlen vor, sondern es fehlen 
genau p. Diese fehlenden Zahlen sind fiir alle Stellen mit Aus- 
nahme einer endlichen Zahl die Zahlen von 1 bis p. Die Aus- 
nahmestellen heiBen WeierstraBpunkte, da WeierstraB zuerst 
auf sie aufmerksam gemacht hat. Wenn p =O oder p= 1, so 
gibt es keine WeierstraBpunkte; wenn p > 1, so ist fiir einen 
hyperelliptischen Kérper die Zahl der Weierstrafpunkte gleich 
2(p +1), fiir einen anderen Kérper aber immer gréfer als 


2(p + 1). 


Will man eine Funktion aus K charakterisieren, so kann 
man entweder die Unendlichkeitsstellen und die Art des Un- 
endlichwerdens, d. h. den absteigenden Teil in der Entwicklung 
der Funktion nach Potenzen der HilfsgréBe ¢, angeben oder man 
gibt die Null- und Unendlichkeitsstellen an. Die erste Methode, 
die WeierstraB hauptsichlich benutzt, fihrt zu einer Art Par- 
tialbruchzerlegung, die zweite zur Zerlegung in Primteiler. 
Weierstrap bildet eine Funktion H(p, p’), die an einer Stelle p’ 
und auBerdem noch an p beliebig, aber fest gegebenen Stellen 
@,, %,-...@, unendlich erster Ordnung wird. Um dann eine 
Funktion zu bestimmen, die an 4 gegebenen Stellen p,, p.,...), 
von erster Ordnung unendlich wird, bildet man die Funktion 


¢, H(p, P:) + ¢H(p, Pp) +--+ + Hp, p,)s 

Hierin sind die Konstanten c, nicht willkiirlich, sondern miissen 
so bestimmt werden, daB die Funktion an den Stellen a, nicht 
unendlich wird. Aus der Funktion H(p, p’) kann man Funk- 
tionen herleiten, die auer an den Stellen a, nur an der Stelle p’ 
unendlich werden, aber von beliebig gegebener Ordnung. Man 
kann dann jede Funktion als Summe dieser Funktionen mit 
konstanten Koeffizienten darstellen. Die Bedingungen, die zwischen 
den Koeffizienten bestehen miissen, damit die dargestellte Funk- 
tion an den festen Stellen a, nicht unendlich wird, fihren zu 
dem Riemann-Rochschen Satz (siehe § 6). 


aber immer Funktionen in K, die nur an oder 
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Die Darstellung einer Funktion R durch Primfaktoren ge- 
schieht mit Hilfe der im Anfang dieses Paragraphen definierten 
Primteiler, indem man fiir jeden zu den Null- und Unendlich- 
keitsstellen gehdrenden Primteiler feststellt, in welcher Potenz 
er in R enthalten ist. Da eine Funktion aus K nur eine end- 
liche Zah] von Null- und Unendlichkeitsstellen hat, so liBt sich 
jede Funktion in eine endliche Zahl von Primfaktoren zerlegen. 
Diese Zerlegung ist bis auf konstante Faktoren eindeutig. Hier- 
durch wird die Funktion zunichst nur beschrieben, man erhilt 
keine arithmetische Darstellung fiir sie (vgl. § 12). 

Man nennt (nach Hensel) das Produkt irgendwelcher 
Primfaktoren, jeden zu irgendeiner positiven oder negativen 
ganzzahligen Potenz erhoben, einen Divisor. Die Swmme aller 
Exponenten heiBt die Ordnung des Divisors. Da jede Funktion 
aus K gleichviel Null- und Unendlichkeitsstellen hat, so ist sie 
ein Divisor der Ordnung Null. Aber es gilt nicht das Umge- 
kehrte. Ein Divisor heiBt ganz, wenn die Exponenten aller in 
ihm enthaltenen Primteiler nicht negativ sind. Ein Divisor heiBt 
durch einen zweiten teidlbar, wenn der Quotient ganz ist. 

Unter den Divisoren sind einige von besonderer Bedeutung. 

1. Das Produkt aller Verzweigungsprimteiler, jeder im der 
Potenz genommen, die seine Ordnung angibt, heiBt Verzweigungs- 
divisor; er werde mit 3, bezeichnet und seine Ordnung, die 
immer gerade ist, mit w,. Er hingt von der Wahl der unab- 
hangigen Verinderlichen # ab. 

2. Es ist, wenn man den Nennerdivisor einer Funktion R 
mit nz bezeichnet, 

Of _ a> Of _ __ sy 


ate AE 
CMs ae OUD nse aly 


Der hierdurch definierte, immer ganze, Divisor } hei®t Doppel- 
punktdivisor, weil er Null wird an den Stellen und nur an den 
Stellen, wo die Kurve f(x, y) +0 mehrfache Punkte hat (vgl. 
§ 7). Uber den Doppelpunktdivisor ) gilt folgender wichtige 
Satz: 

Ist R eine Funktion aus K und ist, in Faktoren zerlegt, 


dg 


Aow ? 
nn, 


wo g ein ganzer Dwvisor ist, so lapi sich R darstellen als ganze 
rationale Funktion von a, y. Ist A<m, wn, so ist diese 
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ganze rationale Funktion so zu wihlen, dap sie in x héchstens 
vom Grade 4 und in y hichstens vom Grade w ist. Dieser Satz 
ist im wesentlichen gleichbedeutend mit dem Noetherschen Schnitt- 
punktsatz. Der Noethersche Satz geht aber tiefer. (M. Noether, 
Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde 
von beliebig vielen Dimensionen, Math. Ann. 2, 8. 293—316, 1870, 
und Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funk- 
tionen, Math. Ann. 6, S. 351, 1873.) 

Die Hauptaufgabe besteht darin, alle Funktionen zu finden, 
die Vielfache eines gegebenen Divisors q sind. Hensel und 
Landsberg verfahren in ihrem Buche so, da8 sie zunichst 
alle Funktionen bestimmen, die der verlangten Bedingung ge- 
niigen bis auf die Stellen, die zu einem gegebenen Werte a 
einer GréBe x gehdren. Dann werden die verfiigbaren Kon- 
stanten so bestimmt, daB die gefundenen Funktionen auch bei 
Beriicksichtigung der zu x =a gehdrenden Primteiler Vielfache 
von q sind. Auch hier fithrt die genaue Betrachtung der Be- 
dingungen, denen die Konstanten gentigen miissen, zum Rie- 
mann-Rochschen Satz. 


§ 4. Birationale Transformationen. 


Greift man zwei beliebige Funktionen & » aus K heraus, 
so besteht zwischen ihnen immer eine algebraische Gleichung, 
und der dadurch definierte algebraische Kérper K (&, ) ist in 
K(a, y) enthalten, braucht aber nicht mit ihm identisch zu sein. 
Ist aber & beliebig (nicht konstant) gewihlt, so kann man immer 
auf unendlich viele Arten 1 aus K so bestimmen, daB K(&, 7) 
und K(x, y) miteinander identisch sind, so daB alle Funktionen 
aus K(x, y), also auch # und y, rationale Funktionen von &, n 
werden. Da aber auch umgekehrt § und 7 rationale Funktionen 
von a, y sind, so nennt man den Ubergang von den Verinder- 
lichen a, y zu §,  birationale Transformation. 

Geradeso wie wir zu a als unabhingiger Verinderlichen 
eine Riemannsche Flache konstruiert haben, kénnen wir nun 
auch zu der beliebigen GréBe § als unabhiingiger Verinderlichen 
eine Riemannsche Flache konstruieren. Die Zahl der Blatter 
dieser Fliche ist gleich dem Grade m. von § Jede Funktion 
aus K geniigt einer Gleichung vom Grade mn; mit rationalen 
Funktionen von & als Koeffizienten. Die Gleichung ist entweder 
unzerlegbar oder sie zerfallt in untereinander identische Glei- 
chungen (vgl. § 1). Ist die Gleichung fir eine Gré8e » irre- 
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duzibel, so ist der Kérper K(é, 4) mit K(a, y) identisch, sonst 
nicht. Die GroBe 7 heiBt in diesem Falle eine primitive GréBe 
des Kérpers in bezug auf &. 

Die beiden Tiementeohts Flichen &,, und R, entsprechen 
einander Punkt fiir Punkt und haben denselben Zusammenhang. 
Der zu R; gehérende Verzweigungsdivisor sei 3-, seine Ord- 
nung w;. 3, und 3¢ haben im allgemeinen keinen gemeinsamen 
Primteiler. Es gilt die wichtige Zerlegung 


Da da/d&é eine Funktion des Kérpers ist, so ist die Ordnung 
des zugehérigen Divisors Null. Daraus folgt 


— == = Dy == 4 —_— ‘ 
2p — 2 = w,— 2n, = We — 2Ms. 


Es haben also die beiden Flichen R, und FR, dasselbe Ge- 
schlecht p, so da8 p birationalen Transformationen gegeniiber 
invariant ist. Man ist also berechtigt, schlechtweg vom Ge- 
schlechte des Korpers K zu sprechen. 

Gibt es in K eine Funktion & ersten Grades und nehmen 
wir diese als unabhingige Verinderliche, so werden die Glei- 
chungen, denen die Funktionen gentigen, vom ersten Grade, die 
Funktionen werden also rational in §. Die Riemannsche Fliche R; 
wird einblittrig, hat also keine Verzweigungspunkte, und es wird 
daher das Geschlecht p gleich Null. Da es im Korper K immer 
Funktionen vom Grad p+ 1 gibt, so existieren umgekehrt im 
Fall » = 0 immer Funktionen ersten Grades. 

Gibt es im K6rper eine Funktion § zweiten Grades, so ge- 
niigen alle Funktionen Gleichungen zweiten Grades; wir haben 
also den Fall des Ke elliptischen te Da es immer Funk- 


tionen vom Grade + ( + 2) oder = (» + + 3) gibt, je nachdem 


p gerade oder ungerade ist, so sind die Kérper vom Geschlechte 
p =1 (der elliptische Korper) und p = 2 immer hyperelliptisch. 

Man kann die birationale Transformation dazu benutzen, 
eine méglichst einfache Gleichung zur Definition von K zu be- 
kommen. Dabei ist natiirlich nicht volikommen bestimmt, was 
man unter mdglichst einfach verstehen soll. Ist AK hyperellip- 
tisch, so wird man die Definitionsgleichung als reine Gleichung 
gweiten Grades wihlen. Im allgemeinen Falle kann man die 
Gleichung z. B. so wihlen, daB sie von médglichst niedrigem 
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Grade ist, oder so, daB nur Verzweigungsstellen erster Ordnung 
vorkommen. Uber eine weitere wichtige Vereinfachung der Glei- 
chung durch birationale Transformation vgl. § 7. 

Ferner kann man die neuen Veriinderlichen &, 4 so wihlen, 
da8 in der zwischen ihnen bestehenden Gleichung méglichst wenig 
verfiigbare Konstanten vorkommen. Diese Konstanten nennt man 
die Moduin des Kérpers. Die Zahl der Moduln ist, wenn der 
Kérper nicht besonders eingeschraénkt ist, fiir p = 0 gleich Null, 
fir p=1 gleich 1 und fiir p >1 im hyperelliptischen Falle 
gleich 2p — 1, im allgemeinen Falle gleich 3p — 3. 

SchlieBlich kann man danach fragen, ob man nicht & 4 
so wihlen kann, daB die zwischen &, » bestehende Gleichung 
mit der Gleichung zwischen x, y identisch wird, ob also der 
Korper Zransformationen in sich zulaiBt. Es ergibt sich: Ist 
y =0, so hat K oo® Transformationen in sich, fir p= 1 hat 
K oo! solebe Transformationen, in allen anderen Fallen, wenn 
iiberhaupt, nur eine endliche Zahl. Das kommt daher, daB bei 
einer Transformation in sich die WeierstraBpunkte wieder in 
WeierstraBpunkte tibergehen miissen. (H. A. Schwarz, Uber 
diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei verdnderlichen 
Gripen, welche eine Schar rationaler eindeutig umkehrbarer Trans- 
formationen in sich selbst zulassen, J. f. Math. 87, S. 139, 1879; 
Ges. Abhandl. 2, 8. 285, 1890; M. Noether, Note tiber die alge- 
braischen Kurven, welche eine Schar eindeutiger Transformationen 
m sich zulassen, Math. Ann. 20, S. 59, 1882; Nachtrag hierzu 
Math, Ann. 21, 8. 138, 1883.) 


§ 5. Die Differentiale und Integrale des Kérpers. 
(Vgl. auch § 10.) 


Ist R eine Funktion des Kérpers A, so nennt man Rdx 


ein Abelsches Differential und i Rdzx ein Abelsches Integral. 
Hierbei ist die Verinderliche x peyormee Es ist aber, wie 
schon frither angegeben, n2 37 ‘da = ni37*d§. Schreibt man da- 
her das Differential in der Form: 


dw = Bde— was, 
bx bE 

so ist der hierdurch definierte Divisor ty durch das Differential 
eindeutig bestimmt und wnabhingig von der Wahl der unab- 
hingigen Verdnderlichen, also bei birationalen Transformationen 
imvariant. to hei®t der zu dem Differential dw gehérende Diffe- 
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rentialteder. Als Ordnung eines Differentialteilers ergibt sich, 
da wn?371 eine Funktion des Kérpers ist und daher die Ord- 
nung Null hat, w,— 2n,= 2p — 2. 

Ist ¢ eine Funktion aus K, die an der Stelle p von der 
ersten Ordnung Null wird, so laBt sich das Differential dw in 
der Umgebung von } darstellen in der Form 


do =U E(t) dt, 


wo & eine gewoéhnliche Potenzreihe von ¢ ist, die fir t= 0 
nicht verschwindet. Man sagt, das Differential wird an der 
Stelle p von der Ordnung 4 Null oder von der Ordnung — 4 
unendlich. Da die Ordnung eines Differentialteilers 2 — 2 ist, 
so ist die Zahl der Nullstellen eines Differentials immer um 
2p — 2 groéBer als die der Unendlichkeitsstellen, wenn jede Stelle 
so oft gezihlt wird wie ihre Ordnung angibt. 

Wird ein Differential an der Stelle p von der Ordnung v 
unendlich, so wird das Integral, wenn v = 1, logarithmisch un- 
endlich, wenn v >1, unendlich von der Ordnung vy —1. Im 
Falle des logarithmischen Unendlichwerdens nennt man den Fak- 
tor von log ¢ in der Entwicklung des Integrals das Residuum 
des Integrals. Es ist gleich dem Residuum des Integranden. Da- 
her gilt auch fiir Integrale der Satz: Die Summe aller Residuen 
eines Integrals ist Null. Andere als die angegebenen logarithmt- 
schen und polaren Unstetigkeiten haben die Abelschen Integrale 
nicht. 

Man teilt die Integrale (und Differentiale) in drei Arten 
oder Gattungen ein. Erster Gattung heiBen diejenigen, die nir- 
gends unendlich werden, deren zugehériger Differentialteiler also 
ganz ist; zweiter Gattung diejenigen, die nur polare Unstetigkeiten 
haben; dritter Gattung diejenigen, die logarithmisch unendlich 
werden. Man rechnet auch wohl die Integrale erster Gattung 
zu denen zweiter Gattung und nennt dann ein Integral zweiter 
Gattung, das wirklich unendlich wird, ein eigentliches Integral 
zweiter Gattung. Diese Einteilung stammt von Riemann. (Siehe 
dessen Abelsche Funktionen.) 

Die Integrale sind micht eindeutige Funktionen der Stellen 
des algebraischen Gebildes oder der Stellen einer zum Kérper 
K gehérenden Riemannschen Fliche. Da aber die Differentiale 
eindeutig sind, so kénnen sich die verschiedenen Werte, die ein 
Integral an einer Stelle annimmt, nur durch konstante Sum- 
manden unterscheiden. Diese Konstanten nennt man Perioden 
oder Periodizitétsmoduln. Weiteres dariiber siehe § 10. 
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Man nennt eine Anzahl Integrale linear wunabhdngig, wenn 
zwischen ihnen keine lineare homogene Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten besteht. Es gibt p linear unabhdngige Integrale 
erster Gattung. Es lassen sich ferner p Integrale zweiter Gattung 
so auswihlen, daB sich jedes Integral mit nur polaren Unstetig- 
keiten darstellen liBt als Swmme dieser p, mit konstanten Koef- 
fizienten multiplizierten, Integrale, eimes Integrals erster Gattung 
und einer Funktion des Korpers K. 

Da die Summe der Residuen eines Integrals Null ist, so 
gibt es kein Integral, das nur an einer Stelle logarithmisch un- 
endlich wiirde. Wohl aber gibt es immer ein Integral, das an 
zwei beliebig gegebenen Stellen nur logarithmisch unendlich wird 
und sonst nirgends unendlich wird. Ein solches Integral nennt 
man ein Elementarintegral dritter Gattung. Jedes Integral lapt 
sich als Summe von Elementarintegralen dritter Gattung und In- 
tegralen erster und zweiter Gattung darstellen. 

Die Integrale erster und zweiter Gattung verhalten sich in 
der Umgebung jeder Stelle von K wie die Funktionen aus K. 
Erweitert man den Kérper K durch Hinzufiigen aller Integrale 
erster und zweiter Gattung, so gilt fiir den neuen Koérper K’ 
der Satz: Es gibt Funktionen, die an beliebig gegebenen Stellen 
von beliebig gegebener Ordnung und sonst nirgends unendlich 
werden, also z. B. auch Funktionen, die nur an einer Stelle von 
beliebig gegebener Ordnung unendlich werden. Will man aus K’ 
die Funktionen aus AK aussondern, so hat man aus K die eim- 
deutigen Funktionen auszuwihlen. Durch die genauere Verfolgung 
der dazu nétigen Bedingungen l&Bt sich der schon erwahnte Rie- 
mann-Rochsche Satz (§ 6) beweisen. 


§ 6. Der Riemann-Rochsche Satz. 


Man teilt die Gesamtheit aller Divisoren’ eines Kérpers K 
in Klassen ein, indem man zwei Divisoren dann und nur dann 
in dieselbe Klasse rechnet, wenn ihr Quotient eine Funktion des 
Korpers ist. Man nennt zwei solche Divisoren dquivalent. Jeder 
Divisor gehért einer und nur einer Klasse an und jede Klasse 
ist durch einen in ihr enthaltenen Divisor eindeutig bestimmt. 
Ist q ein Divisor, so bezeichnet man die durch ihn bestimmte 
Klasse mit (q). Alle Divisoren einer Klasse haben dieselbe Ord- 
nung, die auch die Ordnung der Klasse heiBt. 

Unter allen Klassen sind zwei besonders wichtig. Erstens 
die Klasse, die alle Divisoren enthilt, die den Funktionen des 
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Korpers entsprechen. Sie heiBt die Hauptklasse. Ihre Ordnung 
ist Null. Zweitens die Klasse, die die Differentialteiler enthilt. 
Sie heiBt die Differential- oder kanonische Klasse. Ihre Ordnung 
ist 29— 2. Die Divisoren der Differentialklasse sollen mit f 
bezeichnet werden und die Klasse selbst mit (f). 

Man nennt mw Divisoren einer Klasse linear unabhdngig, 
wenn zwischen den Funktionen, die aus ihnen durch Division 
mit irgendeinem Divisor derselben Klasse hervorgehen, keine 
lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten besteht. Die Zahl 
der linear unabhingigen ganzen Divisoren einer Klasse (q) heiBt 
die Dimension der Klasse und wird mit {q} bezeichnet. Ist die 
Ordnung von (q) negativ, so ist {q}—= 0; denn ein ganzer Divi- 
sor kann nicht von negativer Ordnung sein. Ist die Ordnung 
von (q) Null und (q) nicht die Hauptklasse, so ist auch {q} =0, 
ist aber (q) die Hauptklasse, so ist {q}—= 1, da die Konstanten 
die einzigen ganzen Divisoren der Hauptklasse sind. 

Sind q, und q, zwei Divisoren, so nennt man die durch 
die Divisoren g,q, und q,/q, bestimmten Klassen (q,q,) und 
(q:/d2) Produkt und Quotient der Klassen (q,) und (q,) und be- 
zeichnet sie auch mit (q,)-(q,) und (q,)/(a,). Ihre Ordnungen 
sind gleich Summe und Differenz der Ordnungen von (q,) und 
(q,). Ist im besonderen das Produkt zweier Klassen die Diffe- 
rentialklasse, so nennt man sie Ergdnzungsklassen. 

Es seien (q) und (q’) zwei Erginzungsklassen und g und q’ 
ihre Ordnungen, dann ist 


Gran 2 Die, 
und zwischen ihren Dimensionen {q}, {q’} besteht die Gleichung 


(1) {qg} $= {q'}—F oder 


(11) (q}—{<]+a—p +1, 


da man (q’) auch mit (f/q) bezeichnen kann. Der durch diese 
Gleichung ausgesprochene Satz heiBt der Riemann-Rochsche Satz. 
Er ist zuerst fiir den Fall, daB {£/q}—0O von Riemann (Abelsche 
Funktionen) ausgesprochen und allgemein von Roch. (G. Roch, 
Uber die Anzahl der willkiirlichen Konstanten in algebraischen 
Funktionen, J. f. Math. 64, 8. 372, 1865.) 

Dieser Satz ist einer der wichtigsten in der Theorie der 
algebraischen Funktionen. Es seien einige besonders wichtige 
Falle hervorgehoben. 
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1. Es sei q ein Divisor der Hauptklasse, also {q} = 1, 
q=0. Die Erginzungsklasse ist in diesem Falle die Differen- 
tialklasse (£). Der Riemann-Rochsche Satz gibt 


{tf} =p, 


d. h. in Worten: Die Anzahl der linear unabhdngigen Differen- 
tiale, deren Divisor ein Vielfaches einer beliebigen Funktion § des 
Korpers K ist, ist gleich dem Geschlechte p des Korpers. Nehmen 
wir § = 1, so ergibt sich, daB die Zahl der linear unabhingigen 
Differentiale (Integrale) erster Gattung gleich p ist. 


2. Es sei die Ordnung gq = — y negativ; dann ist {q} = 0 
und also t 
pal =r+tp— 1, 


d. h. in Worten: Die Anzahl aller linear unabhdngigen Differen- 
tiale, deren Divisoren Vielfache eines beliebigen Divisors negativer 
Ordnung — v sind, ist gleich v + p—1. Oder spezialisiert: Die 
Anzahl aller linear unabhingigen Differentiale, deren Nenner 
gleich einem gegebenen Divisor von der Ordnung vy oder ein 
Teiler von ihm ist, ist stets v + p — 1. 

3. Als weitere Anwendung bestimmen wir die Zahl der 
linear unabhingigen Funktionen des K6rpers, deren Nenner ein 
gegebener ganzer Divisor q von der Ordnung q oder ein Teiler 
von q ist. Diese Anzahl ist 


(q}={a'}+5a—54 

oder, da g + q’ = 2p — 2 ist, 
{q) ={q}+a—p + is 

Ist nun g > 2p — 2, so ist q’ negativ und daher {q’} —0, also 
(ee oii 


In diesem und auch nur in diesem Falle ist also die Dimension 
der durch q bestimmten Klasse allein von der Ordnung von 
q abhingig und nicht von der speziellen Wahl des Divisors q. 
Dieser Fall tritt bei positivem g nur dann immer ein, wenn 
p=0 oder p=1 ist. Ist p >1 und ist der Divisor q nicht 
speziell gewihlt, so ist fir p< q<2p— 2, wie im vorigen Falle, 


{q}=q—p+1 


und fii 
tg <p ees 
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Hieraus folgt auch der schon friiher angegebene Satz, daB es 
keine Funktionen des Korpers gibt, die an p beliebig gegebenen 
Stellen von erster Ordnung unendlich werden, wohl aber Funk- 
tionen, die an p + 1 beliebig gegebenen Stellen unendlich werden. 


§ 7. Geometrische Deutung der den Kérper K definierenden 
Grundgleichung. 


I, Nichthomogene Koordinaten. 


Die den Kérper K definierende Gleichung f(a”, y) =0 sei 
in “, y vom Grade m,n. Wir kénnen die Gleichung als Glei- 
chung einer Kurve in kartesischen Koordinaten auffassen. Ist p 
eine Stelle von A, so entspricht ihr ein bestimmter Punkt der 
algebraischen Kurve f. Aber umgekehrt kénnen einem Punkte 
der Kurve f verschiedene Stellen des algebraischen Kérpers, also 
der Riemannschen Fliche entsprechen. Wenn nimlich y an meh- 
reren der an der Stelle x = a iibereinanderliegenden Stellen der 
Riemannschen Fliche R denselben Wert, etwa b, hat, so ent- 
sprechen dem Kurvenpunkte mit den Koordinaten a, 6 mehrere 
Stellen der Riemannschen Fliche. Die Riemannsche Fliche hat 
an diesen Stellen keine besondere Higentiimlichkeit. Man nennt 
eine solche Stelle der Kurve einen mehrfachen Punkt; im ge- 
naueren definiert man: Der Punkt a,b ist ein k-facher Kurven- 
punkt, wenn die Zihlerdivisoren von «—a und y—O0 einen 
Divisor k-ter Ordnung gemeinsam haben. Ist @ oder b unend- 
lich, so ist, wie iiblich, unter x — a, y — b zu verstehen 1/x, 1/y. 
Oder analytisch ausgedriickt: Der Kurvenpunkt a, b heiBt ein 
k-facher Punkt, wenn die Differentialquotienten von f(a, y) nach 
az und y bis zur (& — 1)-ten Ordnung einschlieBlich verschwin- 
den fir =a, y=b, dh. also, wenn die Entwicklung von 
f(#, y) nach Potenzen von « —- a, y — 6 mit Gliedern k-ter Di- 
mensionen beginnt. 

Der gréBte gemeinsame Teiler der Zahlerdivisoren von 4 — a 
und y— b sei i 

Gi== PP Do? - 3 PL 
WO ,, P.,--+, p, voneinander verschiedene Primteiler sein sollen. 
Die Singularitét der Kurve f an der Stelle a, 6 heiBt dann 
%-2weigig; denn es entspricht jedem der Primteiler p; von q eine 
bestimmte Stelle mit einer bestimmten Entwicklung von 7 —a 
und y—b, so daB sich % voneinander verschiedene Kurven- 
zweige ergeben, die durch den Punkt a,b hindurchgehen. Man 


Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl. 55 
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nennt eine gerade Linie Zangente an einen dieser Kurvenzweige, 
wenn sie einen Schnitt héherer Ordnung mit dem betreffenden 
Zweige im Punkte a, b eingeht als jede andere Gerade. 


Wir betrachten zwei Falle etwas genauer. 


1. Ein k-facher Punkt mit getrennten Tangenten. Die Glie- 
der k-ter Dimension, mit denen die Entwicklung von f(z, y) nach 
Potenzen von # — a, y — b beginnen soll, seien p(z — a, y — 6) 
und es habe die Gleichung &-ten Grades p(1, 12) = 0 lauter ver- 
schiedene endliche Wurzeln 4,, %,,..-, 4,. Dann ergeben sich 
aus f= 0 k Entwicklungen 


y—b=if(e—a)+-, G=1,2,..,48) 


und jede von ihnen stellt einen durch den Punkt a, b gehenden 
Kurvenzweig dar. Die Tangenten an diese Zweige sind durch 
die Gleichungen y —b =1,(~— a) gegeben, also voneinander 
verschieden. Fiir = 2 nennt man solch einen Punkt auch 
einen Doppelpunkt. 


2. Der Fall des zweifachen Punktes. Es sind verschiedene 
Unterfaille zu unterscheiden, von denen wir nur die einfachsten 
beriicksichtigen. Die Singularitét kann ein- oder zweizweigig 
sein. Ist sie zweizweigig, so haben wir zwei Entwicklungen von 
y — 6 nach ganzen Potenzen von x — a, etwa 


y—b=iA,(@—a)t+-:-, y—b=A,(e—a)+-:-. 


Sind 4,, 4, voneinander verschieden, so haben wir einen Doppel- 

punki, sind sie gleich, so haben wir einen Selbstberiihrungspunkt. 

Ist die Singularitét einzweigig, so haben wir fiir y—b eine 
1 


Entwicklung nach Potenzen von (« —a)?, die aber mit der 
1 


zweiten Potenz von (x — a)? beginnt, etwa 
3 


y—b=c¢,(e—a) + ¢(a—a)? + o,(e—a)?+---. 


Ist ¢, += 0, so hat die Kurve an der Stelle a, b eine gewdhnliche 
Spitze. Ist c,—= 0, wahrend c,-+- 0, so hat die Kurve an der 
Stelle a,b eine Schnabelspitze. 

An den mehrfachen Stellen der Kurve f werden ¢f/éx und 
Of/cy beide Null. Bezeichnen wir den Nenner von x mit tty 
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und den von y mit t., so gilt im genaueren folgende Zerlegung 


(vgl. § 3) 


wo D ein ganzer Divisor ist, der an den mehrfachen Stellen von 
f und nur an diesen Null wird. } heiBt der Doppelpunktdivisor 
oder der Divisor der mehrfachen Punkte. Die Ordnung von 9, 
die immer gerade ist, werde mit 2d bezeichnet. Jeder Doppel- 
punkt und jede gewdéhnliche Spitze vergréBert d um 1, jeder 


K-fache Punkt mit getrennten Tangenten um 5 k(t — 1). Hat 


also die Kurve nur 6 gewohnliche Doppelpunkte und r gewéhn- 


liche Spitzen, so ist 
d=do-+r. 


Hat die Kurve nur mehrfache Punkte mit getrennten Tangenten, 
so ist 
2d =Sk(k—1). 


Aus der Zerlegung von @f/0x und df/dy folgt, da die Ordnung 
einer Funktion des Kérpers Null ist, 


2d =21—1)m—w,, 2d=2(m—1)l—w,, 


oder durch Hinfiihren des Geschlechtes p die symmetrische 
Gleichun 
i d = (1—1)(m—1) —p, 


aus der sich nebenbei ergibt, da p >0, daB die Kurve hich- 
stens (m—1)(m—1) Doppelpunkte haben kann. 
Der Divisor D andert sich schon, wenn man auch nur statt 
y eine neue abhingige Veranderliche einfiihrt. Er bleibt nur 
ungeindert bei linearen ganzen oder gebrochenen Substitutionen 
jeder einzelnen der Verinderlichen 2, y. 
Eine ganze rationale Funktion von z, y, deren Zihlerdivisor 
durch » teilbar ist, nennt man eine adjungierte Funktion und 
die durch Nullsetzen einer solchen Funktion definierte Kurve 
heiBt adjungierte Kurve. Ist im besonderen der Grad einer sol- 
chen Funktion in 2, y héchstens gleich 1 — 1, m—1, so heiBt 
sie eine spezielle adjungierte Funktion oder eine g- Funktion. 
Schreibt man ein Differential erster Gattung in der Form 


gp: (6f/dy)dx, 
55* 
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so ist der Zihler pm eine g-Funktion und es gilt auch das um- 
gekehrte. 

Man kann durch birationale Transformation erreichen, daB 
die neue Kurve nur gewéhnliche Doppelpunkte, und zwar im end- 
lichen, hat. Dieser von M. Noether bewiesene Satz ist von 
Kronecker dahin erweitert, daB man die neue unabhingige 
Verinderliche beliebig wihlen kann. (M. Noether, Uber die 
singuldren Wertsysteme einer algebraischen Funktion und die sin- 
guldren Punkte einer algebraischen Kurve, Math. Ann. 9, 5. 166, 
1876; Rationale Ausfiihrung der Operationen in der Theorie der 
algebraischen Funktionen, Math. Ann. 23, 8. 311, 1884; Zum 
Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen Funktionen, 
Math. Ann. 34, 8.450, 1889; L. Kronecker, Uber die Dis- 
kriminante algebraischer Funktionen einer Variabeln, J. f. Math. 
91, S. 301, 1881.) 


Ist p ein Primteiler und ist a der Wert, den eine Funk- 
tion x des Koérpers an der zugehdrigen Stelle » annimmt, so 
versteht man unter der Idealnorm von ) in bezug auf x die 
lineare Funktion x — a, wenn a endlich ist, sonst den Wert 1. 
Sie hingt natiirlich von der Wahl von x ab. Unter der Ideal- 
norm irgendeines Divisors versteht man das Produkt der Ideal- 
normen der einzelnen in dem Divisor enthaltenen Primteiler. 
Die Idealnorm von 3, sei mit 4 bezeichnet und die von }, die 
immer das Quadrat einer ganzen Funktion ist, mit X* Die 
Grade dieser ganzen Funktionen von # sind 2w, und 2d,, vor- 
ausgesetzt, daB an keiner der Stellen, die einen Beitrag zu 3, 
und Dd hefern, # unendlich ist. Sonst treten Graderniedrigungen 
ein. Bezeichnet D die Diskriminante von f(x,y) in bezug auf 
y, so gilt die Darstellung 


Dim AX, 


Nach Kronecker heiBt X der auferwesentliche, 4 der wesentliche 
Teiler der Diskriminante D, In der ilteren Literatur werden 
die ganzen Funktionen D, 4, X untersucht; Dedekind-Weber 
haben die Primteiler selbst betrachtet. Vgl. die ausftihrliche 
Darstellung von Hensel-Landsberg. Dabei ist diesen dadurch | 
eine bedeutende Vereinfachung gelungen, daB sie sich nicht auf 
ganze Divisoren beschrinken. 
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§ 8. Geometrische Deutung der den Koérper K definierenden 
Grundgleichung. 


II. Homogene Koordinaten. 
Ks seien dy, a,, a, drei linear unabhiingige ganze Divisoren 
einer Klasse (a) ohne gemeinsamen Teiler. Ihre Ordnung sei n. 
Ferner sei m+ irgendein Divisor der Klasse (a). Setzen wir 


dann 
X= MA, % = MA, La = MAy, 


so sind die x, Funktionen des Korpers und es besteht zwischen 
ihnen eine homogene Gleichung -ten Grades F(x, 2,, 2%) = 0. 
Bei passender Wahl der Divisoren a, besteht der Kérper K aus 
allen homogenen rationalen Funktionen von 29, 2,,%- Deutet 
man die 2, als homogene Punktkoordinaten der Ebene, so de- 
finiert F' =O eine algebraische Kurve. 

Besteht dann zwischen 2, %,,% eine homogene Gleichung 


(1) G(x, Uys ty) =, 


so schreibt man sie, da es auf den Faktor m nicht ankommt, 
auch in der Form 


(2) G (do, 4,, 4.) = 0. 


Umgekehrt soll eine Gleichung der Form (2) bedeuten, da die 
Gleichung (1) besteht. Ist ferner h(x, %,;,%_) eine ganze ratio- 
nale homogene Funktion, so wird unter h(a), a,, a.) der Zahler- 
divisor von h(a, %,, 2) verstanden, vorausgesetzt, daB der Di- 
visor m~+ als ganzer Divisor gewahlt ist. 

Setzen wir 2,/t) = 2, %/%) =y, so kénnen wir z,y als 
nicht homogene Koordinaten betrachten. Zu diesen gehért nach 
dem vorigen Paragraphen ein bestimmter Doppelpunktdivisor bd. 
Dieser hat den Faktor ay”~', der bei der jetzigen Betrachtungs- 
weise unwesentlich ist. Man setzt daher 


(3) Dea," 1D 


und nennt ) den Doppelpunktdivisor in projektivem Sinn. Die 
Gleichung (3) gilt aber nur, wenn ad) und a, und ebenso ay 
und a, teilerfremd sind. Anderenfalls gilt die Gleichung 
n—3 
ra ay D 
(4) ie = nr”? 


N, y 
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in der n, und n, die Nennerdivisoren von «# und y bedeuten 


und 7 und m die Ordnungen von n, und n,. Der Divisor d 
ist linearen homogenen Transformationen der Verinderlichen 
gegentiber invariant. Seine Ordnung ist immer gerade und sei 


mit 2d bezeichnet. Aus (3) folgt 
2d = 2d — n(n —1). 


Es gelten folgende Divisorengleichungen 


CEA (COs) GIES (Gea Oe 0) eee 
(5) Tis : = 5a tas! Bee = Diane? 
0 F(a, , a, , M9) 
Om = D8, :0, 


Darin bedeutet z. B. 3,., den Verzweigungsdivisor, der zu der 
Funktion a,/a, als unabhangiger Veranderlichen angehért. Durch 
Vergleichen der Ordnungen der Divisoren links und rechts in 
(5) folgt ; 
(6) p= (n—1)(@— 2)—d. 


Uber d besteht der wichtige Satz: Hine Funktion des Kor- 
pers, die ein Vielfaches des Divisors d/a” ist, léBt sich als ganze 
homogene Funktion v-ten Grades von Xp), %,,%_ darstellen. Man 
nennt eine ganze homogene Funktion v-ten Grades, deren Zih- 
ler durch 0 teilbar ist, eine adjungierte Funktion v-ten Grades 
und die durch Nullsetzen einer solchen Funktion definierte Kurve 
eine adjungierte Kurve v-ter Ordnung. Ist v = n — 3, so nennt 
man eine solche Funktion eine spezielle adjungierte Funktion 
oder eine g-Funktion. Hine g-Funktion, gleich Null gesetzt, 
liefert eine g-Kurve. Hine solche hat mit der Grundkurve 
aufer den mehrfachen Punkten noch 2p — 2 Punkte gemein- 
sam. Von besonderer Bedeutung (vgl. § 10) sind noch diejeni- 
gen adjungierten Kurven der Ordnung 2p + 2d, deren 2p von 
den in } enthaltenen Nullstellen verschiedene Nullstellen paar- 
weise zusammenfallen. Solcher Funktionen gibt es bis auf kon- 
stante Faktoren 2°”, Ist w eine dieser Funktionen, so ist Vw 
eine Funktion, die sich tiberall wie eine Funktion aus K ver- 
hilt, die aber nicht eindeutig ist, sondern ihr Vorzeichen indern 
kann, wenn die Stelle, von der sie abhiingt, auf der Riemann- 
schen Fliche einen geschlossenen Weg beschreibt. Man nennt 
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Vw eine Wurzelfunktion (erster Ordnung). Das Produkt zweier 
solcher Funktionen hei8t Wurzelfunktion zweiter Ordnung. 

Es sei noch die Aronholdsche Schreibweise fiir ein Differen- 
tial in homogenen Koordinaten angegeben. (Aronhold, Berl. 
Sitzungsber. 1861; ferner: Uber eine neue algebruische Behand- 
lungsweise der Ditegrate irrationaler Differentiale usw. J. f. Math. 
61, S. 95, 1863) 


| % G &% 
Zt, WX, 


0 
lan dx, dx 
(7) 9 (Xo; %1) Xe) OF : AF ; OF” 
“0 Bay +e i ie *: Oa, 


wo gy eine homogene, nicht notwendig ganze, Funktion vom 
Grade »— 3 sein muf. Dies Differential ist dann und nur 
dann von der ersten Gattung, wenn g eine g-Funktion ist. Es 
gibt daher p linear unabhangiger solcher Funktionen. Der 
groBte gemeinsame Teiler der Zihler dieser Funktionen ist der 
Doppelpunktdivisor }. 

Es sei Dg der Zahler einer adjungierten Funktion m-ter 
Ordnung. Zerlegt man den ganzen Divisor g irgendwie in 
zwei ganze Divisoren r,$, so werden ry und $ Reste vonein- 
ander genannt. Die charakteristische Beziehung zweier Reste r 
und 3 besteht darin, daB dDr3 ein durch 0 teilbarer ganzer Di- 
visor ist, der einer Klasse angehdrt, die eine Potenz von (a) 
ist. Zwei ganze Divisoren oder die ihnen auf der algebraischen 
Kurve entsprechenden Punktgruppen heiBen korresidual, wenn 
sie Reste desselben Divisors 3 sind. Es gilt dann folgender 
Hauptsatz: Sind r und vr’ korresidual in bezug auf 3 und ist 
irgendein anderer Divisor 3° Rest von tr, so ist er auch Rest 
von v. Der Beweis ist einfach. Bezeichnen wir nimlich durch 
q~q’, daB die Divisoren q,q’ Aquivalent sind, also derselben 
Klasse angehéren, so lauten die Voraussetzungen des Satzes 
dr wa’, dr’ 3 wat, Dr3’~ a0", wo 1, mu, v irgendwelche ganze 
Zahlen sind. Daraus folgt aber die Behauptung in der Form 

(br’3) (Dr3’) (br3)—1 = dr’8’~ at t?—?, 
Dieser Restsatz ist in der Brill-Noetherschen Theorie das 
Fundament der ganzen Untersuchung und wird dort durch geo- 
metrische Betrachtungen bewiesen. ‘(Brill- -Noether, Uber die 
algebraischen Funktionen und ihre Anwendung in den Geometrie. 
Math. Ann. 7, S. 269, 1874.) 
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§ 9. Geometrische Deutung der den Kérper K definierenden 
Grundgleichung. 


Til. Linienkoordinaten. Pliickersche Formeln. 


Die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen mégen bei- 
behalten werden. Es gelten folgende Definitionen und Siatze: 
Man nennt alle Divisoren von der Form 


(1) CoM TF Cy Ay 

bei konstanten cy), ¢,, eine einfach unendliche Divisorenschar. Ist 
p irgendeine Stelle von K und bestimmt man alle Divisoren 
der Schar (1), die durch den Primteiler p teilbar sind, so wer- 
den diese eine bestimmte Potenz von ), etwa p* gemeinsam 
haben. Nur fiir eine endliche Zahl von Stellen ist a von 1 
verschieden. Das Produkt I/p*—?, erstreckt itiber alle Stellen 
von K, enthalt also nur eine endliche Zahl von Faktoren. Es 
heiBt der Verzweigungsdivisor der Schar (1) und es ist 

= IIp?-}, 


Ba, :a2 
Man nennt alle Divisoren, die in der Form 
(2) CoMg 1 Cy Ay + Cy Mg 


enthalten sind bei konstanten ¢), ¢,, ¢,, eine zweifach unendliche 
Divisorenschar. Ist » wieder ein Primteiler und bestimmt man 
alle Divisoren der Schar, die » als Faktor haben, so haben 
diese eine Potenz von p als gréBten gemeinsamen Faktor, etwa 
p%. Man nennt das Produkt 


i= bree. 


erstreckt tiber alle Stellen von AK, das wieder nur eine endliche 
Zahl von Faktoren enthilt, den ersten Verzweigungsdivisor der 
Schar (2). Bestimmt man ferner alle Divisoren der Schar (2), 
die den Primteiler ) mindestens in der Potenz p%,+! enthalten, 
so mége die gréBte Potenz von p, die alle diese Divisorea ent- 
halten, die (a, + a,)-te sein. Das tiber alle Stellen von K er- 
streckte Produkt 
Ty = I1p%-* 

enthalt wieder nur eine endliche Zahl von Faktoren und heift 
der zweite Verzweigungsdivisor der Schar (2). Die Ordnungen 
der Divisoren r, und tr, seien 7, und r,. Diese Divisoren haben 
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fiir die durch die Gleichung F(a), 2,, 2.) =O definierte Kurve 
F in den einfachsten Fallen folgende geometrische Bedeutung. 
Hat fiir einen in 1, enthaltenen Primteiler p der Exponent a, 
den kleinsten Wert 2, und ist w,—= 1, so hat die Kurve an der 
p entsprechenden Stelle, die auch mit p bezeichnet sei, einen 
Riickkehrpunkt (Spitze); ist o, = 1, eg = 2, so hat die Kurve in 
p einen Wendepunkt, und wenn a, = c,=2, so hat sie in p 
eine Schnabelspitze. Es heiBt daher r, auch der Divisor der 
Riickkehrpunkte und r, der Divisor der Wendepunkte. 

Es seien %, %,, %, die homogenen Linienkoordinaten der 
Kurve F. Es ist 
Paiste marie WN 2 2 seb 
gas eid Oe OG. On, Bay:ae? Fay 205° Fag:ay ° 


Zwischen up, U,, Us besteht eine irreduzible homogene Gleichung, 
die Gleichung von F in Linienkoordinaten. Sie sei G (ug, U4, Ug) = 0. 
Der Grad & von G@ heiBt die Klasse von F. Es ist k gleich 
der Ordnung der Divisoren 3, sacribatachoa a. nachdem man sie 
von ihrem gré8ten gemeinsamen Teiler befreit hat. Dieser ist 
aber gerade der Divisor r, der Riickkehrpunkte. Es ergibt sich 
daher die Formel 
(1) k=w—r,= 2p —24 2n—1,. 
Es gilt ferner die Zerlegung 

ome ys 

da, dx, da, |= t,?r, m°, 

dn, dx, 02, 
wo m1? den gemeinsamen Nenner von 2p, %1,,%_ bedeutet. Da 
ein Differential die Ordnung 2p—2 hat und ein zweifaches 
Differential die Ordnung 2(2p — 2), so ergibt sich folgende 
Formel fiir die Ordnung r, des Divisors der Wendepunkte 


(1) 1,=38(2p—2 +n) — 2r, = 3(w — n) — 217. 
Nehmen wir an, da® die Kurve an Singularitéten nur 0 gewohn- 
liche Doppelpunkte und r einfache Riickkehrpunkte hat und 
ferner i Wendepunkte (oder Wendetangenten) und ¢ Doppel- 
tangenten, so lassen sich die Formeln (I), (II) wegen 7; = 1, 
%,= 1, d=06-+,r folgendermaBen schreiben 

(Ia) k= 2p + 2(n—1) —r=n(n—1) — 20 —3r, 

(IIa) i = 3n(n — 2) — 60 — Br. 
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Der Kurve F' kann man dual eine andere entsprechen 
lassen, so daB den Punkten und Tangenten von F’ eineindeutig 
umgekehrt die Tangenten und Punkte der neuen Kurve ent- 
sprechen. Am einfachsten erhailt man diese Kurve, indem man 
in der Gleichung von F' in Linienkoordinaten die Linienkoordi- 
naten als Punktkoordinaten deutet. Diese Kurve nennt man 
Reziprokalkurve von F. Deren Reziprokalkurve ist wieder F. 
Die Ordnung der Reziprokalkurve ist gleich der Klasse & von F, 
ihre Klasse gleich der Ordnung » von F. Den Doppelpunkten, 
Wendetangenten, Riickkehrpunkten, Doppeltangenten von F' ent- 
sprechen Doppeltangenten, Riickkehrpunkte, Wendetangenten, 
Doppelpunkte der neuen Kurve. Wendet man also auf die Rezi- 
prokalkurve die Formeln Ia und Ila an, so bekommt man 


(IIT) n = k(k — 1) — 2¢— 34, 
(IV) r = 3k(k — 2) — 6t— Bi. 


Die Formeln (I) bis (IV) heiBen die Plickerschen Formeln, da 
Pliicker sie zuerst in den einfachsten Fallen aufgestellt hat. 
(J. Pliicker, System der amalytischen Geometric, Berlin 1835; 
Theorie der algebraischen Kurven usw., Bonn 1839.) Da auBer- 
dem beide Kurven dasselbe Geschlecht haben, so ist noch 


p=—=(n—1)(n—2)—6—+, 
p=—(k—1)(k— 2) —t—-4. 


Nach derselben Methode lassen sich auch Rawmkurven im 
Raume von beliebig vielen Dimensionen behandeln. (Siehe den 
entsprechenden Abschnitt in dem Buche von Hensel-Lands- 
berg.) Von besonderer Wichtigkeit ist die Raumkurve im 
Raume von y —1 Dimensionen, deren homogene Koordinaten 
proportional sind p linear unabhingigen Differentialen erster 
Gattung. Sie heiBt die Kuwrve der Differentiale erster Gattung 
oder die Hauptkurve oder auch Normalkurve des Kérpers K. 
Sie ist ihrer Definition nach invariant bei allen birationalen 
Transformationen des Kérpers. Es gilt der wichtige Satz: Ist 
der Kérper K hyperelliptisch, so entsprechen jedem Punkte der 
Hauptkurve zwei Punkte von K und jeder Stelle von K ein Punkt 
der Hauptkurve. Ist K nicht hyperelliptisch, so entsprechen die 
Punkte der Hauptkurve und die Stellen von K einander einein- 
deutig. Die Hauptkurve ist also im hyperelliptischen Fall dop- 
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pelt zu zihlen, wihrend sie im allgemeinen Fall keinen mehr- 
fachen Punkt besitzt. Es sei noch der Satz angefiihrt: Es gibt 
immer eine doppelpunktfreie Rauwmkurve der Art, dab die Punkte 
der Kurve und die Stellen von K einander eineindeutig entsprechen. 

Durch Projektion einer solchen Kurve oder auch der Haupt- 
kurve auf eine Ebene kann man Grundkurven fiir den Kérper K 
finden, die nur gewdhnliche Singularitiiten besitzen. 

Es sei an dieser Stelle auch auf die Methode F. Kleins 
hingewiesen zur Darstellung der Funktionen und Integrale eines 
algebraischen Kérpers, die zu besonders einfachen Darstellungen 
fiihrt. Klein stellt das algebraische Gebilde als ein- oder mehr- 
fach tiberdeckte Kurve des Gebietes von » homogenen Verinder- 
lichen 2,, 2, ---, 2, dar von solcher Beschaffenheit, daB die 
p Differentiale erster Gattung proportional zu p ganzen alge- 
braischen (nicht notwendig rationalen) Formen einer bestimmten 
Dimension werden, die keine gemeinsame Nullstelle haben. Fir 
n= 2 ergibt sich die Riemannsche Fliche. Genaueres hier- 
tiber sehe man in der Arbeit von F. Klein, Zur Theorie der 
Abelschen Funktionen, Math. Ann. 36, S. 1, 1890; F. Klein, 
Rtiemannsche Fldchen, Autographiertes Vorlesungsheft, Gdttingen 
1892; Enzykl. d. m. W. IL 2, 8. 153. 
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Ein tieferes Hindringen in die Theorie der Abelschen 
Integrale ist auf zwei wesentlich verschiedenen Wegen mdglich, 
einmal auf transzendentem Wege (Riemann) und zweitens auf 
algebraischem Wege (Weierstra8). Die algebraische Methode 
verdient insofern den Vorzug, als sie mit einfacheren und natur- 
gemiBeren Hilfsmitteln auskommt und auch gleichzeitig Metho- 
den zur Berechnung aller wichtigen Funktionen und Integrale 
liefert. Die folgende Darstellung schlieBt sich daher an die 
WeierstraBsche Darstellung an. Doch soll auch der Rie- 
mannsche Weg kurz angedeutet werden (§ 11). Zur genaueren 
Vergleichung der beiden Methoden sehe man die betreffenden 
Abschnitte in dem Buche von Hensel-Landsberg und die 
Anzeige von O. Blumenthal der mathematischen Werke von Karl 
Weierstra8 in den Gdéttinger gelehrten Anzeigen 2 (1905). 

Es gibt » und nur p linear unabhingige Integrale erster 
Gattung. p solche Integrale seien bezeichnet mit J,, Ij, ..., L,. 
Die untere Grenze sei bei allen dieselbe Stelle, etwa u. Ferner 
kann man p eigentliche Integrale zweiter Gattung I’, J,’,..., I, 
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deren untere Grenze auch u sei, so bestimmen, da8 sich jedes 
Integral ohne logarithmische Unendlichkeitsstelle in der Form 


darstellen laBt 
Ray eet ee i 


wo R& eine Funktion des Kérpers und die ¢ Konstanten sind. 
Es gilt der folgende Satz. 


Satz I. Hine lineare homogene Form J der 2p Integrale 
I, I, mit konstanten, nicht simtlich verschwindenden Koeffi- 
zienten ist nie eine Funktion des Kérpers. Die 2p Integrale 
bilden, wie man sagt, ein irreduzibles System. Es kann daher 
auch nicht das iiber einen geschlossenen Weg erstreckte Inte- 
gral I fiir jeden geschlossenen Weg Null sein. 

Es seien p, p’ zwei Stellen des Kérpers und es seien a, 2 
die Werte der unabhingigen Veridnderlichen fiir diese Stellen. 
Dann gibt es ein von den Stellen p,p’ abhingendes Doppel- 


differential D (p, »’) ace »’) dudc’ 


mit folgenden Higenschaften: 


1. Es ist h(p, p’) eine symmetrische Funktion der beiden 
Stellen p, p’; D aAndert also sein Zeichen bei der Vertauschung 
von » und p, da dada’ = — dz dz ist. 

2. Es seien t,t’ zwei GrdBen des Kérpers, von denen die 
erste an der Stelle p, die zweite an der Stelle p’ von der ersten 
Ordnung Null wird. Erhalt man dann fiir kleine Werte von ¢ 
und ¢ verschiedene Elemente des Kérpers, so ist 


D(p, p') = Pit, t)dtat, 


wo P eine gewodhnliche Potenzreihe von ¢,¢ ist. Geben aber 
kleine Werte von ¢t und ¢ dasselbe Element des Kérpers, so ist 


D(p, p') = =. + P(t, ') | dtd?, 


wo wieder P eine gewdhnliche Potenzreihe von f¢, ¢’ ist. 


3. Das allgemeine Differential mit den Eigenschaften 1. 
und 2. hat die Form 


> 8ap4Le(p)4I,(p’) + Dp, P); 
a, 


wo die s, g Konstanten sind, die der Bedingung gentigen s, p= See 
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4. Da D als Funktion von p ein Differential zweiter Gat- 
tung mit nur einer Unendlichkeitsstelle, nimlich p’ ist, so laBt 
es sich als lineare Funktion der 2p Differentiale dI,(p), dJ,; (p) 
darstellen, vermehrt um das Differential einer rationalen Funk- 
tion. Durch passende Wahl der vorkommenden Funktionen kann 
man erreichen, da diese Darstellung die Form hat 


p 
’ ,_ AH (p,p’) , ) NG 
D =h(p, p')dada’ = “2 ?®) geda’— > dI,(p)a,‘(b’), 
c= 
wo H eine rationale Funktion von pp,’ ist, und zwar bei pas- 
sender Wahl der Integrale J,, J,’ die WeierstraBsche H-Funk- 
tion (§ 3, S. 856). 
Hieraus folgt wegen 1. 


aed: p 
np, p)da da’ = “22” gyda’ — >) al, (pal, (9) 


a=1 


und wegen h(p, p’) = h(p’, p) 


dH(p,p’)  dH(p',p) _ y [ee dL) aI, (p) 41) |. 
daz ie ae dx dx’ dx da’ 


a=1 


5. Es ist, wie aus 2. und 4. folgt, wenn , von ), ver- 
schieden ist, 


Pa 
dO. ax fav, p)dx’ 


ein Elementardifferential dritter Gattung mit den beiden Unend- 
lichkeitsstellen p,,p, und den Residuen —1,+ 1 und, wenn 
p, mit p, zusammenfallt, ein Differential erster Gattung. Fir 
dies Differential gilt, wie aus 1. unter Beriicksichtigung der 
Singularitat des Differentials folgt, folgender wichtige Satz von 
der Vertauschung von Parameter und Argument: 


Satz II. Schneiden einander die Integrationswege }; Pz, 41 4g 
n-mal 6fter in positivem Sinne als in negativem, so ist 


G2 Po 
~ = 2nn1 
fa ba Po fa sf G2 y 
Lp Py 


was man auch so ausdriickt, daB man sagt, das Integral 
qe 
d Oy gestattet die Vertauschung von Parameter und Argument. 
1 
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Dabei 14Bt sich das Schneiden in positivem Sinne rein arithme- 
tisch definieren. Dieser Satz bleibt bestehen, wenn einer oder 
beide Integrationswege geschlossen sind. 

Das allgemeine Elementarintegral dritter Gattung mit den 
beiden Unendlichkeitsstellen p,, p,, das die Vertauschung von 
Parameter und Argument gestattet, ist von der Form 


ose yn, far, fat, 
G1 q Pr 


wo die Konstanten s,. der Bedingung geniigen s,.— s,,. Hier- 
aus und aus 5. folgt: 

Gestattet ein Integral dritter Gattung die Vertauschung 
von Parameter und Argument, so ist sein Integrand, als Funk- 
tion der Unstetigkeitsstellen betrachtet, ein Integral zweiter Gat- 
tung. Hingt also der Integrand eines Integrals dritter Gattung 
algebraisch von den Unstetigkeitsstellen ab, so gestattet das Inte- 
gral nie die Vertauschung von Parameter und Argument. Durch 
Differentiation eines Elementarintegrals dritter Gattung nach 
seinem Parameter bekommt man ein Integral zweiter Gattung. 


Die Perioden (Periodizitatsmoduln). 

Eine geschlossene regulire Kurve innerhalb des algebraischen 
Gebildes, die sich nicht selbst schneidet, heiBt nach WeierstraB 
ein Kreis. Man kann sich einen solchen Kreis am besten auf 
einer Riemannschen Fliche veranschaulichen. WeierstraB 
benutzt indessen dies Hilfsmittel nicht. Es sei K, irgendein 
Kreis. Ein tiber A, erstrecktes Abelsches Integral heiBt ein 
vollstiindiges Integral oder eine Periode (Periodizitéitsmodul) des 
Integrals. Die zu K, gehérenden Perioden der 2p Integrale 
I,, 1,; seien 


’ ° 
a a C119 Moy, +++) Oy15 M1, Nery- + +> Npt- 


K, sei so gewiihlt, daB diese Perioden nicht alle Null sind, was 
nach Satz I immer geht. 
Wir betrachten die Funktion 


p 
(1) 24 (p) = f ax’ f oe 
Ky u 


wo u die untere Grenze der Integrale J,, I, sei. Nach 4. ist 
p 


(2) 24 (9) = >) (04,1 (P) — ner le(?)}s 


@a=1 
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also ein Integral zweiter Gattung und sicher nicht identisch Null. 
Aus der Darstellung (1) und aus Satz II folgt unter Benutzung 
der Formeln in 4., daB 2,(p) sich nicht andert, wenn p einen 
geschlossenen Weg beschreibt, der K, gar nicht oder eine gerade 
Zahl von Malen schneidet, daB aber 2,(p) um 27% zunimmt, 
wenn ) einen geschlossenen Weg beschreibt, der A, einmal in 
positivem Sinne schneidet. (Bei passender Definition des posi- 
tiven Sinnes.) Da aber 82, nach Satz I und der Darstellung 2. 
nicht fiir alle Kreise die Periode Null haben kann, so gibt es 
sicher einen Kreis K,’, der den Kreis K, nur einmal schneidet, 
und fiir den nicht alle Perioden der 2p Integrale I,, I,’ 
Null sind. 

Es 1&Bt sich weiter mit Hilfe von Satz I und II zeigen, 
daB es p Kreispaare K,, K,’ von folgender Beschaffenheit gibt: 

Die Kreise eines Paares haben einen Punkt gemeinsam, 
wihrend die Kreise verschiedener Paare einander nicht schneiden. 

Die zu den Kreisen K,, K,’ gehérenden Perioden der In- 
tegrale I,, I,’ mdgen mit age, og und ga, Nga bezeichnet 
werden. Sie heiBen Fundamentalperioden. Aus Satz II folgt, 
indem man als Integrationswege ),),, 4,4, irgend zwei Kreise 
K,, K, wahlt, mit Benutzung der Gleichungen in 4 


52 
YS (Nap ay a uy Nap) =0, 
a=1 


Pp 
> (td pay — @apney) = 0, 


a@=1 

Ss ; ) 0 fir B+y 
Oey — WeR Nay) = eee) ; 

a tee Oey al 2n% fir 6B =y 


Diese Gleichungen geben die Periodenrelationen im der Weier- 
straBschen Form. 
Bezeichnet man das System von (2p)? Elementen 


[ @ap ) 
Nap | Ne p 


kurz mit 7, ferner das Einheitssystem aus p* Elementen mit e 
und das System ( ys Wee. ) 


880 Kapitel XVIJ. Algebraische Funktionen und ihre Integrale. 


mit E, so lassen sich die Periodenrelationen in der Form 
schreiben 


— ut 


Da E*? = — E ist, wenn EF das Einheitssystem von (2p)? Ele- 
menten ist, so folgt hieraus, da8 auch 


TET =—E. 


Schreibt man die in dieser Formel zusammengefaBten (2p)? 
Gleichungen einzeln hin, so bekommt man die Riemannsche Form 
der Periodenrelationen, von denen folgende besonders wichtig sind, 
da sie nur Perioden von Integralen erster Gattung enthalten: 


Pp 


>? (fay a — @ya@30) = 0. 


a=1 


Die Kreise K,, K,’ lassen sich auf unendlich verschiedene 
Arten wiahlen, ¢ ohne "dab sie ihre wesentlichen Eigenschaften ver- 


lieren. Sind K; ; K,’ solche anderen Kreise und sind @es, @x 
p P Po B3 
Nas, Nag die zugehdrigen Perioden, so besteht zwischen ihnen, 


wenn 7, das System "i 
= a | =) 
Neg Nag 
bezeichnet, die Gleichung 


TC =f, 


wo C ein ganzzahliges System mit der Determinante 1 bedeutet, 


das der Bedingung =, 
CEC=E 


gentigt. Man sagt, die urspriinglichen Perioden hingen mit den 
neuen zusammen durch eine lineare Transformation. 

Aus (3) folgt, daB die Determinante des Systems 7 von 
Null verschieden ist. Daher sind die p Kreispaare und die zu- 
gehérigen 2p Periodensysteme voneinander unabhingig. Daraus 
folgt, daB jeder andere Kreis sich auf die p Kreispaare zuriick- 
fiihren liBt, und daB jeder Kreis, der keinen der 2p Kreise 
K,, K,' schneidet, das algebraische Gebilde oder die Riemann- 
sche Fliche in zwei getrennte Teile zerlegt. Damit sind die 
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bereits in § 2 angegebenen Riemannschen Sitze aus der analysis 
situs tiber die Riemannsche Fliche arithmetisch bewiesen. 

Es gelten ferner folgende Sitze: 

Kin Integral mit » einfachen Polen ist stets und eindeutig 
durch seine 2 Perioden bestimmt. 

Man kann ein Integral zweiter Gattung immer so nor- 
mieren, da es nur fiir einen der 2p Kreise eine von Null ver- 
schiedene Periode hat. 

Die 2p Periodensysteme der p Integrale erster Gattung 
sind voneinander unabhingig. 

Es gibt kein Integral erster Gattung, dessen zu irgend p 
sich nicht schneidenden Kreisen K,, K,’ gehérende Perioden 
simtlich Null sind. 

Daher kann man durch lineare Transformation neue p linear 
unabhingige Integrale erster Gattung so wihlen, da8 ihr Pe- 
riodensystem die kanonische Form annimmt 


ee Ol eee) Tien Cisne Tj 


Oe lee Figg ileal Te 


OOS et t 


Zufolge der Periodenrelationen ist 1, = tq. 

Die mit den imaginiren Bestandteilen der t,, gebildete 
quadratische Form ist positiv definit. 

Zerschneidet man das algebraische Gebilde oder eine der 
zugehérigen Riemannschen Flichen lings der Kreise K,, K,’, 
so werden auf der zerschnittenen Fliiche die Integrale erster 
und zweiter Gattung eindeutige Funktionen. Die Werte, die 
ein Integral in zwei unmittelbar nebeneinander, aber auf ver- 
schiedenen Seiten eines Kreises K,, (K,’) liegenden Punkten an- 
nimmt, unterscheiden sich um eine Konstante, namlich um die 
zu dem Kreise K,’, (K,) gehdrende Periode. Hieraus, aber auch 
schon aus dem friiheren folgt, daB die verschiedenen Werte 
eines Integrals erster oder zweiter Gattung an einer Stelle sich 
um Gréfen unterscheiden, die aus den Fundamentalperioden des 
Integrals linear mit ganzzahligen Koeffizienten zusammenge- 
setzt sind. 

Zerschneiden wir das algebraische Gebilde lings der Kreise 
K,, K,/ und auBerdem lings einer zwei Stellen p,, p, verbin- 
denden Linie o, die die Kreise K,, K,’ nicht schneidet, so wird 

Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl. 56 
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in dem so zerschnittenen Gebilde das Elementarintegral dritter 
Gattung mit den Unendlichkeitsstellen p,, p, eindeutig. An den 
Kreisen verhilt sich das Integral wie die Integrale erster und 
zweiter Gattung. AuSerdem hat es noch die Periode 277, um 
die es zunimmt, wenn die Linie o einmal in passendem Sinne 
iiberschritten wird. 


§ 11. Die Riemannsche Methode. 


Wihrend WeierstraB zuniichst die Integrale algebraisch 
definiert und dann mit Hilfe des Satzes von Vertauschung von 
Parameter und Argument bei Integralen dritter Gattung die 
Zusammenhangsverhialtnisse des algebraischen Gebildes und die 
Periodeneigenschaften der Abelschen Integrale auf rein arith- 
metischem Wege herleitet, geht Riemann den umgekehrten Weg. 
Er bestimmt zunichst auf geometrischem Wege die Zusammen- 
hangsverhiltnisse der Riemannschen Fliche und beweist dabei 
die in § 2 angegebenen Siatze iiber die Zerschneidung der Rie- 
mannschen Fliche. Dann beweist er die Existenz der Integrale 
mit Hilfe des sog. Dirichletschen Prinzips, dessen Giiltigkeit 
allerdings erst von Hilbert bewiesen ist. (D. Hilbert, Uber 
das Dirichletsche Prinzip, Jahresber. d. deutschen Math. Vereinigung 
8, 5. 184, 1900.) Die Periodenrelationen und die weiteren 
Satze tiber die Integrale beweist er dadurch, daB er passend ge- 
wihlte Integrale tiber die Begrenzung der in eine einfach zu- 
sammenhangende Flache verwandelten Riemannschen Fliche aus- 
rechnet. 


§ 12. Die Primfunktionen. 
Wie in § 10 seien 2p §2-Funktionen durch die Gleichungen 


2 fe Wee 1?) 
as = fi ax f ae 
Ky! u 


definiert. Dies sind, wie wir in § 10 sahen, Integrale zweiter 
Gattung mit der einen Periode 22%. Setzen wir daher 


EL = et) Bite ea (e) 


§ 13. Das Abelsche Theorem. 883 


so sind dies eindeutige transzendente Funktionen, die nirgends 
verschwinden, an den Unendlichkeitsstellen von H(p, p’) wesent- 
lich singular sind und an der Stelle u gleich 1 werden. Die 
Funktionen heiBen nichtverschwindende E-Funktionen. Weiter 
betrachtet WeierstraB8 noch 2-Funktionen, die definiert sind durch 
die Gleichung 


Q(5 Pr» Po) = foe fae da 


Eine solche Funktion wird an den Stellen p, und py unendlich 
wie lg¢ und —lg?é und hat sonst nur Pole. Ferner hat die 
Funktion nur die Periode 2ai. Setzt man nach WeierstraB 


EP; Pr, Po) = 652 (5 Pas Po) , 


so ist dies eine eindeutige transzendente Funktion des algebra- 
ischen Gebildes, und zwar eine Primfunktion, da sie nur die 
einfache Nullstelle p, und den einfachen Pol py hat. Es besteht 
der wichtige Satz: Jede Funktion des Korpers lapt sich als 
Produkt solcher Primfunktionen darstellen. Die nicht verschwin- 
denden #-Funktionen spielen dabei die Rolle der Hinheiten. 
Ferner ist auch jedes Abelsche Integral durch H-Funktionen dar- 
stellbar. 

Statt der von Weierstra8 benutzten Primfunktionen kann 
man auch andere einfiihren, z. B. die H-Funktionen, die F. Schottky 
(Uber eine spezielle Funktion, welche bei einer bestimmten linearen 
Transformation thres Argumentes ungedndert bleibt, J. f. Math. 101, 
S. 242, 1887) fiir einen besonderen Fall und F. Klein (Zur 
orice der Abelschen Funktionen, Math. Ann. 36, 8.11, 1890) 
fiir den allgemeinen Fall definiert. 


§ 18. Das Abelsche Theorem. 


Das Abelsche Theorem kann in seiner allgemeinsten Fassung 
folgendermaBen ausgesprochen werden: 

Es seien aj, dy,..- 4, die Nullstellen und b,, by,...6, die 
Unendlichkeitsstellen einer Funktion x des Korpers. Ferner sei 
dw ein Abelsches Differential. Dann ist 


lees + ftom fneae, 


56* 
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wo R(x) eine rationale Funktion von # ist und wo das Kon- 
gruenzzeichen = hier und auch im folgenden bedeutet, daB die 
Gleichung nur gelten soll bis auf Perioden des links stehenden 
Integrals. Gilt umgekehrt fiir alle Abelschen Differentiale eine 
solche Beziehung, so gibt es eine Funktion des Kérpers, die 
nur an den Stellen a; Null und an den Stellen 6, unendlich 
wird. Es gentigt schon, wenn die Beziehung fiir alle Differen- 
tiale erster Gattung besteht. 

Das Abelsche Theorem gibt also die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, daB ein Divisor der Hauptklasse 
angehirt. Der Beweis dieses auBerst wichtigen Satzes ist héchst 
einfach. Man sehe dariiber N.H. Abel, Werke, herausgegeben 
von L. Sylow und §. Lie, 1, 8. 145, 444, 515, Christiania 1881. 
WeierstraB beweist den Satz dadurch, daB er die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir aufstellt, daB ein Produkt 
von EH-Funktionen eine Funktion des Kérpers ist. 

Fiir die Integrale der verschiedenen Gattungen spezialisiert, 
lautet das Theorem folgendermafen: 


1. Es sei dw ein Differential erster Gattung. Dann ist 


und zwar ist bei passender Wahl der Integrationswege die links 
stehende Summe gleich Null (nicht nur bis auf eine Periode) 
fiir alle Differentiale erster Gattung. 


2. Es sei dw ein Differential zweiter Gattung mit der 
einen, und zwar (w+ 1)-fachen, Unendlichkeitsstelle q und es 
sei q ein w-facher Verzweigungspunkt in bezug auf x. Dann ist, 
wenn wir den Wert von x an der Stelle q mit q bezeichnen, 


bi bo b 


Fieve seo Gy 


ay Ay a; 


wo g(1/q) eine ganze rationale Funktion von 1/q ist, deren 
Grad gleich der gré8ten in «w/a enthaltenen ganzen Zahl ist, 
und deren Koeffizienten durch die des Hauptteiles der Entwick- 
lung von dw in der Umgebung von q bestimmt sind. 


3. Es sei dw ein Elementardifferential dritter Gattung mit 
den beiden Unendlichkeitsstellen g,, gg und den Residuen — 13 


§ 14. Das Umkebrproblem. 885 


+1. Ferner seien g,, q, die Werte von x an den Stellen q,, qg. 


Dann ist 
fio fier + fies. 


Das Abelsche Theorem 1&8t sich auch noch in einer an- 
deren, fiir die Anwendungen wichtigeren Form aussprechen, wo- 
bei wir uns auf die Integrale erster Gattung beschrinken. 


Jede Summe von Integralen erster Gattung laéft sich dar- 
stellen als Summe von p Integralen erster Gattung mit gegebenen 
unteren Grenzen. Die oberen Grenzen bestimmen sich algebraisch. 
Ist nimlich 


fat,+fat+---+fat,, («=1,2,---p) 
ay Ae Gy 
die gegebene Summe und sind q,, q,,...q, die gegebenen un- 


teren Grenzen, so kann man immer eine Funktion des Korpers 
finden, die ein Vielfaches des Divisors 
HAT Pas Oe 1 
b, by... b, Gq de --- OG, 


ar 


ist. Die p Nullstellen, die diese Funktion auBer den a, noch 
hat, seien p,, P,,... ,- Dann ist nach dem Abelschen Theorem, 
und zwar fiir alle Integrale erster Gattung, 


i p 
Bear, + far. +farsfar, a fart fen 


Die Stellen p, sind im allgemeinen eindeutig bestimmt, da der 
Divisor q von der Ordnung p ist und daher die Dimension 
seiner Klasse im allgemeinen gleich 1 ist. (Vgl. § 6.) 


§ 14. Das Umkehrproblem. 


Es sei zuniichst das Geschlecht p des Korpers gleich 1, der 
K6érper also elliptisch. Es sei a eine feste und p eine veriander- 
liche Stelle des Kérpers und es sei 


p 
far=u 
a 
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das Integral erster Gattung. Dies Integral hat zwei voneinander 
unabhingige Perioden 2, 2m’. Betrachtet man die Funktionen 
des Kérpers als Funktionen des Integrals wu, so werden sie ein- 
deutige doppeltperiodische Funktionen von « mit den beiden 
Grundperioden 2, 2’. Es sind dies die sogenannten elliptischen 
Funktionen. Man sagt auch, die algebraischen Funktionen eines 
Koérpers vom Geschlechte 1 werden durch elliptische Funktionen 
uniformestert. 


Es sei p>1. Ist I ein Integral erster Gattung und 
wiirde man wieder setzen 


(fared 
a 


und wiirde man wieder die Funktionen des Kérpers als Funk- 
tionen des Integrals w auffassen, so wtirde man Funktionen 
einer Veranderlichen erhalten, die mehr als zwei linear unab- 
hangige Perioden haben, die also nach einem Satze der Funk- 
tionentheorie unendlich vieldeutig und daher nicht die natur- 
gemiBe Verallgemeinerung der elliptischen Funktionen sind. Erst 
Jacobi gelang es, das Umkehrproblem der Integrale erster Gat- 
tung so zu formulieren, daB es als naturgemiiRe Verallgemeine- 
rung der Umkehrung des elliptischen Integrals erster Gattung 
erscheint, niimlich folgendermafen: 


Es seien @,, M,...a, p feste und ,, Po,..-), p verander- 
liche Stellen. Dann sind nach dem Abelschen Theorem die 
Summen 


fatt fate +falpauy (@=1,2..-2) 


durch die p Stellen p; bis auf zusammengehérige Perioden ein- 
deutig bestimmt, vorausgesetzt, da der Integrationsweg eines 
jeden Integrals in allen Summen derselbe ist. Das Jacobische 
Problem ist nun, die rationalen symmetrischen Funktionen der p 
Stellen p; als Funktionen der Integralsummen u, darzustellen. Es 
zeigt sich, daB die Funktionen, die man so erhilt, eindeutige 
2p-fach periodische Funktionen der p Verinderlichen », sind, 
die im endlichen tiberall den Charakter rationaler Funktionen 
haben. Es sind dies die sogenannten Abelschen Funktionen von 
p Veranderlichen, jedoch nicht die allgemeinsten. 


§ 14. Das Umkehrproblem. 887 


Die Lésung dieses Umkehrproblems gaben zuerst Gopel 
und Rosenhain fiir den Fall p = 2, und zwar dadurch, da8 
es ihnen gelang, die Thetafunktionen einer Verinderlichen, durch 
die sich ja die elliptischen Funktionen so einfach darstellen 
lassen, zu verallgemeinern und Thetafunktionen von zwei Ver- 
dnderlichen herzustellen. Mit deren Hilfe konnten sie dann 
die Abelschen Funktionen von zwei Verinderlichen darstellen. 
(A. Gipel, Theoria transcendentium Abelianarum primi ordinis 
adumbratio levis, J. f. Math. 35, S. 277, 1847 (deutsch in Ost- 
walds Klassikern Nr. 67); Auwszug mehrerer Schreiben des 
Dr. Rosenhain an Herrn Prof. Jacobi tiber die hyperelliptischen 
Transcendenten, J. f. Math. 40, S. 319, 1850; G. Rosenhain, 
Mémoire sur les fonctions de deux variables et a quatre périodes, 
qui sont les inverses des intégrales ultraelliptiques de la premiere 
classe, Mém. sav. érang. 11,1851 (deutsch in Ostwalds Klass. 
Nr. 65).) ; 

Das allgemeine Problem ist zuerst von Riemann und von 
WeierstraB gelést. Riemann verallgemeinerte die Methode 
von Gépel und Rosenhain. Er definierte Thetafunktionen von 
p Verinderlichen, stellte durch diese die Abelschen Funktionen 
dar und zeigte, was aus diesen wird, wenn man ihre Argumente 
durch Summen von p Integralen erster Gattung ersetzt. Aus- 
fiihrlicheres hieriiber sehe man im niachsten Kapitel. 

WeierstraB dagegen geht von den Differentialgleichungen 


aI,(p;) ti aT, (P,) Pears aI, (Pp) cae Ate y (c= 1, 2, ++.) 


aus. Er zeigt, daB sich diese Gleichungen so integrieren lassen, 
da8 die symmetrischen Funktionen der p Stellen p, Abelsche 
Funktionen der GréBen wu, werden. Dabei wird er ganz natur- 
gem4B zu einfacheren Funktionen gefiihrt, durch die sich die 
Abelschen Funktionen in einfacher Weise darstellen lassen. Diese 
einfachen Funktionen sind nichts anderes als die Thetafunktionen. 
Die Schénheit der WeierstraBschen Behandlung des Umkehr- 
problems besteht in der naturgemaBen Hinfiihrung der Theta- 
funktionen. Man sehe den betreffenden Abschnitt in den Werken, 
Bd. IV. 

'.Man kann die elliptischen Funktionen noch in anderer 
Weise verallgemeinern als durch die Abelschen Funktionen. Es 
lassen sich die Funktionen eines algebraischen Kérpers vom 
Geschlechte »=1 als elliptische Funktionen einer Verinder- 
lichen w darstellen. Man kann versuchen auch die Funktionen 
eines algebraischen Kérpers vom Geschlechte p > 1 durch Funk- 
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tionen einer Verainderlichen darzustellen, die eindeutig sind und 
im endlichen tiberall den Charakter rationaler Funktionen haben. 
Man kann also versuchen, wie man sagt, auch diese Funktionen 
zu uniformisieren. Das gelingt mit Hilfe der automorphen Funk- 
tionen. Vgl. Kap. XIX. 
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Kapitel XVIII. 
Die Thetafunktionen und die Abelschen Funktionen. 


Von Heinrich W. E. Jung in Halle a. d. S. 


§ 1. Die Funktion (uw). 


Es sei p 
y(n) = » : MMT KI (Tas Tx) 
kl=1 
eine quadratische Form der p Verinderlichen m,, ”,..., Ny” 


Ferner sei gesetzt 


D (Uy, Ug) ++ +) Uy) = F(u) = >) exp (wirz(n) + ani Sum), 
k=1 


AD). S'9' gD) 


wo in der Summe die m, unabhingig voneinander alle ganzen 
Zahlen durchlaufen sollen.') Die rechts stehende Summe konver- 
giert dann und nur dann absolut, wenn die mit den imagindren 
Bestandteilen der 1,, gebildete quadratische Form positiv definit 
ist. Sie konvergiert dann fiir jeden endlichen Wert der GréBen w. 
Die dadurch definierte Funktion dieser GréBen heiBt Thetafunk- 
tion. Uber Thetafunktionen yon einer Verinderlichen ygl. Kap. XVI. 
Thetafunktionen von mehr als einer Verinderlichen sind zuerst 
eingefihrt von Gépel und Rosenhain (siehe Kap. XVII, § 14), 
und zwar solche von zwei Verinderlichen. Thetafunktionen von 
beliebig vielen Verinderlichen sind aufgestellt von WeierstraB 
(1849) Beitrag zur Theorie der Abelschen Integrale. Werke 1, 
S. 111, Berlin 1894 und von Riemann (1857), Theorie der 
Abelschen Funktionen. Werke, 2. Aufl, S. 127, Leipzig 1892. 
Die durch (1) und (2) definierte Thetafunktion hat folgende 


Eigenschaften: 


1) Hier und in der Folge ist, um den Bau der Formel besser 
erkennen zu lassen, exp(u) fiir e” gesetzt. 
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1. Sie ist eine ganze transzendente Funktion ihrer Argu- 
mente u. 


2. Sie geniigt den Gleichungen 
O(u,, sity per aye Uy) ae O(u, ie id eae | Up) s 


— nit, —27i 
O (uy + Ty 7) Ue + te15 °°; Uy + T)1) = @ mini— 27h O(U), 


woraus allgemeiner folgt, wenn man bei ganzzahligen h, g setzt 


Pp 
~ 
o, = h, sy IT Ky 
t=1 


B (Uy + 0, Uy + Wg, +++; Uy + @,) = Ou + w) 
= exp (— ui4g) — 20S g%,) Hu) 


3. Durch die Eigenschaften 1. und 2. ist die Funktion bis 
auf eimen von den t,, abhdngenden Faktor bestimmt. 


4. Sie geniigt den Differentialgleichungen 


0® oa . OF ara 
= wi 


ge ee ~ ovr? Ot,, 0,0, 


5. Sie ist durch die Eigenschaften 1., 2., 4. bis auf emen 
auch von den t,, unabhdngigen Faktor bestimmt. 

Die +-p(p + 1) GroBen 1,, heiBen Parameter der Thetafunk- 
tionen. Sie sind bis auf die durch die Konvergenzbedingung ge- 
gebenen Ungleichungen willkiirlich. Die » GréBen in einer Spalte 


des Syst 
4 D Rents 10.2% O ty ty o 2? 2 


(1,7) = O1--:O ty te9 +++ Tey 


OOS Mie re rr 

heiBen ein zusammengehdriges Periodensystem oder kurz eine 
Periode der Thetafunktion. Ebenso heiBen p GréBen, die man 
aus dem System (1,17) dadurch erhalt, daB man die mit ganzen 
Zahlen hy, he press hy} 91> 92 +++yGp Multiplizierten Spalten zu- 
einander addiert, ein zusammengehiriges Periodensystem oder 
eine Periode. Deutet man die reellen und imaginiren Teile der 
Veranderlichen « als rechtwinklige Punktkoordinaten in einem 
Raume von 2p Dimensionen, so entspricht dem GréBengebiete 


§ 2. Die Funktionen #[7 ](u). 891 


u, == t, + > any hy = DA Cat 
3 1 
(0<4<1, 0<s,< 1) 


ein Parallelotop oder Rechtkant des Raumes, das Periodenrecht- 
kant heiBt. Nennt man zwei Grifensysteme u, u’, deren Diffe- 
renz eime Periode ist, emander kongruent (=), so gibt es zu 
jedem Wertsystem w ein ihm kongruentes, dessen zugehériger 
Punkt im Periodenrechtkant liegt. 

Die p Gleichungen 


By — C1) Ug — Cg) * 1) Uy — C1») a OF 


B (uy — C51, My — 95° °° Upy — €2 ») 5 

By — C19 Ug — Spay ***y My — Spy) = O 
haben p! inkongruente Lésungen bei willkiirlich gegebenen Wer- 
ten der Konstanten e. (Poincaré, Sur les fonctions abéliennes. 
C. R. 92, S. 958, 1881 und Sur les fonctions @. Bull. Sc. Math. 
11, S.129, 1883- Fir die Summe der Lisungen gelten die 
Gleichungen (Poincaré, Sur les fonctions abéliennes. Am. J. 8, 
$. 289, 1886): 


Su= (p — 1)! Pa vs y= (p — 1)! Dy: 


§ 2. Die Funktionen 3% (a). 


Sind ¢,,¢g,--++,¢, irgend p GréBen, so lassen sich reelle 
GréBen hy, hg, >> +; hp} 91) 9o)°**> Gp immer eindeutig so bestim- 
men, da8 die Gleichungen bestehen: 


= hy +> Gin 
y 


Das so bestimmte System 


pas ce) Ip | We | 

Piya lig coiled h 

heiBt die Periodencharakteristik der GréBen c,. Man definiert 
eine allgemeine Thetafunktion durch die Gleichung 
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913. Jar™ Op oe ote 
off er P) eas 1 Uy) FAI) 
= exp (wiz(g) + 2 mi p(y + h,))%(u +e) 


Das System KB heiBt die Charakteristik dieser Thetafunktion 


Die in § 1 definierte Thetafunktion hat die Charakteristik 0, 
namlich die, in der alle Zahlen g,h Null sind. Wegen der 
Periodizititseigenschaft der Funktion @(w) gentigt es, die Zahlen 
g und #@ zwischen 0 und 1 anzunehmen. Von den Charakteristiken 


7] is ee Ia ES aa a ie Ix°° se 
h Tigiligy'c ey Nig Ve he Sig cd 
? + “ = i + 9199+ 929° °° Igt a 


h+h hy + hy’, hy + hig’y + + +g tg + hy 


heiBt die dritte die Summe der beiden ersten. 

Die hier definierten Funktionen sind zuerst aufgestellt von 
Prym (Ff. Prym, Untersuchungen tiber die Riemannsche Theta- 
formel und die Riemannsche Charakteristikentheorie. S. 25, Leipzig 
1882). Mit ihnen im wesentlichen identisch sind die Weier- 
straBschen Funktionen @(,, u,,---, U3 #,v)- (F. Schottky, 
Abrip einer Theorie der Abelschen Funktionen von drei Variabeln. 


S.1. Leipzig 1880.) Die Funktionen @|2|(w) haben folgende 
g h g 


Eigenschaften: 


1. Sie sind ganze transzendente Funktionen der u,, Ug, -.., Up: 
2. Es ist 


(1) o{7] (u,, Dt te hg es Up) = ental? (u), 
(2) 3{7] (u, + that, lp + Tx) = ei (ep t Bu, + 2h,) 9[2]@, 
oder allgemeiner, wenn die durch die Gleichungen 
(3) @,—= hy + Dare 
P 
mit ganzzahligen g’,h’ definierte Periode bedeutet, 
(4) 9[F|@ +o) 
= exp i wiy(g’)—2Qui Dy Uy, + 2 nt > (hy, 9,—hy9)) o 7A (u). 


§ 3. Thetafunktionen héherer Ordnung. 893 


3. Durch die Eigenschaften 1. und 2. ist die Funktion bis 
auf emen in den u konstanten Faktor bestimmt, der noch von 
den Parametern +,, abhingen kann. 


4, Sie geniigt den Differentialgleichungen 
OE 0*t oo  07# 


4x1— = => U4 = - 
OTEK Ou,” OT py OU,0Uy 


5. Durch die Eigenschaflen 1., 2., 4. ist sie bis auf einen 
auch von den t,, unabhingigen Faktor bestimmt. 


Bedeutet w das Gréfensystem (3) mit reellen, aber nicht 
notwendig ganzzahligen g’, h’, so gibt den Zusammenhang zwi- 
schen zwei Funktionen mit verschiedener Charakteristik die 
Gleichung 


af |w+o)= =exp (—xizg)—27i do, (u, thy +h,) )o of PT e |(u ). 


Im besonderen ergibt sich hieraus und aus (4), wenn die g’, h’ 
ganze Zehlen sind, also eine Periode ist, 


(5) off TF ]@ = exp(2ai Sy, h,’) [2] (w) 


und ferner 


(6) OF] (Hass — mp) = [Fs 


§ 3. Thetafunktionen héherer Ordnung. 


Die bisher betrachteten Thetafunktionen heiBen Thetafunk- 
tionen erster Ordnung. Solche héherer Ordnung werden in fol- 
gender Weise definiert: 


Eine ganze transzendente Funktion OH (Uys Uy Up) 
heiBt eine Thetafunktion n-ter Ordnung mit der Charakteristik 


oe wenn sie den Gleichungen geniigt 
OH (+++ %+1,:--4,)= eve 0/7 |@), 
7 
OHI (ty + Tap) Ue + Tens Uy Tx) 


= exp (— mint, — 2ninu, — 2ih,) OH (w). 
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Hine Thetafunktion n-ter Ordnung ist z. B. das Produkt von 
nm Thetafunktionen 1. Ordnung, und ihre Charakteristik ist gleich 
der Summe der Charakteristiken der Faktoren. Die Theta n-ter 
Ordnung haben dhnliche Higenschaften wie diejenigen 1. Ord- 
nung. Man kann z. B. die Thetafunktion n-ter Ordnung mit 


der Charakteristik H geradeso durch die Thetafunktion m-ter 


Ordnung mit der Charakteristik Et ausdriicken wie o{7] (w) 
durch @(w). 

AuBerdem gelten folgende Sitze: Es gibt unendlich viele 
Thetafunktionen n-ter Ordnung mit gegebener Charakteristik Bi 


Aber zwischen je ? + 1 solchen Funktionen besteht eine lineare 
Gleichung mit konstanten Koeffizienten. Es lassen sich also alle 
diese Funktionen durch nP geeignet gewahlte linear und homogen 
ausdricken. Die Gleichungen 


0, (uM, — ae eas Dame | eet i, e4 ») = 0, 


@,,, (uy — Cor Ug — 99) °° *) Uy — 2 ») =, 


Ony (Uy — Cnr» Uy — € 


p U, —€ 


p29" "9p pn) — 9 


in denen @, , O,.,- ++ o, beliebige Thetafunktionen der Ord- 


nungen %,,%,...,%, sind und in denen die e beliebige Kon- 
stanten sind, haben ; 
N= nny-+-n,+ p! 


inkongruente Liésungen. (Poincaré, Sur les fonctions ©. Bull. 
Sc. math. 11, S. 129, 1883.) Fir die Summe der WV Lisungen 
gelten die Gleichungen (W. Wirtinger, Zur Theorie der all- 
gemeinen Thetafunktionen. Wiener Anz. 32, S. 58, 1895; Zur 
Theorie der 2n-fach periodischen Funktionen, 2. Abh., Monatsh. 
f. Math. 7, 8. 1, 1896). Fir die Summe der Lésungen gilt 


> % = My Ny + + My(p — yt ee 
r 

>, = Mj Ng* ++ pp — iS Crp: 
k 
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§ 4. Die Abelschen Funktionen. 
Eine eindeutige Funktion (5, Uy * +") Up) =f) von 
p Veranderlichen v,, v,...,v,, die im Endlichen tiberall den 
Charakter einer rationalen Peaon hat, heiBt eine <Abelsche 
Funktion, wenn sie 2p-fach periodisch ist, a. h. wenn es p linear 
und ganzzahlig unabhingige GraBengysteme 


(1) 01 47 Do py ++ +7 Opps (4 =1,2,---, 2)) 
gibt, so daB 
(OA Wy py Vz + Wgy, °° "1 pt O% a) = F (4, %1° °°) e Up). 


“Man nennt je p GroBen @,,, .,,---,@,, ein Zusammengehoriges 
Periodensystem oder kurz eine Periode der Funktion f(v). Sind 


My, My,-+-+)M_, ganze Zahlen und setzt man 
(2) ©, = My Oy + My Dpg H+ + + Mey Oz ep, (K=1,2,...,p) 
so ist auch 


f(y + 04, Vg + WER) oe Pe ») oa f (4; 2%; 4 Dae 


Man nennt daher auch die GréBen ow, eine Periode von f(v). 
Eine Abelsche Funktion hat daher unendlich viele Perioden, 
aber es lassen sich die GréBen w,, so wihlen, da8 sich alle 
Perioden in der Form (2) mit ganzzahligen m darstellen lassen. 
Man nennt ein solches Periodensystem primitiv. Ist (1) ein 
primitives Periodensystem, so ist (w,,) dann und nur dann auch 
primitiv, wenn es aus dem System (,,) durch eine lineare 
ganzzahlige unimodulare Substitution hervorgeht. 

Deutet man den reellen und imaginiiren Teil der Verinder- 
lichen als rechtwinklige Koordinaten in einem Raume von 
2 Dimensionen, so entspricht der Gesamtheit der durch 


2p 
1.= Soy, 5 Pee Se @n 4) Os tot 
t=1 


gegebenen Stellen ein Rechtkant, das Periodenrechtkant heiBt. 
Man nennt zwei Wertsysteme v md v und ebenso die ihnen 
im Raume von 2p Dimensionen entsprechenden Stellen einander 
kongruent (v=v), wenn sich das System v von dem System 
v nur um eine Periode unterscheidet. Zu jedem Wertsystem v 
gibt es ein und nur ein ihm kongruentes, dessen zugehdrige 
Stelle im Periodenrechtkant liegt. Man bekommt alle Werte 
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einer Abelschen Funktion, wenn man die v auf das Perioden- 
rechtkant beschrankt, da ja eine soleche Funktion an kongruen- 
ten Stellen denselben Wert hat. 

Alle Abelschen Funktionen, die die w,, zu Perioden (nicht 
notwendig als primitive) haben, rechnet man zu einer Klasse. 
Es gelten folgende allgemeine Sitze: 

Die Ableitung einer Abelschen Funktion ist eine Abel- 
sche Funktion derselben Klasse. 

Zu jeder Abelschen Funktion f,(v) kann man p — 1 Funk- 
tionen f,(v), fs(v),.--, f,(v) derselben Klasse so bestimmen, daB 
ihre Funktionaldeterminante nicht identisch Null ist. Die Glei- 


chungen 
f,(v) aT f2(v) = pe fp”) on 8 


haben dann, wenn die s nicht speziell gewahlt sind, nur eine 
endliche Zahl inkongruenter Lisungen. Diese Zahl ist unab- 
hingig von der Wahl der GrdSen s, vorausgesetzt, daB diese 
nicht singulir sind. Diese Zahl sei m. 


Ist f(v) irgendeine neue Funktion derselben Klasse, so ge- 
niigt sie einer algebraischen Gleichung vom Grade m, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen von /,(v), f,(%),---» f(%) 
sind. Diese Gleichung ist entweder unzerlegbar oder zerfallt in 
mehrere miteinander identische Gleichungen. 


Ist die Gleichung m-ten Grades, der f(v) geniigt, unzer- 
legbar, so lassen sich alle Funktionen der Klasse rational aus- 
driicken durch die p + 1 Funktionen f(r), fi (2), -++yf,(e). Die 
Funktionen der Klasse bilden daher einen algebraischen Korper 
von p unabhdngigen Verdnderlichen. 


Die GréBen v sind in diesem Kérper Integrale erster Gat- 
tung von totalen Differentialen. Beschrinkt man die p unab- 
hingigen Verinderlichen durch y — 1 algebraische Gleichungen, 
so geht der Kérper tiber in einen K6rper eimer Veriinderlichen 
und die » werden linear unabhingige Integrale erster Gattung 
dieses Kérpers. Der Kérper ist also von einem Geschlechte 
q =p. Die Perioden dieser Integrale sind die GréBen w,, und 
es bestehen daher zwischen diesen gewisse Gleichungen, die sich 


aus den Riemannschen Gleichungen fiir die Perioden der Inte- © 


grale erster Gattung ergeben (vgl. Kap. XVII § 10). Durch eine 
lineare Transformation der Veranderlichen kann man zufolge 


dieser Gleichungen erreichen, daB das primitive Periodensystem 
folgende Gestalt hat 
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1 
e 0 O My ay + + + Ay 
OS ae 
Cy Tq Ag * * * Ape 
CRT em 
ep Dy Ug ° °° Ayn’ 


Dabei sind die e ganze Zahlen (und zwar ¢,—=1) der Art, daB 
€,,, durch e, teilbar ist. Ferner ist a,,—a,, und die mit den 
imaginiren Bestandteilen der a,, gebildete quadratische Form 
ist positiv definit. Hieraus folgt dann weiter: 

Die Abelschen Funktionen lassen sich rational durch Theta- 
funktionen ausdriicken. Z. B. ist der Quotient zweier Thetafunk- 
tionen -ter Ordnung mit derselben Charakteristik und mit den- 
selben Perioden eine Abelsche Funktion. 

Jede Abelsche Funktion laéBt sich als Quotient von zwei 
ganzen transzendenten Funktionen darstellen. 

Eine Abelsche Funktion ist nie eine ganze transzendente 
Funktion. 

Da sich jede Abelsche Funktion durch Thetafunktionen 
ausdriicken la8t, so bekommt man alle Abelschen Funktionen, 
wenn man sich auf solche Klassen Abelscher Funktionen be- 
schrinkt, deren primitives Periodensystem durch lineare Trans- 
formation der Veranderlichen auf die Form (1,1) des § 1 ge- 
bracht werden kann, deren Perioden also den Gleichungen 


p 
Da (0.0m Kp a ; 4p mb) == 0) 
c=1 
gentigen. 
Ferner gilt noch der Satz: Jede Abelsche Funktion besitat 
ein algebraisches Additionstheorem. 
Die Siitze dieses Paragraphen stammen von WeierstraB 
(1880). K. WeierstraB, Untersuchungen tiber die 2r-fach perio- 
dischen Funktionen von x Verdnderlichen. Werke 2, S.125, 1895. 


Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl. 57 
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§ 5. Die Transformation der Thetafunktionen. 
Multiplikation. Teilung. Komplexe Multiplikation. 


Es sei 
1 —— 1 3 Pi oe Cate. 
(2) (14)> Cai ee 
ein primitives Periodensystem von Abelschen Funktionen der 
p Veranderlichen v, das den Gleichungen 


Pp 
(2) > (29m, 249 ©; 4p mk) = 0 
k=1 


gentigt. Fiihrt man statt der Veranderlichen v neue, wu, durch 
die lineare Substitution 


p 
ore > Ont 
k=1 


ein, so erhalten wir Abelsche Funktionen, fiir die man als 
primitives Periodensystem das System (1,17) des § 1 nehmen 
kann, wenn die + durch die Gleichungen 


Pp ; 
O) p+k oe ce 


ee | 


bestimmt werden. Es ist wegen der Gleichungen (2) 1,,= 1,. 
Ferner nehmen wir an, daB die ,, so gewahlt sind, daB die 
aus den imaginiren Bestandteilen der + gebildete quadratische 
Form positiv definit ist. Dann sind durch das Periodensystem 
(1,1) Thetafunktionen bestimmt, wie in § 1 auseinander ge- 
setzt ist. 

Fiihrt man statt der Perioden wm andere durch die linearen 


Gleichungen op 


(3) O71 = > On ®,n 


ein, wo die ¢ ganze Zahlen sind, und sollen die  denselben 
Bedingungen gentigen wie die , so mu8 im allgemeinen das 
Koeffizientensystem (c) den Gleichungen 

p 


"2 a) SS (9) fiir i} k 
(4) Bs (Crm, m+p Cm x, ee) | q 


m=1 =n fir/=k 
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gentigen und auBerdem die Determinante |c| positiv sein. Nur 
wenn die w aufSer den Gleichungen (2) noch anderen geniigen, 
brauchen die Gleichungen (4) nicht zu bestehen. Man nennt 
dann das Periodensystem () singular. (Humbert, Sur les fonc- 
tions Abéliennes singuliéres. J. de Math. (5) 5, S. 233, 1899 und 
(5) 6, S.279, 1900 und auch dessen Arbeiten in den C. R. 
1898, 1899.) Diesen Fall schlieBen wir aus. 

Die Determinante |c| hat den Wert n?. Ist m=1, so 
heiBt die Transformation linear. 

Man kann wieder neue Verinderliche w’ durch die Gleichungen 


Pp 
, ’ 
Ci OO) 1, Uy 
k=1 


einfiihren, so daB die Abelschen Funktionen der v iibergehen in 
Funktionen der u’ mit den Perioden (1, 1’), wo die +’ durch 


die Gleichungen f 
, oh , P< 
Cy ay Om mk 
m=1 


definiert sind. Zu dem Periodensystem gehéren wieder Theta- 
funktionen. 

Den Ubergang von den Thetafunktionen mit den Moduln rt 
zu den mit denen Moduln 1’ nennt man Transformation der Theta- 
funktionen. Die Zahl n, deren p-te Potenz gleich der Determi- 
nante |c| ist, heiBt der Grad oder die Ordnung der Transfor- 
mation. Ist m=1, so heiBt die Transformation linear. Hat 
das urspriingliche Periodenrechtkant der w den Inhalt I, so hat 
das neue der w den Inhalt m~?II. Zwischen den Moduln + und 
t der urspriinglichen und der transformierten Thetafunktionen 
bestehen folgende bilineare Gleichungen 


le pe 4 
D> eniti ste aire Vip Cn, p+k ot ee orem 
1 l,r a 


Die transformierten Theta sind bis auf einen nur von der Trans- 
formation abhingenden Exponentialfaktor Thetafunktionen m-ter 
Ordnung, wenn man sie als Funktionen der urspriinglichen Ver- 
anderlichen « und Moduln + auffaBt, und lassen sich daher ganz 
und rational durch die urspiinglichen Theta ausdriicken. Die 
Koeffizienten hingen bei dieser Darstellung bis auf einen ge- 
meinsamen Faktor algebraisch von den Nullwerten der urspriing- 
lichen Theta ab. 
57* 
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Sind 7 und S zwei Transformationen der Ordnungen 2 
und m, so ist mm die Ordnung der aus ihnen zusammengesetz- 
ten Transformation 7'S. 

Betrachtet man die Funktionen mit den Verdnderlichen v’ 
und den Moduln w’ als die urspriinglichen und die Theta mit 
den Veriinderlichen v und den Moduln o als die neuen, so 
nennt man den Ubergang von den einen zu den anderen auch 
eine Transformation. Man nennt sie die imverse der friiheren 
und bezeichnet sie mit 7~1, wenn die frithere 7’ genannt war. 
Die Transformationsgleichungen ergeben sich durch Auflésen der 
Gleichungen (3) in der Form 


2p 
, ~ ) r 
Wy » Cnt PKm) 
m=1 


wo die ¢ nun nicht mehr ganze Zahlen sein werden. Es ist 
praktisch, auch solche Transformationen zuzulassen. Die neuen 
Funktionen sind dann nicht rational durch die friiheren auszu- 
driicken, sondern algebraische Funktionen von ihnen. Die Trans- 
formation 77+ l&B8t alles ungeandert und hei®t die identische 
Transformation. Da ihre Ordnung gleich 1 ist, so ist die Ord- 
nung von Z7'~1 gleich m~'. Ist 7’ linear ganzzahlig, so gilt das- 
selbe von Z~1+. Durch Zusammensetzen von Transformationen 
der beiden hier betrachteten Arten kann man die allgemeinsten 
Transformationen erhalten. 

Ist das System (c) im besonderen von der Beschaffenheit, 
daB in der Diagonale iiberall » steht und an allen anderen 
Stellen 0, so lauten die Beziehungen zwischen den v,t und 


if , 
den v,t L 


Le 
Vy = Nye, THT. 


Die so definierte Transformation heiBt Multiplikation, die inverse 
Teilung. 

Die linearen ganzzahligen Transformationen lassen sich aus 
einer endlichen Zahl }p(3p +1) von elementaren Transforma- 
tionen zusammensetzen. 

Man nennt zwei Transformationen, die sich sich nur durch 
eine lineare ganzzahlige Transformation unterscheiden, dquiva- 
ent. Es gibt nur eine endliche Zahl nichtaquivalenter ganzzah- 
liger Transformationen einer gegebenen Ordnung. 


Es sei f(v) eine Abelsche Funktion mit den Perioden (1). 
Man kann sich fragen, ob es Konstante m,, m,..., m, gibt, 
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so daB die Perioden von f(v) auch Perioden von f(m, 2, mv», 
sees My Vp) sind. Es mu dann ganze Zahlen c geben, so daB 
die Gleichungen bestehen 


2p 
. 
5 = 
(5) My Oy, > Cap Oy 5+ 
j=l 


Diese Gleichungen sind entweder identisch erfiillt fiir beliebige o. 
Dann haben wir die gewéhnliche Multiplikation. Oder die Glei- 
chungen sind nicht identisch erfiillt. Dann miissen die w ge- 
wissen Gleichungen gentigen. Der Ubergang von den Funktionen 
f(v) zu den Funktionen f(mv) heiBt in diesem Falle komplexe 
Multiplikation, da die Faktoren m sich als imaginire Zahlen 
ergeben. Durch die Gleichungen (5) wird eine Transformation 
der Thetafunktionen definiert. Diese hat die Higenschaft, daB 
die urspriinglichen Moduln t und die neuen +’ miteinander iden- 
tisch sind. Man nennt eine solche Transformation eine prinzi- 
pale. Bezeichnet man die charakteristische Determinante des 
Transformationssystems (c) mit |c—z|, so gilt ftir die kom- 
plexe Multiplikation folgender grundlegende Satz: 


Zu einer Transformation (c) gibt es dann und nur dann 
Thetafunktionen, fiir die sie eime komplexe Multiplikation dar- 
stellt, wenn ihre charakteristische Determinante |c — 2| in lauter 
lineare Elementarteiler zerfalli und nur fiir solche Werte von z 
verschwindet, deren absoluter Betrag gleich der Quadratwurzel aus 
dem Transformationsgrade ist. (Dieser Satz ist zuerst bewiesen 
von G. Frobenius, Uber die prinzipale Transformation der 
Thetafunktionen mehrerer Variabein. J. f. Math. 95, S. 264, 1883). 


§ 6. Thetafunktionen mit zweiteiliger Charakteristik. 
Charakteristikentheorie. 


Wie sich aus den Formeln (1), (2), § 2 ergibt, die auch 
fiir Thetafunktionen héherer Ordnung gelten, ist eine Thetafunk- 
tion dann und nur dann eine gerade oder ungerade Funktion 
ihrer Argumente, wenn ihre Charakteristik aus Hdlften ganzer 
Zahlen besteht. Man nennt eine solche Charakteristik zweiteilig. 
Von besonderer Wichtigkeit sind T’heta erster Ordnung mit zwei- 
teiliger Charakteristik. Da zwei Theta, deren Charakteristiken 
sich um ganze Zahlen unterscheiden, nicht wesentlich verschie- 
den sind (siehe (7), § 2), so gentigt es, den einzelnen Zahlen 
in der Charakteristik den Wert 0 und + beizulegen. Daher 
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gibt es nur eine endliche Zahl, nimlich 2°? Thetafunktionen 
erster Ordnung mit zweiteiliger Charakteristik. Von diesen sind 
1 (297-4 2?) gerade und 3 (2?” — 2?) wngerade. Man pflegt in 
der Bezeichnung der zweiteiligen Charakteristiken den Nenner 2 
fortzulassen. Die Zahlen einer solchen Charakteristik 


2 ites reg t 
haben also den Wert 0 oder 1. Zu jeder solchen Charakteri- 
stik [e] gehdrt eine bestimmte Thetafunktion erster Ordnung, 
die mit $,,(w) oder #,(w) bezeichnet wird. Daher heiBt eine 
solche Charakteristik Thetacharakteristik (Th. Ch.). Man nennt 
eine Th. Ch. a gerade oder ungerade, jenachdem %, gerade oder 
ungerade ist. Es ist eine Th.Ch. [e] gerade oder ungerade, je- 
nachdem ->',6,/ gerade oder ungerade ist. 


Durch die Th.Ch. [¢] wird auch eine bestimmte halbe 
Periode definiert, nimlich 


P 

Le, if 7 

“9 *k ee ar (kK = 1, 2,---,p). 
j=1 


Man kann daher [¢] auch als Periodencharakteristik (P. Ch.) auf- 
fassen. Man bezeichnet auch die P.Ch. kurz mit einem Buch- 
staben und die zugehérige Halbperiode mit demselben Buchsta- 
ben. Unter den P.Ch. ist eine ausgezeichnet, nimlich diejenige, 
die aus lauter Nullen besteht. Diese wird mit 0 bezeichnet. Die 
zu ihr gehdrende Halbperiode ist gleichzeitig Ganzperiode, was 
bei keiner anderen P.Ch. der Fall ist. 


Sind a,b,c,... irgendwelche Charakteristiken, so bezeich- 
net man ihre Summe mit abc---. Bei dieser Zusammensetzung 
gilt das assoziative und das kommutative Gesetz. Es ist 
aa =a?=0 und die Null spielt die Rolle der Einheit. 


Ist a eine Th.Ch. und a eine P.Ch., so ist bis auf einen 
konstanten Faktor 9,(u +) gleich 9,,(u) (vgl. § 2). Man 
sagt, die Halbperiode ow fiihrt @, in %,, tiber. Es ist also die 
Summe einer Th. Ch. und einer P.Ch. eine Th. Ch. Sind ferner 
a,b Th.Ch., so gibt es eine bestimmte Halbperiode, die @, in 
%, tberfiihrt. Die zu dieser gehérende P.Ch. ist ab. Es ist 
also die Summe gweier Th. Ch. eine P.Ch. Dagegen ist die 
Summe eweier P.Ch. wieder als P. Ch. aufzufassen. Sind ferner 
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a,b,c irgend drei Th. Ch, so ist bc eine P.Ch., also a(bc) 
= abc eine Th. Ch. 

Aus den 2°? Thetafunktionen mit zweiteiliger Charakteristik 
lassen sich auf mannigfache Weise Abelsche Funktionen bilden, 
und zwar lassen sich alle Abelschen Funktionen mit denselben 
Perioden rational durch die Theta ausdriicken. Im besonderen 
gilt: Der Quotient 
8 Q a, (WO, (w) AE 


5, we, 


ist dann und nur dann eine Abelsche Funktion, wenn Zihler 
und Nenner gleich viel Faktoren enthalten und wenn die Summe 
aller Th.Ch. die P.Ch. 0 ergibt. So sind z. B. 


FAC) F,(u)F,(u) 
BR(u)” (wu) By y-(u) 
Abelsche Funktionen. 


Sind «, 6 zwei P. Ch., so hangt es nur von a, 8 ab, ob die 
Abelsche Funktion 


oe 2 


aa “ap 


o Daa p 


eine gerade oder ungerade Funktion ist. Im ersten Fall nennt 
man die beiden Halbperioden a, 6 syzygetisch, im anderen azy- 
getisch. Die Bezeichnung stammt von Frobenius. (Siehe die 
Literaturangabe weiter unten.) Das Zeichen (w|8) bedeutet 
+41 oder —1, je nachdem «a, 6 syzygetisch oder azygetisch 
sind. Fiir dies Zeichen gelten die Rechenregeln 


(@|/8)=(Bla), (@B|y) = (ely) (Bly). 


Die Halbperiode O und nur diese ist zu allen anderen syzy- 
getisch. 

Man nennt ferner drei Th. Ch. a, b, ¢ und ebenso die zu- 
gehérigen Thetafunktionen syzygetisch oder azygetisch, je nach- 
dem die Abelsche Funktion 


gerade oder wngerade ist. 

Sind %,, %,.--+,%, ” P. Ch., so nennt man sie wnabhdngig, 
wenn die aus ihnen durch Zusammensetzung zu bildenden 2” 
P. Ch. alle voneinander verschieden sind. Diese 2” P. Ch. bilden 
dann eine Abelsche Gruppe vom Grade 2”. Man nennt n die 
Ordnung der Gruppe. Die P. Ch. %,, %,...,%, bilden eine Basis 
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der Gruppe. Die Ordnung ~ einer solchen Gruppe ist héchstens 
2p. Ist nm = 2p, so sind in der Gruppe alle P. Ch. enthalten. 

Sind die P. Ch. x,, %:,-.., %, Voneinander unabhingig, so 
haben die Gleichungen 


(|x) = &, (w | %,) = &, +, (@|%,) = &, 


wo alle ¢ gleich + 1 oder —1 sind, bei gegebenen ¢ genau 
2??-” Loésungen o. 

Gentigen die P. Ch. x den Gleichungen (%,|%,,) = + 1, so 
sind alle P. K. der durch die x definierten Gruppe zueinander 
syzygetisch. Fir eine solche Gruppe ist die Ordnung <p. 
Ist m=p, so heiBt eine derartige Gruppe eine Gdpelsche 
Gruppe. 

Gentigen m P. Ch. x den Gleichungen (,|x,,) =—1, so 
nennt man sie eine azygetische Reihe. (Es sind aber nicht je 
zwei P. Ch. der durch die Reihe definierten Gruppe azygetisch.) 
Ist die Summe %,%,---+%,=0, so nennt man die Reihe ge- 
schlossen, sonst ungeschlossen. Fir eine ungeschlossene azyge- 
tische Reihe ist m< 2p, fiir eine geschlossene nm < 2p + 1. 
Die P. Ch. einer ungeschlossenen Reihe sind immer unabhingig. 

Man kann mit diesen Sitzen eine tibersichtliche Bezeich- 
nung fiir die Theta und fiir die P. Ch. herleiten. Ist nimlich 
1) #g,-.-)% gp, eime ungeschlossene azygetische Reihe, so kann 
man immer eine Th. Ch. a so finden, daB die 2» + 1 Th. Ch. a, 
Gn, U%g,..-,A%y, alle gleichen Charakter haben, d.h., daf sie 
entweder alle gerade oder alle ungerade sind. Diese bezeichnen 
wir mit den Zahlen von 1 bis 2p + 1. Irgendeine Kombination 
einer geraden Anzahl dieser Zahlen ist dann gleich einer Kom- 
bination der P. Ch. %,, % ,..-, #2, also gleich einer P, Ch. Man 
erhalt so jede P. Ch. mit Ausnahme der 0. Dagegen ist eine 
Kombination einer ungeraden Anzahl der Zahlen von 1 bis 
2p-+ 1 eine Th. K. Bezeichnet 7 die Zahl der in einer solchen 
Kombination enthaltenen Zahlen, so gibt folgende Tabelle dar- 
uber AufschluB, wann die entsprechende Th. Ch. gerade oder un- 
gerade ist. 


(1) p =0 oder 1 (mod 4); 
|= 1(mod 4), die Th. Ch. ist gerade, 
1 = 8 (mod 4), die Th. Ch. ist ungerade; 
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(11) p = 2 oder 3 (mod 4); 
|= 1 (mod 4), die Th. Ch. ist ungerade, 
1 = 3 (mod4), die Th. Ch. ist gerade. 


Man bekommt auf diese Weise alle Th. Ch. 


Beispiele: »=1. Hier ist 2p +1= 83. Man hat die 
drei geraden Funktionen 9,, #,, 9; und die ungerade 4,95. 
Die von O verschiedenen 3 P. Ch. sind zu bezeichnen mit 12, 
13, 23. 


p=2. Es ist 2p+1=5. Man hat zunichst 5 un- 
gerade Funktionen @,, %, 43, 05, 0; und dann 10 gerade Funk- 
tionen 9193, D494, +--+, O34, und schlieBlich noch eine ungerade 
Funktion 9,.3,,. Die 15 von Null verschiedenen P. Ch. werden 
dargestellt durch die Ziffern von 1 bis 5 2u je zweien und 
vieren. Die Bezeichnung wird etwas iibersichtlicher, wenn man 
setzt 12345 = 6. Dann werden die ungeraden Th. Ch. durch 
die Zahlen 1, 2,..., 6 dargestellt, die geraden Th. Ch. durch die 
Kombinationen dieser Zahlen zu je dreien. Man bekommt so 
jede gerade Th. Ch. zweimal, und zwar enthalten zwei Kom- 
binationen, die dieselbe Th. Ch. bezeichnen, zusammen alle Zahlen 
von 1 bis 6. Die von O verschiedenen P. Ch. werden durch die 
Kombinationen der Zahlen 1 bis 6 zu je zweien bezeichnet. 

Th. Ch. kommen fiir Thetafunktionen mehrerer Verinder- 
lichen zuerst vor bei Weierstra8&, Zur Theorie der Abelschen 
Funktionen, Werke 1, 8.133, 1894. Systematisch behandelt 
sind die Th. Ch. zuerst von Prym, der auch die P. Ch. zuerst 
einfihrt. F. Prym, Zur Theorie der Funktionen in eimer zwet- 
blittrigen Fliche, Ziiricher N. Denkschr. 22, 1867; Unter- 
suchungen iiber die Riemannsche Thetaformel und die Riemannsche 
Charakteristikentheorie, Leipzig 1882. Vgl. zu der hier gegebenen 
Darstellung besonders G. Frobenius, Uber das Additionstheorem 
der Thetafunktionen mehrerer Variabeln, J. f. Math. 89, S. 185, 
1880; Uber Gruppen von Thetacharakteristiken, J. f. Math. 96, 
8.81, 1884 und F. Schottky, Zur Theorie der Abelschen Funk- 
tionen von vier Variabeln, J. f. Math. 102, 8. 304, 1888. Eine 
genaue historische Darstellung findet man bei Brill-Noether, 
Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen in 
dilterer und newerer Zeit, Jahresber. d. D. Math.-Vereinigung 3, 
8.471, 1894. Dort findet man auch die Literatur zusammen- 
gestellt. 
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Wie schon erwihnt, sind auch Thetafunktionen héherer Ord- 
nung dann und nur dann gerade oder ungerade Funktionen, 
wenn die Charakteristik zweiteilig ist. Uber die Zahl der linear 
unabhingigen Theta n-ter Ordnung mit zweiteiliger Charakteristik 
gilt folgender Satz, in dem g die Zahl der linear unabhingigen 
geraden und w die der ungeraden Funktionen bedeutet: 


Ist n gerade, so ist fiir Funktionen mit der Charakteristik O 
1 1 
g = 5 (WP + 27), u= 5 (n?— 2°), 


fiir Funktionen mit von 0 verschiedener Charakteristik 


Ist n ungerade, so ist fiir Funktionen mit gerader Charakteristik 
1 1 
Ge Tl) ea ee, 
fiir Funktionen mit ungerader Charakteristik 


1 1 
g= Fh 1), w= Fo? +1). 


§ 7. Thetarelationen. 


Ist a irgendeine zweiteilige Th. Ch., so l&Bt sie sich auf 
mannigfache Weise in r zweiteilige Th. Ch. zerlegen. Ist eine 
dieser Zerlegungen & = a,a,...4,, so ist das Produkt 


9,,(u) 9.,(u) --. Ow) 


aus Thetafunktionen erster Ordnung eine Thetafunktion r-ter Ord- 
nung mit der Charakteristik a. Jeder Zerlegung von a in r Th. Ch. 
entspricht so eine Thetafunktion x-ter Ordnung mit der Charak- 
teristik a. Zwischen diesen bestehen nach dem SchluB von § 6 
lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, Alle Glei- 
chungen zwischen den Theta erster Ordnung mit zweiteiliger 
Charakteristik sind von dieser Form. Hat man eine solche Glei- 
chung, so kann man daraus durch folgende zwei Prozesse neue 
Gleichungen herleiten. Einmal dadurch, da8 man die Argumente 
um eine halbe Periode vermebrt; dann dadurch, daB man eine 
Uineare Transformation anwendét, und in der entstehenden Glei- 
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chung, die ja identisch gilt, die neuen Argumente und Moduln 
durch die alten ersetzt. Die Gleichungen zwischen den Theta 
lassen sich formal einfacher darstellen, wenn man nach F. Klein 
(Uber hyperelliptische Sigmafunktionen, 1. Abh., Math. Ann. 27, 
S. 431, 1886; 2. Abh., Math. Ann. 32, S. 351, 1888; Zur 
Theorie der Abelschen Funktionen, Math. Ann. 36, S. 79, 1890) 
statt der Thetafunktionen die sich von ihnen durch konstante 
Faktoren unterscheidenden Sigmafunktionen einfihrt. 


Z. B. besteht zwischen je 2? + 1 Thetaquadraten eine lineare 
Gleichung mit konstanten Koeffizienten. Es lassen sich also die 
Thetaquadrate linear durch 2? linear unabhingige ausdriicken. 
Solche 2? unabhiingige Funktionen sind z. B. die Quadrate von 
2? Theta, deren Charakteristiken eine Gépelsche Gruppe bilden. 
Fiir » = 2 sind also von den 2??= 16 Thetaquadraten 2? = 4 
linear unabhiingig. Deutet man 4 linear unabhingige der 16 Theta- 
quadrate als homogene Raumkoordinaten und liBt die beiden Argu- 
mente der Theta variieren, so erhilt man im Raume eine Fliche. 
Es ist die sogenannte Kwmmersche Fldche. Sie ist von vierter 
Ordnung und hat 16 Doppelpunkte, die man erhilt, wenn man 
die Argumente gleich einer der Halbperioden (einschlieBlich der 
Periode 0) setzt. Setzt man irgendeins der 16 Thetaquadrate 
gleich Null, so wird dadurch, weil es eine lineare homogene 
Funktion der Koordinaten ist, eine Ebene definiert. Zwischen 
den so definierten 16 Ebenen und den 16 Doppelpunkten be- 
steht folgende Beziehung: In jeder der Ebenen liegen 6 Doppel- 
punkte und durch jeden Doppelpunkt gehen 6 Ebenen. 


Das Additionstheorem der Thetafunktionen wird durch die 
Riemannsche Thetaformel gegeben, allerdings in spezieller Form: 
Bestehen zwischen den 4p Argumenten ~ und v die Gleichungen 


2 vy) = wu) oe uy?) + uy) -- ui, 
SOLO any ine ae 
nea Oana Omer Op 


Dy) = yO — yO — yf) — uw, 


bedeuten a,b irgend zwei fest gewahlte Th. Ch. und durchléuft 
ew alle 2?” Th. Ch., so ist jede der 2? Funktionen 


a, ba (u() a, a (ul?) a, a (u®)) Oy (ui) 
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linear und homogen mit konstanten Koeffizienten durch die 
Funktionen 
o ba (vo) a, a (v() a, a@ (vo) a, (vo) 


ausdriickbar und umgekehrt. Jede solche Formel heiBt Rie- 
mannsche Thetaformel. 


Uber die Herleitung dieser Formel sehe man Krazer, 
Lehrbuch der Thetafunktionen, Kap. IL und III, wo ganz all- 
gemeine Methoden zur Herleitung von Gleichungen zwischen 
Thetafunktionen gegeben sind; auBerdem Kap. VII, wo auch 
genaue Literaturangaben. 


Das durch die Riemannsche Formel gegebene Additions- 
theorem der Theta lat sich auf die Abelschen Funktionen mit 
denselben Perioden iibertragen, da diese ja durch die Theta 
rational ausdriickbar sind. Durch Spezialisieren der Argumente 
lassen sich mannigfache Gleichungen aus der Riemannschen Theta- 
formel herleiten. 


Wie man die Thetafunktionen mit zweiteiliger Charakteristik 
besonders betrachtet, so hat man auch Theta untersucht, deren 
Charakteristiken r-tel ganzer Zahlen sind. (Krazer, Lehrbuch 
d. Thetaf., Kap. VIII.) 


§ 8. Auflésen der Thetarelationen. 


Wie schon in § 4 angegeben, rechnet man alle Abelschen 
Funktionen von p Verinderlichen mit denselben Perioden in eine 
Klasse. Sie bilden einen algebraischen Kérper von p unabhin- 
gigen Veranderlichen, und zwar einen sehr speziellen. Es ist 
eine Hauptaufgabe der Theorie der Abelschen Funktionen, diesen 
Kérper algebraisch zu definieren. Diese Aufgabe ist bisher nicht 
allgemein gelést. Da man alle Abelschen Funktionen rational 
durch Thetafunktionen ausdriicken kann, so kommt die Aufgabe 
darauf hinaus, die Thetarelationen aufzuldsen. 


1. Die Riemannschen Theta. Es sei K ein algebraischer 
Kérper vom Geschlechte ». In ihm seien 2,, Ue, -..; v, p linear 
unabhingige Integrale erster Gattung, die so gewihlt seien, daB 
ihr Periodensystem die kanonische Form (1,1) hat. Die r sind 
dann so beschaffen, daB es Thetafunktionen mit dem Perioden- 
system (1,7) gibt. Diese Theta heiBen Riemannsche Theta- 
funktionen. Da der allgemeinste Kérper des Geschlechtes p von 
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3p —3 Moduln abhingt, so hangen auch die Riemannschen 
Theta von 3» — 3 Parametern ab. Sie sind also spezielle Theta, 


da die allgemeinsten Theta von den =p (p +1), nur durch Un- 


gleichheiten beschrinkten, Moduln t abhingen. Fir p = 2 und 
p = 3 ist 1 
3p —3 = +p(p +1), 


aber fiir p > 3 ist 


1 
SP 1) 8p Se 


Es miissen daher zwischen den Moduln der Riemannschen Theta 
fiir p > 3 Gleichungen bestehen. Die Bestimmung dieser Glei- 
chungen ist im Falle p = 4 F. Schottky gelungen. (J. f. Math. 
102, S. 304, 1888.) In diesem Falle ist 


=P (p+1)—(3p—3) =1, 


so da& eime Gleichung die Riemannschen Theta von vier Ver- 
anderlichen charakterisiert. Bedeutet x irgendeine P. Ch. einer 
syzygetischen Gruppe vom Grade 8 und der Ordnung 3, so gibt 
es immer drei Theta @,, 4, #, von der Art, daB die 24 Funk- 
tionen 9,,, %,, 3, alle gerade sind. Bezeichnet man die Werte, 


die die drei Produkte [J9,,, (i =1, 2, 3) fiir die Nullwerte 
() 


der Argumente annehmen, mit 7r,,7,,73;, so hat die Gleichung, 
die die Riemannschen Theta von vier Verinderlichen charak- 


terisiert, die Form 
Viet Viet V75= 0. 


Solcher Gleichungen gibt es sehr viele, aber eine von ihnen 
zieht alle anderen nach sich. Fir p > 4 sind Gleichungen zwi- 
schen den Nullwerten der Riemannschen Theta hergeleitet von 
F. Schottky und H. W. E. Jung. (F. Schottky und H. Jung, 
Neue Sétze tiber Symmetralfunktionen und die Abelschen Funk- 
tionen der Riemannschen Theorie, Berliner Sitzwngsber, 1. Mit- 
teilung, S. 282, 1909; 2. Mitteilung, 8.732, 1909; 3. Mitteilung, 
B, 1002, 1912.) 

Ist der Kérper K im besonderen hyperelliptisch, so heiBen 
die zugehérigen Theta hyperelliptisch; sie sind ftir p > 2 noch 
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spezieller als die Riemannschen, da sie nur von 2p — 1 Para- 
metern abhiingen. Diese Thetafunktionen werden dadurch charak- 
terisiert, daB gewisse unter ihnen bei der Entwicklung nach Po- 
tenzen ihrer Argumente mit Gliedern héherer Dimension be- 
ginnen, 

Es sei a eine feste Stelle des Kérpers K und es seien 
i> Po» ---) Pp, p Verinderliche Stellen. Setzt man dann fiir die 
Argumente wu der Abelschen Funktionen, deren Periodensystem 
mit dem der Integrale erster Gattung v des Kérpers K iden- 
tisch ist, 


1 Po p 
rpsiiccum oes vee ye (i= 1,2,..., 9) 
a a a 


so bleiben die Argumente willkirlich verinderlich und die Abel- 
schen Funktionen werden zu symmetrischen rationalen Funktio- 
nen der p Stellen p,, pp,-..,P,- Genaueres siehe im nichsten 
Paragraphen. 


2. Die allgemeinsten Theta kann man aus den Riemann- 
schen erhalten. Es sei nimlich K ein algebraischer Kérper vom 
Geschlechte g >. Dieser habe die Higenschaft, daB p von den 
q Integralen erster Gattung nur 2p primitive Perioden haben. 
Die iibrigen g—p Integrale lassen sich dann so wiahlen, da& 
sie nur 2(¢—yp) primitive Perioden haben. (H. Poincaré, 
Sur les fonctions Abélienncs, Am. Journ. 8, S. 289, 1886.) 
Die zu K gehérenden Riemannschen Theta zerfallen dann nach 
einer passenden Transformation in das Produkt eines Theta 
von p Verinderlichen und eines von g — p Verdnderlichen. Die 
so erhaltenen Theta von p Verinderlichen sind bei passender 
Wahl von K allgemein. (W. Wirtinger, Untersuchungen iiber 
Thetafunktionen, Leipzig 1895.) 


Eine einfache Methode, die aber fiir beliebiges p nicht die 
allgemeinsten Theta liefert, einen Kérper K vom Geschlechte 
q>p der angegebenen Art zu bekommen, ist folgende. Man 
adjungiere zu einem Kérper k vom Geschlechte g—p eine al- 
gebraische Funktion, so daB der entstehende Kérper K vom 
Geschlechte q wird. Unter den q Integralen erster Gattung von 
K sind dann die g— p Integrale erster Gattung von / ent- 
halten und, da diese nur 2(q¢—y) primitive Perioden haben, 
so gibt es p andere, die nur 2p primitive Perioden haben. Diese 
sind dadurch charakterisiert, daB die Relativspur ihrer Integranden 
in bezug auf den Korper & gleich Null ist (F. Schottky, Ber- 
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liner Sitzungsber., S. 522, 1904; H. W. E. Jung, Berliner 
Sitzungsber., 8. 1381, 1904). 

Eingehend behandelt ist nur der Fall, daB der Kérper K 
aus & durch Adjunktion der Quadratwurzel aus einer rationalen 
Funktion des Kérpers & entsteht. (F. Schottky, J. f. Math. 
106, S. 199, 1890; W. Wirtinger, Thetafunkt., 1895. Es 
werde die Funktion, deren Quadratwurzel zu k adjungiert wird, 
an 2m Stellen von ungerader Ordnung Null und im itibrigen 
nur von gerader Ordnung Null und unendlich. Ist & der all- 
gemeine Kérper vom Geschlechte 1, ist ferner t+ 6 das Ge- 
schlecht von K, so ist c =1-+m—41 und die Zahl der Para- 
meter ist 31 —3-+m. Die Zahl der Parameter ist gleich der 


Zahl 5 (6 +1) der Parameter, von denen die allgemeinen 


Theta von o Veriinderlichen abhingen (abgesehen von den Fallen 
6 =1,o0= 2), nur in folgenden drei Fallen 


o=38, n=3, +1, 


Diese Faille sind behandelt von Schottky, Jung und Wir- 
tinger. (Siehe den Enz.-Artikel von Krazer und Wirtinger, 
8. 845.) 


§ 9. Die Riemannschen Theta. Das Umkehrproblem. 


Es sei K ein algebraischer Kérper vom Geschlechte p und 
es seien ,, U,-.-,¥, unabhiingige Integrale erster Gattung, und 
zwar seien sie so gewahlt, da ihr Periodensystem die kanonische 
Form (1,17) hat. Die zu diesem Periodensystem gehérenden 
Theta erster Ordnung mit zweiteiliger Charakteristik mégen mit 
@(w) bezeichnet werden. Es seien p, p’ zwei Stellen von XK. 
Setzt man 


p’ 
u,=f de,— %, (= 1, 2, 5p) 
p 


wo die e gegebene Konstanten bedeuten, so wird jedes S(u) 
eine Funktion der Stelle p mit folgenden Kigenschaften. Sie 
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verhilt sich tiberall wie eine rationale Funktion. Durchlauft p 
eine geschlossene Kurve, so andert sich @(w) héchstens um einen 
Exponentialfaktor. @(w) hat als Funktion von p, wenn es nicht 
identisch verschwindet, genau p Nullstellen. Ware @(w) von 
der n-ten Ordnung, so wiirde die Zahl der Nullstellen mp sein. 
Die p Nullstellen von (uw) seien p,, Py,---, P,- Hs bestehen 
dann die Kongruenzen 


p_ »% 
é; Pee k;, 
k=1p' 


wo die GréBen k die von den Parametern e, und von den Stellen 
p, unabhingigen Riemannschen Konstanten sind. 


Es kann sehr wohl eintreten, daB die Parameter e solche 
Werte haben, daB die Funktion @(w) identisch verschwindet. Von 
den Satzen tiber das identische Verschwinden der Thetafunktionen, 
die von Riemann herriihren, sei nur folgender angefiihrt (vgl. 
Christoffel, Vollsténdige Theorie der Riemannschen Theta- 
funktionen, Math. Ann. 54, 8. 347, 1901). 


Die Funktion 
p p 
sees a) 
p’ k=1 yp’ 


verschwindet, aufgefaBt als Funktion der Stelle p: 


1. wenn die durch den Divisor p,p,...p, definierte Klasse (p,) 
die Dimension 1 hat, an den Stellen p,, ,,..., Ppi 


2. wenn die Klasse (p,) von der Dimension s + 1 ist, identisch, 
und zwar zugleich mit allen Ableitungen 1., 2.,..., (s — 1)-ter, 
aber nicht s-ter Ordnung. 


Wir betrachten die zu K gehérenden Riemannschen Theta 
erster Ordnung mit zweiteiliger Charakteristik. Wir setzen zunachst 


d 
u, =f dv, (=1,2,..508 
p’ 


Es wird dann jeder Quotient 9?2(w)/@?(w) eine Funktion des 
Korpers K, und zwar sowohl als Funktion der Stelle » wie 
auch der Stelle p’. Diese Funktion wird, wenn der Kérper K 
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nicht von besonderer Beschaffenheit ist, nicht identisch Null oder 
unendlich. Sie wird daher an p Stellen von der zweiten Ord- 
nung Null und an p Stellen von der zweiten Ordnung unend- 
lich. Sind 2, y zwei GréSen aus K, durch die sich alle anderen 
rational ausdriicken, so kann man jeden solchen Quotienten in 
die Form: 

ACD) Da 


BRu) “aby, 
bringen, wo die ¢ Konstante sind und die w ganze rationale 
Funktionen von 2, y; es werden dann die w adjungierte Funk- 
tionen, die auBer an den ihnen allen gemeinsamen (dem Doppel- 
punktdivisor entsprechenden) Stellen noch an p Stellen von der 
zweiten Ordnung Null werden. Die Funktionen Vw sind also 
Wurzelfunktionen. (Vgl. Kap. XVI, § 8.) Durch diese Bedingung 
sind die 2?? Funktionen w im ihrer Gesamtheit eindeutig bis auf 
konstante Faktoren bestimmt. Die Funktionen w sind sym- 
metrische Funktionen von p und p’. Ist @, eine ungerade 
Funktion, so zerfallt die entsprechende Funktion w,. Es wird 


nimlich: , 
Wa mae La Pa(P) PalP ) ts 


Dabei bedeutet 7, eine Funktion, die fiir p =p’ verschwindet, 
,(P) eine o- Funktion, die nur von (p) abhingt, und o,(p’) die. 
selbe Funktion von p’. 

Das Umkehrproblem. Setzt man in die Funktionen @ statt 
der Argumente uw 


Pi Do Pp 
(1) wafdr,tfde,t--+fde,  (=1,2,..52), 
ge $y 


so werden die Quotienten 9?(w)/9?(u) rationale symmetrische 

Funktionen der Stellen p,, pp, -.-, },- Diese lassen sich algebra- 

isch bestimmen. Ist das gesehehen, so ist damit die Auflisung 

der Thetarelationen fiir die Riemannschen Theta geleistet. (Vgl. 

§ 8.) Das Jacobische Umkehrproblem besteht nun Pian aus den 
| Gleichungen (1) bei gegebenen Werten der w und gegebenen 
Stellen p; die Stellen p, zu bestimmen. Dazu stelle man p 
Quotienten $2(w)/92(w) als Funktionen der p, und p) dar. In 
den p so erhaltenen Gleichungen 


B? (uw) = , 
o? (u) Zz Rao? p ) 


Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl. 58 
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ist dann alles auBer den p Stellen p, bekannt und es lassen 
sich daher die gesuchten Stellen algebraisch berechnen. 


Lehrbticher und Monographien. 


Uber Lehrbiicher und Monographien sehe man die Literatur- 
angabe am Ende von Kapitel XVII, 8. 888. Auferdem seien ange- 
geben: 

A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903. 
A. Krazer und W. Wirtinger, Abelsche Funktionen und allgemeine 
Thetafunktionen. Enz. d. math. Wissenschaften 11 B 7. Leipzig 1921. 


Dort sind auch ausfiihrliche Literaturangaben. 


Kapitel XIX. 


Automorphe Funktionen unter EinschluB der elliptischen 
Modulfunktionen, 


Von Robert Fricke in Braunschweig. 


§ 1. Begriff der automorphen Funktionen. 
Wir verstehen unter = £-+ in eine komplexe Variabele. 
Auf diese iiben wir eine Reihe lincarcr Transformationen oder 
- Substitutionen 
, «,€+ 8 ” H+ Be vt “f+ 8B 
1 eerie 1 ek ES mes 8 
( ) e io+9,’ $ yf + 0,’ 7 


aus, deren Determinanten (a;6,; — B;y;) von O verschieden seien. 
Abgekiirzt wollen wir diese Substitutionen durch die Symbole 


(2) © = Vi(8), ie = V, (So); gO = V3(£); ae oe 
bezeichnen. 

Wir bezeichnen weiter mit ¢ = @(£) cine analytische Funk- 
tion von £, welohe ihren Wert behdlt, wenn man fiir das Argu- 
ment £ irgend eines jener 6 = V,(€) substituiert 


(3) (6) = (7,0) =» SEES) = 90: 


eine solche Funktion p(§) nennen wir mit Klein (Gétt. Nachr. 
1890, Nr. 4, Ges. math. Abh., 2, S. 549) eine ,,automorphe 
Funktion“. Wir betrachten weiterhin nur einmdeutige automorphe 
Funktionen, zu denen insbesondere auch die elliptischen Modul- 
funktionen gehoren. 

Sind V, und V, irgend zwei von den Substitutionen (2), 
zu denen o(g) gehért, so folgt aus (3) unmittelbar 


(4) 9{ V(V,.0)} = o(V.0) = ENS 
58* 
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Nun berechnen wir aber fiir die aus den Substitutionen V; und 
V, zusammengesetzte Substitution V,(V,(), die wir abgekiirzt 
durch das Symbol V,-V, oder V;V, bezeichnen wollen: 


_ (je, + BiydS + B+ BOD | 
(5) VV) $6: (yiey + Ogre) o + 7iBe + 959%) : 


V,V, ist somit wieder eine lineare Substitution und die Deter- 
minante der letzteren 


(ajo, + a) CASA + 6,4,) — (a, 8, + B; 6,) (70% + 6;7;) 
aaa (a, 6; me B:7:) CAP a a) 


ist als Produkt der Determinanten von V; und V, wieder von 0 
verschieden. Geben wir die einzelne Substitution V, durch Nen- 


nung ihrer Kooeffizienten etwa in der Gestalt 


a(& 4 
lie be 0;)’ 
so stellt sich das in (5) zum Ausdruck kommende Gesetz tiber 
die Zusammensetzung zweier Substitutionen V;, V, zu einer neuen 
so dar 
(6) ee a . (ae? = (ee +Bive, % B+ i 

745 9) \Yer Ox M+ 9O7¢, 48, + 9:9, 


Gleichung (4) liefert den Satz: Zransformieren die Substitutionen 
V, und V, die Funktion 9(£) in sich, so gilt dasselbe von der 
aus V, und V, zusammengesetzten Substitution V,V,. 

Wir wollen uns nun den Begriff der Gesamtheit aller Sub- 
stitutionen V bilden, welche unsere fragliche Funktion o(§) in sich 
transformieren. Zu dieser Gesamtheit wird stets die sogenannte 


identische Substitution Vy = e 3 gehdren, welche wir auch, da 


stets V, V = V ist, symbolisch durch 1 bezeichnen. Es wird ferner 
mit der einzelnen Substitution V; die inverse Substitution V/ = 


so 8; 
(eu ey welche durch Auflésung von ¢) =V,(£) nach £ ge- 
49 % 
wonnen wird, jener Gesamtheit angehéren; denn aus 
oye af + B; = 
9(6) = 9 (eT 3) = 9) 
folgt, indem man rechts € durch & ausdriickt, sofort 


(0) = (eae) 
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Diese zu V, inverse Substitution V;, befriedigt die Gleichung: 
V,-V,=V,=1 und wird demnach symbolisch auch durch V,~* 
bezeichnet. shy allem folgern wir aus dem der Gleichung (4) 
entnommenen Satze, daB, wenn V; und V, zwei Substitutionen 
unserer Gesamtheit sind, auch die durch ihre Kombination ent- 
springende Substitution V,V,, dieser Gesamtheit angehért. Mit 
Riicksicht auf die in Kap. III, § 1 (S. 173) aufgezihlten charak- 
teristischen Eigenschaften einer Gruppe folgern wir: Die gesam- 
ten linearen Substitutionen V, welche unsere automorphe Funktion 
9 (£) im sich transformieren, bilden eine ,,Gruppe“. Jene Higen- 
schaften sind namlich, abgesehen vom ,,assoziativen“ Gesetze 
(7) VM UA ee as VV» 

in den voraufgehenden Zeilen bereits alle dargelegt; das Gesetz 
(7) aber zeigt man durch direkte Rechnung. Die Theorie der 
automorphen Funktionen wird man hiernach auf eine Theorie der 
Gruppen linearer €-Substitutionen zu griinden haben. Zur ab- 
ktirzenden Bezeichnung einer solchen Gruppe wollen wir das Sym- 
bol I” benutzen. 

Uber die Geschichte der automorphen Funktionen folgen 
unten weitere Angaben. Ausfiihrlich ist die Theorie dieser Funk- 
tionen in dem Werke dargestellt ,,Vorlesungen tiber die Theorie 
der automorphen Funktionen“ von R. Fricke und F. Klein 1 
(1897), 2. 1901 bis 1912, Leipzig (Teubner); dieses Werk wird 
in der Folge mit ,,Aut.“ zitiert. Die Theorie der elliptischen Mo- 
dulfunktionen, welche wie bemerkt eine besondere Art auto- 
morpher Funktionen darstellen, ist ausfiihrlich behandelt in dem 
Werke ,,F. Klein, Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen“, ausgearbeitet und vervollsténdigt von R. Fricke, 
1 (1890), 2 (1892), Leipzig (Teubner); dieses Werk wird weiter- 
hin mit ,,Mod.“ zitiert. 


§ 2. Die linearen Substitutionen als Kreisverwandt- 
schaften. 


Die komplexe Variabele ¢ schreiben wir unter Trennung 
ihres reellen und imaginiiren Bestandteiles € = € + in und legen 
ihrer geometrischen Deutung eine Ebene oder, wenn wir die Be- 
sonderheit des Punktes £ = co aufheben wollen, eine Kugel zu- 
grunde (vgl. Kap. XV, § 1). Durch die einzelne Substitution 


©) rie 
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wird, falls wir ¢ und ¢' in derselben Ebene deuten, eine um- 
kehrbar eindeutige und durchweg konforme Abbildung der &-Ebene 
auf sich selbst dargestellt. 


Der besondere Charakter dieser Abbildung besteht nun darin, 
daB sich bet derselben die Kreise der €-Ebene stets wieder in 
Kreise transformieren; dabei sind die Geraden als Kreise mit 
unendlich groBem Radius immer mitgemeint. 


Um dies zu zeigen, nehmen wir erstlich an, daB y = 0 sei, 
wo alsdann (wegen Nichtverschwindens der Determinante ad — By) 


notwendig « und d von O verschieden sind. Setzen wir 7 oe” 


und f_ 6’, so handelt es sich um die Substitution 
(2) C=acl +f. 


Wir schreiben, unter |a’| den absoluten Betrag und unter @ die 
Amplitude von « verstanden, « = |«’|e* und kénnen die Sub- 
stitution (2) in der Gestalt V,V,V, aus folgenden drei Substi- 
tutionen zusammensetzen 


pet lee _ (27%, 0 __ (le, 0 
%=(04)) m= (04) 1=(01)° 


VY, bedeutet eine Translation oder Parallelverschiebung der ¢-Ebene, 
wobei der Nullpunkt an die Stelle =’ riickt; V, bedeutet 
eine Drehung der €-Ebene um den Nullpunkt durch den Win- 
kel 9; endlich bedeutet V, eine Ahnlichkeitstransformation mit 
festbleibenden Punkten £=0O und €= oo. In der Tat stellen 
sich diese Transformationen, wenn wir noch unter Trennung des 
Reellen vom Imaginiéren B’ = b, + ib, schreiben, in den recht- 
winkligen Koordinaten £, » wie folet dar 


(Vi) gé=—E&+b,, yn =n4+b,, 
(V2) & = & cos? — y sind, 1 a: sind + 9 cos®, 
(V5) f= |o'|&, 9 =|0"| ». 


Da jede dieser Transformationen die Kreise der Ebene wisder 
in die Kreise tiberfiihrt, so gilt dies auch von der aus ihnen 
zusammengesetzten Substitution (2). 


Verschwindet y nicht, so kénnen wir die Substitution (1) 
in die Gestalt setzen: 
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Schreiben wir zur Abkirzung: 
y* iitieet yo ee 37 CE 5/7; 
wi By —* ad—py Po  ~F 


so sind die GréBen a’, B’, 8” jedenfalls endlich, und @’ ist von 
O verschieden. Unsere Substitution schreibt sich: 


et oe e 
i Terps 


und ist somit in der Gestalt V,’ V,’V, aus den drei folgenden 
Substitutionen herstellbar: 


HEA Sl Tal ea helte tne 


V, und J," sind Substitutionen der Gestalt (2). V,’ liefert fir 
die Koordinaten & 7: 


aoe , 
Pm ppg 1 Ey 
so daB durch V,’ der Kreis: 
a(é + 47) + 2b§ + 2en + d=0 


d(g? + xf) — 2b8 + 2m’ +a =0, 


in: 


d. bh. in der Tat wieder in einen Kreis transformiert wird. Die 
fragliche Higenschaft der Substitutionen (1) ist also allgemein 
bewiesen. 

Nach Moebius, Leipz. Abh. 2 oder Werke 2 bezeichnet 
man die winkeltreuen Abbildungen einer Ebene auf sich selbst, 
bei denen Kreise immer wieder in Kreise tibergehen, als ,,Kreis- 
verwandtschaften“, und zwar unterscheidet man zwei Arten der- 
selben, je nachdem bei der Abbildung des einzelnen Winkels die 
Schenkel desselben ihre gegenseitige Lage behalten oder umge- 
legt erscheinen. Unsere ¢-Substitutionen (1) gehéren zu den 
Kreisverwandtschaften der ersten Art.1) Hine einzelne Kreisver- 


1) Zugleich erschépfen sie dieselben. Vergleiche die ausfihrliche 
auf projektiv-geometrische Entwicklungen gegriindete Theorie der 
€-Substitutionen in ,,Aut.“ 1, 3ff. und Repert. 2, Kap. I, § 5. 
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wandtschaft der zweiten Art ist z. B. durch den Ubergang von 
¢=£+ in zum konjugiert komplexen Werte {= § —in ge- 
geben; denn diese Transformation stellt die symmetrische Um- 
formung oder Spiegelung der §-Ebene an der reellen Achse dar. 
Weitere solche Kreisverwandtschaften zweiter Art’) gewinnen 
wir, wenn wir die eben genannte Transformation von ¢ in { =€ 
mit allen Substitutionen (1) kombinieren: 


af +B 
(8) ’ vE+0 
Wir wollen diese Substitutionen symbolisch durch ¢’ = V(£) be- 
zeichnen und als ,,¢-Substitutionen zweiter Art“ den bisherigen an- 
reihen, welche letztere dann genauer als _,,f-Substitutionen erster 
Art“ zu bezeichnen sind. 

Wie man leicht feststellt, gilt folgender Satz: Die Kombi- 
nierung zweier Substitutionen verschiedener Arten liefert eine Sub- 
stitution zweiter Art, diejenige zweier Substitutionen derselben Art 
aber ergibt stets eine Substitution erster Art. 


§ 3. Einteilung der £-Substitutionen erster Art und geo- 
metrische Deutung derselben. 


Die vier Koeffizienten einer Substitution V kénnen ohne 
wesentliche Anderung der letzteren mit einem gemeinsamen Fak- 
tor versehen werden. Dieser kann so bestimmt werden, daB die 
Determinante der Substitution in der neuen weiterhin zu be- 
nutzenden Schreibweise gleich 1 wird: 


(1) Tivyeae ad — By = 1. 


Die Substitution heiBt dann ,,wnimodular“. Die Schreibweise 
ist noch zweideutig; denn man kann, ohne die Forderung, die 
Determinante sei gleich 1, zu stéren, die a, 8, y,d noch einem 
gleichzeitigen Zeichenwechsel unterziehen. 

SchlieBen wir bei der nichsten Betrachtung die identische 
Substitution 1 aus, so gilt der Satz: Jede Substitution V hat ewei 
sich selbst entsprechende Punkte, die als ,,Fixpunkte“ bezeichnet 
werden sollen. Setzt man nimlich ¢’= € in (1) ein, so ergibt 
sich zur Bestimmung von € die nicht-identische quadratische 
Gleichung: 


@ sp + @—@)E-B =O. 


1) Und zwar wieder deren Gesamtheit. 
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Die Diskriminante dieser Gleichung (0 — a)? + 48 y rechnet sich 
mit Hilfe der zweiten Gleichung (1) auf (a + 0)?— 4 um: Die 
beiden Fixpunkte fallen stets und nur dann zusammen, wenn: 


atd=+2 
ist. 
Um die durch (1) vermittelte Abbildung der £-Ebene auf 
sich selbst genauer zu versinnlichen, nehmen wir erstlich y = 0 
an. Dann sind w und 06 von O verschieden, und man hat: 


5 = oA 1, 
Die Substitution hat die Gestalt: 


t' = aaa! oder einfacher £’= a®f+ af, 


ihre Fixpunkte liegen bei: 


(3) = 28, und B= 0. 


Wir unterscheiden nun folgende Fille: 


I. Es sei o? = 1, so daB wir (ndtigenfalls nach Zeichen- 
wechsel der Koeffizienten) a = 1 setzen diirfen. Die Substitution 
hat die Gestalt: 

(4) (’= 648 


und heiBt ,,parabolisch, sie stellt eine Translation der ¢-Ebene 
dar, bei welcher insbesondere der Punkt =O in den Punkt 
£’= 8 tibergeht. Wir denken uns diese Transformation der An- 
schaulichkeit halber durch eine wirkliche Verschiebung der §- Ebene 
in sich hergestellt. Ziehen wir zur Geraden von O nach # die 
gesamte Schar der parallelen Geraden, so wird sich die einzelne 
dieser Geraden in sich verschieben: Wir wollen diese Geraden 
als die ,,Bahnlinien“ oder ,,Bahnkurven“ der Substitution be- 
zeichnen; die zu ihnen senkrechten Geraden, welche ineinander 
iibergefthrt werden, mégen die ,,Niveaulinien“ oder ,,Niveau- 
kurven“ der Substitution heiBen. 


II. Ist o? nicht gleich 1, so wollen wir: 
a? = m = |m|- e*! 


setzen und m als ,,DMultiplikator“ der Substitution bezeichnen. 
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Mit Hilfe des im Endlichen gelegenen Fixpunktes &, rechnet 
sich die Substitution ¢’= «7+ 8 um auf die Gestalt: 


(5) fe Neh alt 5 aa 59, 


womit die Bezeichnung von m als ,,Multiplikator“ sich recht- 
fertigt. Wir unterscheiden folgende Falle: 

1. Die Amplitude @ verschwinde, so daB m=|m| reell 
und positiv ist; die Substitution heiBt ,hyperbolisch“ und stellt 
eine Abnlichkeitstransformation der £-Ebene mit dem Zentrum ¢, 
dar. Wir denken uns auch diese Transformation durch eine ste- 
tige Deformation der 
€-Ebene in sich voll- 
zogen, wobei wir zu 
dem in Fig. 1 dar- 
gestellten Bilde kom- 
men; die vom Zen- 
trum § ausstrahlen- 
den Geraden liefern 
die ,, Bahnkurven“ (in 
der Figur mit Pfeilen 
versehen, welche mit- 
tels ihrer Richtung 
den Fall |m|>1 
versinnlichen); die 
orthogonale Schar 
der konzentrischen 
Kreise um & liefert 
die ,,Niveaulinien". 

2. Der absolute 
Betrag | m| ist 
gleich 1, so daB m = e** gilt, die Substitution heiBt ,,elliptisch*< 
und stellt eine Drehung der §-Ebene um den Punkt ¢ dar. 
Jetzt sind die Kreise der Fig. 1 die Bahnkurven, die Geraden 

aber liefern die Niveaulinien. 

3. Ist endlich weder 6 = 0 noch |m|= 1, so kénnen wir 
die Substitution aus der zu |m| gehdrenden hyperbolischen Sub- 
stitution und der zu # gehdrenden elliptischen zusammensetzen. 
Die zugehérige Deformation der Ebene in sich, welche aus den 
beiden unter 1. und 2. betrachteten Verschiebungen zusammen- 
gesetzt erscheint, ist durch Fig. 2 bezeichnet, wobei als Beispiel 
| m | <1 gewahlt wurde. Die mit Pfeilen versehenen Bahn- 
kurven sind logarithmische Spiralen, desgleichen die ihnen ortho- 


Fig. 1. 
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gonalen Niveaulinien. Auf der £-Kugel werden fiir den Fall, 
daB man § = 0 und also dem zweiten Fixpunkte & = © dia- 
metral nimmt, die Kurven dieser beiden Scharen sogen. ,,Loxo- 
dromen“; unsere Substitution trigt dieserhalb den Namen einer 
loxodromischen“. 


see 
De ANS a 
O 


Den vorstehenden Betrachtungen kommt allgemeine Bedeu- 
tung zu, d. h. sie bleiben im wesentlichen giiltig, wenn wir jetat 
zweitens y als von O verschieden annehmen. Durch Lésung der 
Gleichung (2) findet man die beiden Fixpunkte im Endlichen bei: 


(6) bs &— gp (@—8 + Ve + op —4) 


gelegen. Wir unterscheiden folgende Falle: 
I. Es sei ew 4+- 0 = + 2 und also etwa a + 0 = 2; die Fix- 


punkte fallen bei: 
(7) eS 


zusammen. Fiihren wir nun statt ¢ die Variabele: 
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1 
©) 2-U0) = 75 | 
ein, so wird sich unsere Substitution (1) in eine Substitution: 
pe LP p. 
i?) rere 


zwischen Z und Z’= U(£’) umrechnen, deren beide Fixpunkte 
an der dem Punkte § entsprechenden Stelle Z = co zusammen- 


A 
eee 
ee ee 


HOS: 


ie 
A 
EN 
AIRS) 
XZINS 
oP 


v | Fig. 3. 

fallen. Wir haben somit in (9) notwendig y’= 0 und a = 0’, so 

daB die Substitution eine parabolische ist, indem sie die Gestalt: 
Z’'=Z+ p’ 

annimmt, Fiir 6’ berechnet man tibrigens leicht den Wert p’ = y. 

Unsere urspriingliche Substitution mit « + 6d = + 2 baw.«+ 6 = 2, 

fiir welche wir durch Riickgang zu € die Normalform 


1 1 
(10) Pore ee 


herstellen, nennen wir gleichfalls ,,parabolisch. Wollen wir die 
durch sie gelieferte Transformation der ¢-Ebene wieder unter 
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dem Bilde einer stetigen Deformation dieser Ebene in sich fassen, 
so stellen wir zunachst in der Z-Ebene die Bahn- und Niveau- 
geraden fiir die Substitution Z’= Z-+ y her und nehmen hier- 
von das kreisverwandte Abbild auf die £-Ebene vermége der 
zu U inversen Substitution = U-1(Z). Das entspringende 
Bild liefert Fig. 3, wo die Bahnkurven eine erste Schar sich 
in ¢, beriihrender Kreise sind und die zugehérige orthogonale 
Kreisschar die Niveaulinien liefert. 


Il. Ist « + 0 weder = + 2 noch = — 2, so sind die beiden 
Fixpunkte ,, & voneinander verschieden. Fiihren wir an Stelle 
von € die Variabele: 

Saws 
11 Z= U(§) = x 
(11) (= fb 


ein, so rechnet sich unsere Substitution (1) in eine Substitu- 
tion (9) zwischen Z und Z’ = U(§’) um, deren Fixpunkte den 
Werten §= & und € = & entsprechend bei Z = 0 und Z = co 
gelegen sind. Es gilt demnach 6’ = 0, y’ = 0 und wir gelangen, 
indem wir “a =m setzen, zu einer Substitution Z’= mZ der Ge- 
stalt (5). Je nachdem die letztere hyperbolisch, elliptisch oder 
loxodromisch ist, nennen wir auch unsere zundchst vorgelegte 
¢-Substitution ,,hyperbolisch“, ,,elliptisch“ oder _ ,,loxodromisch.“ 
Die Substitution nimmt iibrigens bei Riickgang zu § die Normal- 
form an: 
g— & ‘4 aoe, is 

O?) rae, 


Um den ,,Multiplikator“ m durch die Koeffizienten a, 8, y, 0 der 
Substitution in ihrer urspriinglichen Gestalt (1) darzustellen, be- 


achte man, daB = oo den Wert me liefert. Durch Ein- 
tragung in (12) folgt mit Riicksicht auf (6): 


eaiepa(ett Vedas |, 


a— fo 


(13) m = 


Zur geometrischen Deutung unserer Substitution benutzen 
wir dieselben Vorstellungen wie bisher und zeichnen zunichst 
im hyperbolischen und elliptischen Falle nach Vorschrift der an 
Gleighung (5) angeschlossenen Betrachtung in der Z-Ebene die 
-yom Nullpunkt ausstrahlenden Geraden (die ,,Kreisschar“ durch 
die Punkte Z = 0 und Z = oo) sowie die konzentrischen Kreise 
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um Z=O. Dieses Bild ist dann kreisverwandt mittels der zu 
(11) inversen Substitution ¢— U-*(Z) auf die {-Ebene zu 
tibertragen. Wir ge- 
langen zum _ Bilde 
der Fig. 4, in wel- 
cher die mit Pfeilen 
versehenen  Kreise 
durch die Fixpunkte 
&,& im hyperboli- 
schen Falle die Bahn- 
kurven, die ihnen 
orthogonalen Kreise 
die Niveaulinien er- 
geben, wihrend im 
elliptischen Falle die 
beiden Kreisscharen 
ihre Rolle tauschen. 
Im __loxodromischen 
Falle werden, wie 
Fig. 5 andeutet, 
Bahnkurven und Ni- 
veaulinien von zwei 
zueinander orthogonalen Scharen yon ,,Doppelspiralen“ geliefert. 
Nach (13) hangt der Multiplikator m allein von der Summe 
(«a + 6) ab, die die ,,Invariante“ der Substitution heiBt, und man 
findet umgekehrt, indem man m =|m|-e* setzt, leicht: 


+(«+8)= 


Se i Yad We ade els (VAG ae 

(V' oo ae (V' | ap 
Diskutieren wir diese Gleichung und erinnern uns, daB bei den 
parabolischen Substitutionen « + 6 = + 2 vorlag, so folgt: Die 
elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Substitutionen sind 
durch reelle Werte von («+ 0) charakterisiert, und zwar liegt 
eime elliptische, parabolische oder hyperbolische Substitution vor, 
je nachdem («+ 6) absolut <2, =2 oder >2 ist; fiir die 
loxodromischen Substitutionen ist ein nicht-reeller Wert von (a + 6) 
charakteristisch. Dieser Satz gilt auch fiir die oben vorweg be- 
trachteten Substitutionen mit y=0O, wie man mit Riicksicht 
auf die hier zutreffende Gleichung ¢ = e~? leicht zeigt.’) 


oy 3 


1) Die Benennungen der Substitutionen, wie wir sie hier be- 
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§ 4. Die Spiegelungen oder Inversionen an Kreisen. 


Von den Substitutionen zweiter Art: 


v wf +B 
(1) vyéte’ 
ad — By aiea 


betrachten wir nur die- 
jenigen, bei denen 0d 
und « konjugiert kom- 
plex sind, und 6 so- 
wie y rein imaginire 
Werte haben.1) Schrei- 
ben wir unter Tren- 
nung des Reellen vom 
Imaginaren : 

a = a, + 1a, 

B = B, + tBy,... 
so wird es sich also 
um die Substitutionen 
handeln: 


(2) ga EET att mt ana 1. 
4%. & + (% — tag) 
Fragen wir nach den Fixpunkten dieser Substitution, so haben 
wir ¢’= ¢ in (2) einzutragen und ausfiihrlich: 
C= E+ in, fm Ein 
zu schreiben. Es ergibt sich der Satz: Bei der Substitution (2) 
bleiben alle und nur die Punkte der Peripherie des Kreises: 


(3) yo (8? + 0°) — 20,§ + 20,9 — B,= 0 

fest, der fiir ye ZO mit dem Radius |y,-1| um = we 
2 

beschrieben ist und fiir y,= 0 in eine Gerade ausartet. 

nutzen, ist von Klein eingefihrt; vgl. Math. Ann. 14, 123 (1878) und 

21, 173 (1882). Die Namen ,,hyperbolisch‘, ,,elliptisch‘‘ und ,,para- 

bolisch‘‘ hingen mit der projektiven Bedeutung unserer Substitutionen 


usammen. wortiber ,,Aut.“, 1, Einleitung, zu vergleichen ist. 
Zz 1) Uber weitere Ausfiihrungen betretts der Substitutionen zweiter 


Art vgl. man ,, Mod.“, 1, 196ff. 
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Die Gleichung dieser Geraden schreiben wir: 
(4) og — oy + $By= 0. 


Liegt dieser Fall y,= 0 vor, so berechnen wir aus (2): 


§7 = (a, — 09”) § + 2a,a9n — a8, 
m’ = Qa o§ — (0,7 — a5”) n + 0 Bs, 
woraus sich mit Riicksicht auf o,7+ «,?—= 1 leicht ergibt: 
ty — on 19 + 4 By = — (ag § — «0 + $8y). 


Unsere winkeltreue Abbildung der ¢-Ebene auf sich selbst ist 
demnach eine Kollineation, und also wird die einzelne gegen die 
festbleibende Gerade (4) senkrecht verlaufende Gerade in sich 
selbst iibergehen. Die letzte Gleichung besagt, daB je zwei ein- 
ander entsprechende Punkte £ und £° zu beiden Seiten der Ge- 
raden (4) in gleicher Entfernung liegen: Die vorliegende Sub- 
stitution bedeutet eine symmetrische Umformung der §-Ebene oder, 
wie wir kurz sagen wollen, ewe ,,Spiegelung“ der £-Ebene an der 
Geraden (4). 
, — %&, 


Ist ye 0, so entspricht dem Mittelpunkte ¢ = - 


des Kreises (3) der Punkt ¢’ = oo, und umgekehrt liefert £ ue oe) 
als entsprechenden Punkt £’ jenen Kreismittelpunkt. Die ein- 
zelne Gerade durch den Kreismittelpunkt wird also durch die 
Substitution (2) in sich selbst transformiert; die beiden Schnitt- 
punkte derselben mit dem Kreise (3) bleiben fest, und der 
Mittelpunkt und der Punkt € = oo tauschen sich aus. Wegen 
Festbleibens jedes Peripheriepunktes wird dabei auf dem ein- 
zelnen vom Mittelpunkte ausziehenden Strahle der zwischen Mittel- 
punkt und Peripherie gelegene Teil mit dem duBeren bis oo rei- 
chenden Teile ausgetauscht werden. Weiter folgt aus (2): 


( er Os 5) (¢- Oy +*1) a - 


oder also bei Ubergang zu den absoluten Betriigen: 


O, — ta, 


ota V2 


Das Produkt der Abstiinde zweier entsprechender Punkte ¢ 
und ¢° vom Mittelpunkte des Kreises (3) ist also gleich dem 


| gionen von I’ der Reihe nach mit V, zu Vy, Vi Vo, Vo Vo. - 
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Quadrate des Radius. Unsere Substitution (2) ist somit die 
» Transformation durch reziproke Radien“ am Kreise (3), die wir 
auch kurz als ,,Inversion“ oder ,,Spicgelung“ an diesem Kreise 
bezeichnen. (Repert., 2, Kap. Il, § 5, S. 42.) 


§ 5. Einfiihrung der durch Substitutionen zweiter Art 
erweiterten Gruppen. 


In § 1 wurden wir zum Begriff einer Gruppe I’ gefthrt, 
welche aus den ¢-Substitutionen erster Art: 


Voernls. Vit sal as oa ss 


deren Anzahl endlich oder unendlich groB sein mag, zusammen- 
gesetzt war. Zwischendurch haben wir die Substitutionen der 
zweiten Art V kennen gelernt und zeigen durch Rechnung leicht, 
daB fiir irgendwelche Substitutionen der ersten oder zweiten Art 
das assoziative Gesetz (7) S. 917 seine Giiltigkeit behalt, womit 
nach Kap. III, §1 (S.173) die Méglichkeit der Bildung von 
Gruppen aus Substitutionen erster und zweiter Art feststeht. 

Eine solche Gruppe, I’ genannt, sei vorgelegt; sie bestehe 
aus folgenden Substitutionen: 


Vig ele V otha y ) gs. 
(1) te Vesela 
(WD GID UD Lape oC 


Die erste Zeile enthalt hier alle in I’ vorkommenden Substitu- 
tionen erster Art. Da zwei unter ihnen, kombiniert, stets wieder 
eine Substitution erster Art liefern, so werden die in der ersten 
Zeile (1) stehenden Substitutionen eine in I’ enthaltene Unter- 
gruppe zusammensetzen, die wir J” nennen. 

Fiir solche Untergruppen sind die in Kap. III § 2 ent- 
wickelten Sitze maBgeblich. Man wolle zunichst die Substitu- 


kombinieren, wobei wir ein symbolisch durch das Produkt IV, 
zu bezeichnendes System von Substitutionen gewinnen. Alle 
diese Substitutionen gehdren der zweiten Zeile (1) an, da sie 


yon der zweiten Art sind und I angehéren. Zugleich gewinnen 


wir hierbei jede Substitution der zweiten Zeile (1); denn kom- 
binieren wir irgend ein Ty; mit der in I’ enthaltenen zu Vy in- 


| yersen Substitution Vers so entspringt eine Substitution erster 


Pascal, Repertorium I. 2. 2. Aufl. 59 
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Art V,V,~}, die, als in ae enthalten, in der ersten Zeile (1) steht 
und etwa Y, heiBen mag. Aus ip Vo = V, folgt dann in der 
Tat durch Zusatz von iA mit Riicksicht auf das assoziative Ge- 
setz V,= Y, Ve Das System Ve erschépft demnach die zweite 


Zeile (1), so daB wir die Gesamtgruppe T mittels der in Kap. III 
§ 2 eingefihrten symbolischen Schreibweise als Summe: 


r=r4+ry, 

darstellen kénnen. Da die rechte Seite zweigliedrig ist, so heiBt 
nach der a. a. QO. erklirten Bezeichnung I’ eine Untergruppe des 
Index 2 in I. ‘a 

Ist. U irgend eine Substitution erster oder zweiter Art von I, 
so bilde man alle Substitutionen: 

Us Sy ace l ees oh, Os fae ta an cates 

die wir in dem Symbol U-1TU zusammenfassen. Sie werden 
nach Kap. III, § 2, S. 184 eine mit I’ ,,gleichberechtigte“ Unter- 


gruppe in I” liefern. Indessen wird die einzelne Substitution 
U-!V,U, mag U erster oder zweiter Art sein, stets wieder 
der ersten Art angehoren: 


U-1V,U = Vj. 


Auch gewinnen wir hierbei alle Substitutionen der ersten Zeile (1) 
wieder; denn um ein beliebiges V, zu erreichen, hat man an 
V,= UV, U—* anzukniipfen. Es geht hieraus hervor, da8 U-''U 
stets wieder die Gruppe I’ selbst ist: Die in der Gruppe I’ ent- 
haltenen Substitutionen erster Art bilden eine ,,ausgezeichnete“ 
Untergruppe des Index ,,zwei“. 

Vorstehende Betrachtung kehren wir teilweise um. Es sei 
irgend eine Gruppe aus Substitutionen erster Art, und vy be- 
deute eine Spiegelung. Aus § 4 folgt, daB die eealie: Wieder 
holung von VY, zur identischen Substitution fihrt V2= 1. Ks 
gelte die Voraussetzung, daB die durch T, transformierte Gruppe 
V,-iF Y; wieder mit I” identisch sei (vgl. Kap. III § 2, S. 184), 
daB also I durch A in sich transformiert werde; fiir die Sub- 


stitutionen von I’, welche 1, V,, Vg,... heiBen, gelte somit 
der Voraussetzung zufolge allemal 


Vo! V,% = V;- 
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Man bilde nun die gesamten Substitutionen Vai Vi V ae Vor: 
Fiir die Kombination von zweien unter ihnen ok, da 


Ven: =, 
ist: a ve end eS 
(V; V)) CA V,) = UAV? V, A) = VV Ve 
und man beweist ebenso leicht: 
LACAA) <i (Vy, V,) Vo = Val, 


(V,Vo) Vi = Vil Vo-? Vi Vo) Vo= (ViVi) Vo= Von Vo- 


t 


Es gilt somit der Satz: Hine aus Substitutionen erster Art be- 
stehende Gruppe I, welche durch die Spiegelung Ve in sich trans- 
formiert wird, gestattet durch Zusatz von Vy Erweiterung auf 
eine Gruppe: 

Pa=P+PY,, 


in welcher I eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 2 ist. 


§ 6. Begriffe der Aquivalenz 
und des Diskontinuitatsbereiches. Beispiel. 


Sei I’ irgend eine Gruppe, die entweder nur Substitutionen 
erster Art oder solche beider Arten enthalt. Wir nennen als- 
dann zwei Werte & und &’ sowie die thnen entsprechenden Punkte 
der €-Ebene ,,dquivalent beziiglich der Gruppe I, falls I" eine 
Substitution enthdlt, welche € im £' transformiert. 

Hieran schlieBt sich unmittelbar folgende Erklirung: Kin 
aus einem oder mehreren Stiicken bestehender Bereich der §-Ebene 
(€- Kugel) heiBt ein ,,Diskontinuititsbereich* (abgekiirzt ,,DB“) der 
Gruppe I, falls derselbe fiir jeden Punkt der &- Ebene einen und 
nur einen beziiglich I dquivalenten Punkt aufweist. 

Als erstes Beispiel betrachten wir die der Theorie der 
doppeltperiodischen Funktionen (cf. Kap. XVI, § 5) zugrunde 
liegenden Gruppe I’. Wir verstehen unter @,,@, irgend zwei 
von 0 verschiedene endliche komplexe GréBen, deren Quotient 
o= — jedoch nicht reell sein soll. Mittels ganzer Zahlen m,, 


2 
m, setzen wir an: 


(1) = f+ mo, + My eg. 
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Diese fiir alle Paare ganzer positiver und negativer Zahlen m,, 
m,, die Zahl 0 eingeschlossen, gebildeten parabolischen Substitu- 
tionen des Fixpunktes £ = oo, liefern die zu betrachtende Gruppe I. 
Die Verhialt- 
nisse sind hier 
besonders ein- 
fach, da alle 

Substitu- 
tionen von J" 
geometrisch 
Translationen 
bedeuten. Man 
bedecke, wie 
es in Fig. 6 
geschehen ist, 
die £-Ebene 
mit einem 
Netze kongru- 
enter Paralle- 
logramme, von denen ein erstes durch Schraffierung ausgezeich- 
netes seine Hcken bei: 


& = 0, ,, @g, 2, + Wy 


hat. Mit irgend einem Punkte & sind aquivalent die gesamten 
Punkte (f+ m,o,-+ m,@,). Wir erkennen sofort: Unterein- 
ander &quivalent sind immer und nur die homologen Punkte in 
den Parallelogrammen unseres Netzes. Somit wird fiir jeden 
endlichen Punkt € ein und nur ein diquivalenter Punkt in einem 
einzelnen unserer Parallelogramme, z. B. dem schraffierten, exi- 
stieren: Das durch Schraffierung hervorgehobene Parallelogramm 
der Fig. 6 ist ein ,,.DB“ der Gruppe der Substitutionen (1). 


Jedoch erfordert die Allgemeingiiltigkeit dieses Satzes noch 
einige Bemerkungen. Erkliren wir die Substitutionen V,, V, 
von I" durch: 


(2) Vi (8) = + m, V2 (8) = + @, 


so transformiert, wie dies durch die Pfeile der Fig. 6 angedeutet 
ist, V, die Parallelogrammseite 0, a, in die gegentiberliegende 
Seite, und ebenso fiihrt V, die Seite 0, w, in die ihr gegen- 
liberliegende tiber. Da hiernach die Randpunkte des ,,DB“ zu 
Paaren dquivalent erscheinen, so treffen wir die Verabredung, 
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dap nur etwa die beiden in Fig. 6 stark ausgezogenen Parallelo- 
grammseiten dem ,,DB“ als zugehérig angesehen werden sollen. 
Unter Wiederholungen einer Substitution V verstehen wir 
nicht nur die Substitutionen V*, V*,..., sondern auch noch die 
zu diesen inversen V-*, V-®,... sowie V9=1. Dann gilt der 
Satz: Die gesamte Gruppe I lapt sich durch Wiederholungen und 
Kombinationen der beiden Substitutionen V,, V, herstellen, welche 
die eimander zugeordneten Seiten des ,,D B“ ineinander iiberfiihren; 
diese Substitutionen sollen dementsprechend als ,,erzeugende Sub- 
stitutionen oder kurz ,,Erzeugende“ der Gruppe bezeichnet werden. 
In der Tat ist ja die Substitution (1) einfach durch V1 Vx 
gegeben. Denken wir demnach die Substitutionen von I im 
AnschluB an die Identitit V,— 1 der Reihe nach gebildet: 


Vania) x sd Ven hao Vey os 


und an den ,,DB“ jedesmal dasjenige Parallelogramm angefiigt, 
in welches der ,,DB“ durch die einzelne Substitution tbergeht, 
so bauen wir schrittweise unser Parallelogrammnetz auf, welches 
die ganze endliche ¢-Ebene einfach und ohne Liicke bedeckt. 
Dabei dréngen sich gegen § = co von allen Seiten her die Par- 
allelogramme immer dichter zusammen.*) Diese Stelle soll dem- 
nach als ein ,,Grenzpunkt“ der Gruppe bezeichnet werden; seine 
Ausnahmestellung geht auch schon daraus hervor, daB er nur 
mit sich selbst beziiglich I aquivalent ist. 

Die vorstehende Betrachtung mége nicht den Anschein er- 
wecken, als sei der ,,DB“ unserer I’ eindeutig bestimmt. Wenn 
wir dem ,,DB“ irgend welche Teile nehmen und durch dquiva- 
lente ersetzen, so bleibt er nach der Anderung immer noch ein 
DB“ der Gruppe. Doch gehen wir auf derartige ,,erlaubte Ab- 
anderungen“ hier nicht ein.) 


§ 7. Die zyklischen Gruppen und ihre ,,DB“. 


Die Entwicklungen iiber den ,,DB“ der eben betrachteten 
Gruppe haben allgemeine Bedeutung fiir die ,, DB“ unserer Gruppen I, 


1) Man mache sich dies etwa durch Projektion des Netzes auf 
die ¢-Kugel deutlich. 

2) Der ,,DB“ einer I ist als einer der wesentlichsten Funda- 
mentalbegriffe der Theorie der automorphen Funktionen von Klein, 
Math. Ann 14, 133 (1878) und 21, 141 (1882), sowie von Poincaré, 
Act. math. 1, 1 (1882) zugrunde gelegt. Uber das frithere Vorkommen 
dieses Begriffs folgen unten nahere Angaben. 
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wie wir zunichst am Beispiel der zyklischen Gruppen zeigen 
wollen. Als ,,zyklisch“ bezeichnet man eine Gruppe I’, welche aus 
den gesamten Wiederholungen: 


(1) 1S pte as 170 ee 


einer einzelnen Substitution V besteht. Je nach der Art von V 
unterscheiden wir ,,hyperbolische“, ,,parabolische, ,,elliptische* und 
,,loxodromische Gruppen dieser Art. Fiir die Auswahl eines ,,DB“ 
sind in jedem Falle die geometrischen Entwicklungen von § 3 
grundlegend. 
Im hyperbolischen Falle wird der Charakter der zugehérigen 
Verschiebung der Ebene in sich durch Fig. 4, S. 926 gegeben. 
Man wéahle irgend einen 
Niveaukreis von V und 
transformiere denselben 
durch alle Substitutionen 
der Gruppe. Die so heraus- 
gegriffenen Niveaulinien 
~ pilden eine Schar von Krei- 
sen, die sich um die beiden 
Fixpunkte ¢,, & enger und 
enger zusammendrangen. 
Durch diese Kreise wird 
die ¢€-Ebene mit eimem 
Netze von Kreisringen be- 
deckt, von denen ein ein- 
zelner, z. B. der in Fig. 7 
schraffierte, als ,,.DB* der 
Gruppe wdhlbar ist. Be- 
nennen wir namlich den- 
jenigen Kreisring, welcher 
aus dem schraffierten durch die Substitution V” hervorgeht, kurz 
mit dem Symbol V”, wie Fig. 7 andeutet, so werden sich die 
unendlich vielen Ringe 


satly, Vis Wir el oe aly ae eee 


glatt aneinanderreihen und die ¢-Ebene einfach bedecken. Ein 
Punkt ¢ des schraffierten Ringes wird also durch die von 1 ver- 
schiedene Substitution V" in den homologen Punkt des Ringes V* 
tbergefiihrt. Zugleich gibt es zu irgend einem etwa dem Ringe V 
angehérenden Punkte § den dquivalenten Punkt V~‘(§) im schraf- 
fierten Ringe. 
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Die Randpunkte des ,,DB“ sind zu Paaren dquivalent; wir 
rechnen etwa nur den stark ausgezogenen Randkreis unserem 
»DB“ zu. Der andere geht in diesen iiber durch die ,,Erzeu- 
gende“ V unserer Gruppe. Die Fixpunkte ¢,& von V, gegen 
welche hin die Bereiche des die £-Ebene iiberspannenden Netzes 
unendlich klein werden, sind ,,Grenzpunkte“ der Gruppe. In 
jeder Umgebung eines Grenzpunktes finden sich unendlich viele 
mit einem gegebenen, von ¢, und ¢, verschiedenen, £ aiquivalente 
Punkte; §, und & selbst sind jedoch je nur mit sich selbst iqui- 
valent. 

Diese Betrach- 
tung _tibertriigt 
man leicht auf 
den parabolischen 
Fall, den Fig. 8 
erlautert. Der wie- 
der durch Schraf- 
frerung hervor- ». 
gehobene ,, DB“ 
hat die Gestalt 
einer Kreissichel, 
die sich mit zwei 
Spitzen von ent- 

gegengesetzien 
Seiten an den 
Fizpunkt, den eim- 
zigen hier vorlie- 
genden ,,Grenz- 
punkt“,  heran- 
zieht. Im tibrigen 
gelten dieselben Bemerkungen wie im hyperbolischen Falle. Liegt 
der Grenzpunkt bei € = ov, so tritt an die Stelle der Kreissichel 
das in Fig.9 (S. 936) dargestellte kreisverwandte Bild, ein durch 
zwei parallele Gerade eingegrenzter ,,Streifen“ der §-Ebene. 

Zu neuen Betrachtungen gibt der elliptische Fall AnlaB. 
Man hat zu unterscheiden, ob die in der Normalform: 


Fig. 8. 


& Saar & oS ba Sj 
() Catt, 
auftretende ,,Amplitude’’ @ zu 2m in einem rationalen Verhilt- 


nis steht oder nicht. Im ersten Falle setzen wir @ = = wo 
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k und 7 als teilerfremde ganze Zahlen vorausgesetzt werden 
diirfen, deren zweite 7 >0O ist. Man erkennt sofort, daB jetzt 
V'=1 ist, wahrend die Substitutionen: 


ieee Fol hao enon oe 


~“durchweg voneinander verschieden sind. 
_ Unsere Gruppe enthdlt nur 1 verschiedene 
' Substitutionen und heift dieserhalb von 
der ,,Ordnung“ 1. Ist v diejenige unter 
den Zahlen 1,2,..., 7 —1, fiir welche 
(kv — 1) durch 1 teilbar wird, so bekommt 


V” die Amplitude # = = . Offenbar k6n- 


nen wir unsere Gruppe auch aus dieser 
Substitution V’= V” in der Gestalt: 


Vea ¥)V ie st 


erzeugen. Wir diirfen demgemdifB auch von vornherein bei der 


Substitution (2) die Amplitude & = = setzen und also als einen 


aliquoten Teil von 2% annehmen. 

Zur Hingrenzung des ,,DB“ benutzen wir dasselbe Prinzip 
wie in den schon besprochenen Fallen. Auf eine erste Niveau- 
kurve (Kreisbogen von § nach &) tiben wir die Substitutionen: 


me ae 


aus und gewinnen insgesamt / Niveaukurven, welche die £-Ebene 
in 1 Kreissicheln mit ge zwei Ecken der Winkel > in §&, und & 


zerlegen. Hine einzelne dieser Sicheln bildet einen ,,DB“ unserer 
Gruppe I. Die Fig. 10 stellt den Fall 7=8 dar; sie diene 
zugleich zur Erliuterung sich anschlieBender Bemerkungen iiber 
Zurechnung der Randpunkte zum ,,.DB*, Erzeugung der Gruppe usw. 

Steht @ zu 2 in einem irrationalen Verhiltnis, so kénnen 


é . : : a oe 
keine zwei verschiedenen Multipla Mm 5 und Ms 5~ eine ganz- 


zahlige Differenz liefern. Ist demnach E(x) die gréBte, die 
Zahl x nicht tibertreffende ganze Zahl, so werden die unendlich 
vielen Betrige: 

ma mod 
(3) te lee) m=+1, +2... 


voneinander durchweg verschieden sein und simtlich zwischen 0 
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und 1 liegen. In diesem Intervall findet sich also fiir jene Be- 
trige (3) mindestens eine Hiufungsstelle, so da8 wir nach Aus- 
wahl einer beliebig kleinen positiven Zahl ¢ stets noch zwei 
verschiedene ganze Zahlen m,, m, finden kénnen, welche: 


iA ve ale —E() + 2(B2)<+3 


27 27 bf 
und also fiir die yon 0 verschiedene ganze Zahl n = m, — m, 
m, do 
2a 


—2<no— 20 E( )+2rE (Bl) <+e 

liefern. Da wir nun bei der Natur der elliptischen Substitutionen 
deren Amplituden durch Zusatz oder Abzug ganzzahliger Mul- 
tipla von 2m auf Win- 
kel zwischen — za und 
+ 2 reduzieren diirfen, 
so ergibt sich aus vor- 
stehender Ungleichung, 
daB die Amplitude von 
V” nach jener Reduktion 
absolut kleiner als ¢ ist: , 
In unserer Gruppe T gibt : 
es elliptische Substitutio- ' 
men, deren Amplituden 
kleiner sind als die be- 
liebig klein gewdhlte po- 
sitive Zahl «.*) 

Die mit irgend einem 
Punkte € aquivalenten 
Punkte werden demnach 
die durch jenen ersten Punkt € laufende Bahnkurve tiberall 
dicht bedecken. Soll also eine eindeutige analytische Funktion 
o(§) in allen diesen aquivalenten Punkten den gleichen Wert 
haben (vgl. § 1, S. 915), so ist sie lings der ganzen Bahnkurve 
und also in der ganzen £-Ebene konstant. Diesen trivialen Fall 
schlieBen wir aus und setzen somit fest: In unseren Gruppen I’ 
diirfen nur solche elliptische Substitutionen vorkommen, deren Am- 
plituden durchweg zu 2x in rationalem Verhdlinis stchen. 


1) Siehe die Entwicklungen tber infinitesimale Substitutionen 
und eigentliche Diskontinuitit der Gruppen in ,, Aut.“ 1, 94 ff. 
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Ist die Erzeugende V der zyklischen Gruppe loxodromisch: 


amet jaa 

oo —& 
so ist es unzweckmifig, die doppelspiraligen Niveaukurven (vgl. 
Fig. 5, S. 927) zur Hingren- 
zung eines ,,DB“ zu wiahlen; 
wir benutzen hierzu vielmehr 
die Niveaukreise der zu den 
gleichen Fixpunkten und dem 
Multiplikator |m| gehdrenden 
hyperbolischen Substitution. 
Der ,DB“ ist dann wie wm 
hyperbolischen Falle ein Kreis- 
ring, dessen beide Randkreise 
Fig. it. | jedoch jetzt durch die loxodro- 
mische Substitution V miteim- 
ander korrespondieren. Zur naheren Erliuterung dient Fig. 11. 


§ 8. Erweiterung zyklischer Gruppen durch Spiegelungen. 
Es gilt der Satz: Hine zyklische Gruppe I’ mit nicht-loxo- 
dromischer Erzeugenden V ist stets durch Spiegelungen erweite- 


rungsfahig auf eine Gruppe Fe in der T eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe des Index zwei ist.*) 


Die hier in Frage kommenden Gruppen I’ sind allemal 
aus zwei Spiegelungen (vgl. (2), 8. 927) erzeugbar: 


= wf + iB, ae of + iB, 
1 V aap Ma ae Fs V = ee 
(1) () eee (8) in EE 


Durch Kombination dieser beiden Substitutionen erzeugen wir 
die Substitution erster Art: 


PF (eH — Cetra It+ leh’ Pye) 
I OTT VO) area ik ted ewe 


in der die Summe des ersten und vierten Koeffizienten: 
(3) oct’ + wae’ + Bs ye + Bo yo= 2 ory 4° + 2 Oy 09" + Bove + Bs Y95 


1) Bei loxodromischen Erzeugenden V gilt dieser Satz nicht, 
cf. ,, Mod.“ 1, 200ff. 
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wie man sieht, reell ist. Die beiden Symmetriekreise der Spie- 
gelungen (1) sind durch: 


(4) fs (6° + 17) — 205 § + 20, 1 — By = 0, 
Ya (E+ 7) — 20 & + Qeq'n — By’ = 0 
gegeben. Mittels der Regeln der analytischen Geometrie beweist 
man: Je nachdem sich die Kreise (4) schneiden, beriihren oder 
nicht treffen, ist die Summe (3) absolut < 2, = 2 oder > 2 und 
ist also nach § 3 die Substitution V elliptisch, parabolisch oder 
hyperbolisch. 
Da V?=1, Vix I gilt, so werden bei der Erzeugung 
der Substitutionen von J’ in der symbolischen Gestalt von Pro- 
dukten der Faktoren V, V’ nie héhere als erste Potenzen dieser 


' Faktoren zuzulassen sein, d. h. auf den Faktor V folgt stets V’ 
und umgekehrt. Ist die Faktorenanzahl gerade und gleich 2m, 
so gelangen wir zu: 


(5) EN fe VE. A VAY alten, 


ist die Faktorenanzahl gleich (2 + 1), so erhalten wir: 


(6) (WV) v= (VW V4 = Vt, VV = V8. 


Die Substitutionen (5) liefern die zyklische Untergruppe I’; der 
Zusatz der Substitutionen (6) fiihrt zur erweiterten Gruppe: 


Eee, 


Ein zu den Kreisen (4) orthogonaler Kreis wird durch V 
und durch V’, also auch durch V in sich transformiert: Die zu 
den Kreisen (4) orthogonale Kreisschar liefert die Schar der Bahn- 
kurven von V+), und also gehiren die Kreise (4) selbst zu den 
Niveaulinien von V. 

Die Herstellung eines ,,DB“ fiir I’ im hyperbolischen Falle 
wird durch Fig. 12 illustriert. Der durch die beiden Kreise (4) 
eingegrenzte Kreisring ist unmittelbar ein ,,DB“ fiir die Gruppe I. 
Wir nennen diesen Kreisring 1 und spiegeln ihn zunichst an 


1) Aus § 3 folgt leicht, daB ein Kreis, der durch eine nicht- 
loxodromische Substitution in sich transformiert wird, stets Bahnkurve 
derselben ist. 
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seinen beiden Randkreisen, so daB er von zwei weiteren Ringen 
umgeben erscheint, die wir entsprechend V und V’ nennen. 
Spiegeln wir auch diese wieder je an ihren noch freigebliebenen 
Randkreisen, so schlieBen sich die beiden Ringe an, welchen die 
Namen: 
VV’=V-! und VWV=V 

zu erteilen sind, und welche in der Tat aus dem Ringe 1 durch 
V-! bzw. V entstehen. Es schlieBen sich durch Fortsetzung 
des Spiegelungsprozesses die Ringe VV’ V und V’ V V ‘anusw. 
In Fig. 12 sind des bes- 
seren Uberblicks halber 
diese Ringe abwechselnd 
schraffiert und frei ge- 
lassen. Das System die- 
ser den Substitutionen 


von I’ entsprechenden 
Ringe bedeckt schlieBlich 
die ¢-Ebene iiberall ein- 
fach und liickenlos, ab- 
gesehen von den beiden 
Grenzpunkten der Gruppe 
(Fixpunkten von VJ). 
Daraus geht hervor, daB 
der einzelne Ring, z. B. 
der mit dem Namen 1, 
ein ,DB“ von I ist. 

Auf den parabolischen 
Fall, wo sich die Kreise (4) beriihren und eine ,,Kreissichel‘ 
mit zwei an den Beriihrungspunkt von entgegengesetzten Seiten 
heranragenden Spitzen bilden, tibertriigt sich die vorstehende Be- 
trachtung unmittelbar. 

Dagegen erfordert der elliptische Fall fiir die in der Theorie 

der eindeutigen automorphen Funktionen in Betracht kommenden I” 
nach § 7 die Beschrinkung, da® sich die Kreise (4) unter 2inem 


Winkel treffen, der ein aliquoter Teil ; von « ist. Dann gilt der 
Satz: Hines der beiden von den Kreisen (4) gelieferten Kreis- 
bogenzweiecke der gleichen Winkel - ast ein ,, DB“ der Gruppe Fae 


welche die endliche Ordnung 21 besitzt. Man wird sich dies an 
Fig. 13 leicht deutlich machen, wo 2 (in der Figur ist 7= 8 
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gewahlt) aquivalente Kreisbogenzweiecke mit gemeinsamen Ecken 
in den Fixpunkten von V die ganze £-Ebene einfach und liicken- 
los bedecken. 

In jedem der drei 
betrachteten Fille 
kénnen wir einen 
DB der aus V zu 
erzeugenden Unter- 
gruppe I’ dadurch 
herstellen, dap wir : 
den Bereich 1 mit 

dem benachbarten 


Bereiche V zusam- 
menfassen, Der ent- 
springende grédfere 
Bereich ist durch 
zwei Niveaukurven 
von V eingegrenzt, 
deren eine durch V : 
in die andere tiber- Fig. 13. 

gefiihrt wird; wir 

kommen unmittelbar zu den in §7 fiir die zyklischen Gruppen 
nicht-loxodromischer Erzeugender ausgewihlten Gestalten der ,,DB“ 
zuriick. 


§ 9. Die Netze der Kreisbogendreiecke. 


An die Gruppen des § 8 schlieBen sich diejenigen an, 
welche aus drei Spiegelungen erzeugbar sind. Wir nennen die- 


selben V,, V,, V3 und beschriénken uns zunichst auf den Fall, 
daB sich die drei Symmetriekreise jener V, schneiden oder doch 
bertihren und auf die Weise ein Kreisbogendreieck eingrenzen. 


Die Winkel des Dreiecks haben wir, wie diejenigen der eben 


betrachteten Zweiecke, als aliquote Teile a +; a yon 7 anzu- 
1 2 3 


nehmen, wo die J, positive ganze Zahlen mit Ausschlu8 von 1 


und mit EinschluB von oo bedeuten. Der Winkel ; soll in 


unserem Kreisbogendreieck dem Symmetriekreise von V, gegen- 
tiberliegen. Schreiben wir demnach: 


(1) i= lee Y= Vilay V3>= V; Vs, 


a 
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so ist die einzelne dieser Substitutionen V; elliptisch oder para- 
bolisch, je nachdem 1, endlich oder oo ist; im ersten Falle ist 
V/s= 1; wir sagen dann, V, habe die ,,Periode“ J,. 

Wir wollen jetzt das Kreisbogendreieck an seinen drei 
Seiten zur Spiegelung bringen und auf die Weise mit drei wei- 
teren Dreiecken umgeben. Diese spiegeln wir wieder an den 
beiden je noch frei bleibenden Seiten, was zu einer Reihe weiterer 
Kreisbogendreiecke hinfihrt. So fahren wir fort und fragen, ob 
vielleicht ahnlich wie im Falle der eben besprochenen Kreisbogen- 
zweiecke jetzt ein iibersehbares Netz von Kreisbogendreiecken 
entsteht. Sollte etwa ein die ¢-Ebene liickenlos und einfach 
bedeckendes Netz entstehen, so wiirde wieder jenes erste Kreis- 
bogendreieck einen »DB“ der aus Ki; st V; zu erzeugenden 
Gruppe I” liefern, und die Herstellung aller Substitutionen von I" 
aus Ve Ve es wiirde ihr Bild in der durch immer wiederholte 
Spiegelungen einzelner Dreiecke erfolgenden Herstellung des Drei- 
ecksnetzes finden. 

Man iibe zuvorderst auf das Ausgangsdreieck nur die Spie- 
gelungen V,, V; wiederholt aus. Ist/, endlich, so gelangen wir 
zur erweiterten zyklischen Gruppe (2,)** Ordnung der Substi- 
tutionen: 


ie Vs V3; VEVS Ve, ve ve a Veen, VSUtVs: 


Der Zusatz von ves zur letzten Substitution faihrt zur Substi- 
tution 1 zurtick. Wenn wir somit beim Spiegelungsproze8 um 


die Hecke des von O verschiedenen Winkels immer in derselben 
‘1 


Umlaufsrichtung weitergehen, so schlieft gerade nach einem vollen 
Umlaufe der Spiegelungsprozep glatt ab, indem das (21, +1)® Drei- 
eck mit dem ersten identisch wird. Ist hingegen J, = oo, so haben 
wir in: 


ey Vy gy Vr ee a ee 


eine erweiterte zyklische Gruppe parabolischer ae Hier ist der 
SpiegelungsprozeB um die Ecke des Winkels 7 >; herum beider- 


seits bis ins Unendliche fortzusetzen. Es kein cyklischer 
Zusammenschlug der Dreiecke ein; aber die Dreiecke kommen auch 
nicht miteinander in Kollision, werden vielmehr, wie die Kreis- 
sicheln des § 8 gegen den Fiapunkt von V, von zwei entgegen- 
geseizten FRachtungen her unendlich klein. Hig: 14, welche dem 
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bald niher zu betrachtenden Falle 1,= co, l,=2,1,=3 a- 
gehort, erliéutert die vorliegenden Verhiltnisse; die Dreiecke sind 
abwechselnd schraffiert und 
frei gelassen.1) Alle Ecken 


der Winkel > legen auf einer 


in der Figur angedeuteten 
Bahnkurve von V,, ebenso 


alle Ecken der Winkel =. 
2 


Bei Weiterfiihrung des 
Spiegelungsprozesses ist zu 
unterscheiden, ob die Win- 
kelsumme des Dreiecks > x, 
= oder < 7m ist, d. h. wel- 
che der drei folgenden Be- 
dingungen: 


1 1 1 1 1 1 
(2) Paani eee Us aes at pWERER ey Fos © 


zutrifit. Wir merken sogleich an: Im ersten Falle haben die dret 


Symmetriekreise von V,, Vo, Vs keinen gemeinsamen Orthogonal- 
kreis, im dritten Falle liegt ein Orthogonalkreis mit nicht ver- 
schwindendem Radius vor, im zweiten Falle ist der Orthogonal- 
kreis zu einem Punkte geworden, durch den die Symmetriekreise 
zugleich hindurchlaufen.*) Es gilt weiter: Die einzigen Liésungen 
der ersten Bedingung (2) in ganzen Zahlen 1 > 2 sind: 


|b i 
DaeQo st 
PANN) 
2|3)4 

a lar oa 1 


wobei im ersten Falle 1,=1 als endliche ganze Zahl | > 2 will- 
kiirlich bleibt; die zweite Bedingung (2) liefert nur die vier Faille: 


1) Die in Fig. 14 eingetragenen Bezeichnungen beziehen sich 
auf spitere Entwicklungen. ; 

2) Dies ist einleuchtend, wenn zwei Seiten unseres Kreisbogen- 
dreiecks gerade sind; diese Gestalt des Dreiecks ist aber ndétigenfalls 
durch Ausiibung einer Kreisverwandtschaft stets erreichbar. 
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Li[& 1k 
2 ie 
2\3/| 6 
Qs ola 
3 ae 


alle unendlich vielen weiteren Kombinationen (1,, 1,,1,) befriedigen 
die dritte Bedingung (2). Soll namlich die erste Ungleichung (2) 
gelten, so mu8 mindestens eine der Zahlen 1, etwa 1, < 3, also 
= 2 sein. Trigt man J, = 2 ein, so folgt, daB mindestens eine 
der Zahlen l,, J,, etwa J,<( 4 sein muB, usw. Das Kreisbogen- 
dreieck heiBe von der ersten, zweiten oder dritten Art, je nach- 
dem die erste, zweite oder dritte Bedingung (2) gilt. 

I. Kreisbogendreiecke erster Art. Im Falle (2, 2, 1) 
tibe man die Spiegelung V,; aus und fiige das neue Dreieck 
dem ersten an, Es entspringt ein Kreisbogenzweieck der Win- 


kel = so daB die Fortsetzung des Prozesses nach Fig. 13, S. 941, 


zu tibersehen ist. Das ganze Netz entspringt aus dieser Figur, 
wenn wir die simtlichen Zweiecke durch den Symmetriekreis 
von V, (Bahnkurve von V;) je in zwei Dreiecke zerlegen. Das 
Ausgangsdreieck ist ,,DB“ einer I der Ordnung 41, welche 
,Diedergruppe“*) oder mit Riicksicht auf die elliptischeSubstitution 
V; genauer ,,elliptische Diedergruppe“ heiBt. 

Als weiteres Beispiel betrachte man den Fall (2, 3, 5). 
Hier liefern 15 Dreiecke, welche wie in Fig. 15 aus einem ersten 
durch Spiegelung erzeugt sind, ein Kreis- 
bogendreieck mit drei rechten Winkeln, das 
sich dem eben erledigten Falle (2, 2, 7) 
als niederste Kombination (2, 2, 2) einfiigt. 
Acht Dreiecke des letzteren Typus (2, 2, 2) 
bedecken die €- Ebene einfach und vollstindig, 
so daB wir im Falle (2, 3, 5) zu einem die 
ganze ¢-Ebene einfach bedeckenden Netze 
von 8-15 = 120 Dreiecken gelangen. Das 
Dreieck vom Typus (2, 3, 5) ist ,,DB“ einer 
I der Ordnung 120, welche ,,Jkosaedergruppe“ 


1) Gewéhnlich nennt man die in der I enthaltene umfassendste 


Untergruppe erster Art ,,Diedergruppe“, so daS die I die ,,durch 
Spiegelungen erweiterte Diedergruppe“ ist. 
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heiBt.') Zur Erklarung des Namens projizieren wir unser Drei- 
ecksnetz auf die €-Kugel stereographisch, was in der Weise ge- 
schehen kann, da8 wir zu 120 abwechselnd symmetrischen und 
kongruenten spharischen Dreiecken gelangen (siehe Fig. 16 und vgl. 


iibrigens ,,fod.“ 1, S.105ff.). 
Hier sind dann die von je 
10Dreiecken umlagertenEcken 
des Netzes die 12 Kcken eines 
reguliren Ikosaeders. Die 
60 Drehungen dieses Ikosa- 


eders in sich, welche die ur- 4 


spriingliche (d. h. noch nicht 


durch Spiegelungenerweiterte) Vi | 


Ikosaedergruppe bilden (vgl. 
Klein, ,, Vorlesungen tiber das 
Ikosaeder“, Leipzig, 1884), 
entsprechen den 60 Substi- 
tutionen der in unserer I’ ent- 


haltenen Untergruppe I der 
Ordnung 60. 


Fig. 16. 


Zu ahnlichen Ergebnissen gelangt man in den beiden an- 
deren Fallen: Ein Kreisbogendreieck erster Art ist der ,,DB“ 


emer Gruppe I, welche aus V,, V,, V; erzeugbar ist; die vier 
dabei auftretenden Untergruppen I liefern die vier verschiedenen 
Gruppen, welche man aus den Drehungen der reguléren Korper 
(Dieder, Tetraeder, Oktaeder und LIkosaeder) ableiten kann (vgi. 
Kap. IIT § 11, 8. 236 ff. und Klein, ,,Vorl. wiber das Ikos.“). 


Die Ordnungen unserer Gruppen i und I’ sind in den beiden 
letzten Kolumnen der folgenden Tabelle angegeben: 


| 1, | l, aS, | r 
Diedergruppe...... 2 | 2 l 4] 21 
Tetraedergruppe... 2 | 3 3 24 12 
Oktaedergruppe .. 2 | 3 4 48 24 
Ikosaedergruppe... Sel aS 5 120 60 


Ohne Beweis (siehe z. B. ,,Aut.“ 
hier gewonnenen Gruppen und die zyklischen Gruppen von ellip- 


1, 164) fiihren wir an: Die 


1) Es handelt sich hierbei wieder um die ,,durch Spiegelungen 


erweiterte Ikosaedergruppe“. 


Pascal, Repertorium., I. 2. 2. Aufl. 


60 
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tischem Charakter sind die einzigen in der Theorie der auto- 

morphen Funktionen auftretenden Gruppen ,,endlicher“ Ordnung. 
II. Kreisbogendreiecke zweiter Art. Wir treffen (néti- 

genfalls durch Ubergang zu einer kreisverwandten Figur) die 

Anordnung, daB der gemeinsame Schnittpunkt der drei Symme- 


triekreise von Vj, "» VY, der Punkt §=oo ist. Das Dreieck 


zl 


Bi gers 


wird dann geradlinig, und alle durch 
Spiegelungen zu gewinnenden weiteren 
Dreiecke sind im elementaren Sinne 
mit dem ersten Dreiecke symmetrisch 
bzw. kongruent. 

Das Ergebnis des Spiegelungs- 
prozesses ist unmittelbar zu iibersehen. 
Der erste Fall (2, 2, oo) kann als 


— Grenzfall der elliptischen Diedergruppen 


angesehen werden und liefert die ,,pa- 
rabolische Diedergruppe. In den drei 


tibrigen Fallen haben wir endliche geradlinige Dreiecke; so liefert 
z. B. der Fall (2, 3,6) das in Fig. 17 dargestellte Netz: Jedes 


der Kreisbogendreiecke zweiter Art ist ,DB“ einer I der Ord- 


nung Co, welche 
emen einzigenim 
gememsamen 


Schnittpunkte 


aller Symmetrie- 


kreise des Netzes 
gelegenen 
»Grenzpunkt< 
hat. An Fig.17 


wolle man sich 


noch yeran- 


schaulichen, daB 


die —_ paraboli- 
schen Substitu- 
tionen in jeder 


dieser JI" eine 


Untergruppeder 
in § 6 besproche- 
nen Art liefern. 


Ill. Kreisbogendreiecke dritter Art. Man zeichne den 
gemeinsamen Orthogonalkreis der Symmetriekreise von V,, V, Ve : 
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Der Orthogonalkreis wird durch jede dieser Spiegelungen in 
sich transformiert, und zwar geht das Innere dieses Kreises da- 
bei stets wieder in sich tiber. Dasselbe wird demnach auch bei 
Kombinationen der V,, V,, V, gelten. Liegt also, wie wir an- 
nehmen wollen, das gegebene Dreieck im Innern des Orthogonal- 
kreises, so folgt: Soweit man auch das Dreiecksnetz durch den 
Spiegelungsprozep fortsetzen mag, das Netz wird niemals tiber den 
Orthogonalkreis hinauswachsen kénnen. 


ine 
Ly 


Die tatsiichlich eintretenden Verhiltnisse erliutern wir am 
Falle 7, =1,=1,= 00, der in Fig. 18 dargestellt ist. Beim 
Dreieck mit drei Winkeln 0 lauft der Orthogonalkreis durch die 
drei Eckpunkte. Jedes einzelne beim Fortgang der Spiegelung 
erhaltene Dreieck reiht sich langs seiner gréften Seite an das 
bisher erhaltene Netz an. Die beiden anderen zunichst noch 
freien Seiten schlieBen mit dem Orthogonalkreise zwei Zweiecke 
ein, in welche hinein das fragliche Dreieck demnichst zu spiegeln 
ist. Das Netz besteht schlieBlich aus unendlich vielen Dreiecken, 
welche das ganze Innere des Orthogonalkreises einfach und licken- 

60* 
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los bedecken und gegen diesen Kreis hin unendlich klein 
werden. 

Zu demselben Ergebnis gelangt man von jedem Kreisbogendreieck 
dritter Art aus. Fig. 19 gibt den Fall (2, 4, 8), wo also kein Win- 
kel gleich 0 ist und demnach keine Ecke eines Dreiecks bis an 
den Orthogonalkreis selbst heranragt. Auch hier bedeckt das 
Netz schlieBlich die ganze Fliche des Orthogonalkreises. So- 
lange nimlich ein beim SpiegelungsprozeB erreichbares Dreieck 
von jenem Kreise noch endliche Entfernung hat, kann der In- 
halt dieses Dreiecks nicht verschwinden.’) 

Erginzt man die Symmetriekreise unseres Netzes tiber den 
Orthogonalkreis hinaus zu Vollkreisen, so entspringt drauBen 
ein zweites Netz, welches das Spiegelbild des innern Netzes am 
Orthogonalkreise ist, und welches sich demnach aus dem Spiegel- 
bilde des Ausgangsdreiecks genau so durch einen ins Unendliche 
fortgesetzten SpiegelungsprozeB herstellen laBt wie das innere 
Netz: Das Ausgangsdreieck bildet jetzt erst mit seinem Spiegel- 


bilde beziiglich des Orthogonalkreises einen ,,DB“ der aus V,, Ve, 
V, zu erzeugenden I, deren Ordnung unendlich ist, und deren 


Erzeugung aus V,, Vz, V, der Herstellung unserer beiden Netze 


durch den SpiegelungsprozeB entspricht ; T hat wnendlich viele den 
Orthogonalkreis bildende Grenzpunkte. 


§ 10. Die Modulgruppe und ihr ,,DB“. 


Bei der in der Theorie der elliptischen Funktionen auf- 
tretenden sogenannten ,,Modulgruppe< I brauchen wir statt € die 
fiir diese I’ typisch gewordene Bezeichnung w. Die Modul- 
gruppe besteht aus allen unimodularen Substitutionen: 


,_@o+ 

(1) Re tog eee ad — py=1, 

mit reellen ganzzahligen Koeffizienten. DaB diese Substitutionen 
in ihrer Gesamtheit eine Gruppe bilden, geht nach dem Gesetze (6) 
8. 916 aus der eben gegebenen arithmetischen Erklirung der 
Substitutionen hervor.’) 

1) Ein aus drei zum Orthogonalkreise senkrechten Kreisea ein- 
gegrenztes ,unendlich kleines Dreieck“ hat die Winkelsumme z, 
wahrend unsere Dreiecke eine Winkelsumme <2 haben. Wegen ge- 
nauer Begriindung der Satze des Textes vgl. ,,Mod.“ 1, S. 108 ff. 

2) Allgemeine Entwicklungen tiber arithmetische Erklirung von 
Gruppen findet man in ,, Aut. 1, 446 ff. 
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Durch die reelle w-Achse wird die w-Ebene in zwei ,,Halb- 
ebenen“ zerlegt, die wir dem Vorzeichen des Wertes der Ordi- 
nate 4 in m = § + in entsprechend als ,,positive< und _,,megative“ 
Halbebene unterscheiden. Aus (1) folgt: 

AO pee ad EGA es Ae 9 7 

Set ot en +) GEL Er a 
Wegen der Realitét der a, 6,y,06 ergibt sich: Die positive a- 
Halbebene (und ebenso die negative) wird durch jede Substitution 
(1) in sich tibergefihrt. 


Durch w’ = — ist die Spiegelung Vo an der imaginiiren 
w-Achse dargestellt. Ist V = es e) irgend eine Substitution 
unserer Gruppe I’, so gilt: 

ay a Vas |; CC Stee B 
(2) %V=V'%, wo V=(" 5) 


ist und also gleichfalls in I” enthalten ist. Hieraus folgt nach 


dem SchluBsatze von § 5, 8.931, daB das System rv Zu- 
sammen mit I eine ,,erweiterte Modulgruppe': 


Paar ry, 


liefert, in welcher I’ eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 2 ist. 
Unter den Substitutionen zweiter Art von I" sind die mit 
Ons 


(3) Spe tahel gd e— By=1 


yo— a’ 


Spiegelungen; denn man gewinnt, indem man die Koeffizienten 
a, B,y,« mit dem gemeinsamen Faktor i versieht, die Gestalt 
(2), S. 927 der Spiegelungen. Der Symmetriekreis von (3) hat 


(4) (8+ 9%) — 208 + P= 0 
als Gleichung; der Radius 7 und die Mittelpunktskoordinaten 
£5, > dieses Kreises sind: 

? & > ? Ue 0. 


1 
(5) ae & 7 

Um den ,,DB“ der Modulgruppe zu gewinnen, gehen wir 
auf das Netz der Fig. 18 zuriick, wo das im elementaren Sinne 


gleichseitige Ausgangsdreieck die Ecken {), &,,£ habe. Dieses 
Dreieck zerlegen wir durch seine drei Héhen in sechs abwechselnd 


Qa 
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symmetrische und kongruente kleinere Dreiecke der Winkel = 


=, O und tbertragen diese Zerlegung mittels der Spiegelungen, 


die zu Fig. 18 fiihrten, auf die iibrigen Dreiecke des Netzes. 
So entsteht Fig. 20 als Netz des zur Kombination 


l,=2,1,=3, l= co 


gehérenden Dreiecks dritter Art. Jetzt gehen wir zu einer kreis- 
verwandten Figur der w-Ebene durch die Transformation: 


ae Ser pas ashes 
eee ee Sy Si 
Die drei Punkte {, &, & riicken nach = — 1,0, 00, 80 daB 


der Orthogonalkreis zur reellen w-Achse wird. Fig. 21 gibt die 
neue Gestalt des Netzes, welches der positiven w-Halbebene an- 
gehére; die negative Halbebene trage ein symmetrisches Netz, 
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dem AuBeren des urspriinglichen Orthogonalkreises entsprechend. 
Als Ausgangsdreieck in der positiven w-Halbebene wihlen wir 
dasjenige, welches sich links neben der imaginiren Achse ins 
Unendliche zieht und also die Ecken w =i, @ und ico hat.1) 
Die Spiegelungen an den Seiten dieses Dreiecks sind: 


(62) V,(@)=-@-1, V,(0)=—a; V%(0)==, 


von denen die zweite die bisher mit Ve bezeichnete Substitution 


ist. Auch V, und V, gehdren zu den Spiegelungen (3), so dap 
die zum Netze der Fig. 21 im Sinne von § 9 gehirende Gruppe, 


die igh heiBe, sicher in der Modulgruppe I enthalten ist. 


w= 


Die gesamten Symmetriekreise des Netzes Fig. 21, den 


Spiegelungen von re entsprechend, sind demnach unter den Krei- 
sen (4) enthalten. Wir behaupten: Durch unser Dreiecksnetz 


1) Hier soll g den Wert soil /E bedeuten; die in der Figur 


eingetragenen Bezeichnungen J=0, J=1, J=oo werden spater 
erlautert. 
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werden die Symmetrickreise (4) der Modulgruppe I auch alle 
geliefert. Soll nimlich der Kreis (4) in eine Gerade ausarten, 
so mu8 y = 0, also w= 1 und f eine beliebige ganze Zahl sein; 
’ die zugehérigen Geraden 2 =f sind im Netze der Fig. 21 
enthalten. Fir y=-+1 bleibt a beliebig; also folgen Kreise 
des Radius 1 um die ganzzahligen Punktew = 0, +1,+2,..., 
die gleichfalls im Netze der Fig. 21 sichtbar sind. Fir y = 2 
muB a wegen 
a? — By = 1 


ungerade sein; auch die Kreise des Radius 4 um die Punkte 
ermal ity hoa mi, Yad 


sieht man im Netze. Die weiter folgenden Kreise haben noch 
_kleinere Radien; und da ihre Mittelpunkte saimtlich auf der 
reellen w-Achse liegen, so steht jedenfalls soviel fest, da in 
das Innere des Ausgangsdreiecks kein Symmetriekreis (4) ein- 
zudringen vermag. Wiirde nun tiberhaupt noch ein Symmetrie- 
kreis (4), zur Spiegelung V von I gehérig, vorkommen, der 
nicht schon dem Dreiecksnetz angehért, so greifen wir ein von 
diesem Kreise durchzogenes Dreieck auf und nennen V diejenige 
Operation erster oder zweiter Art von Ij, welche das Aus- 
gangsdreieck in dieses Dreieck tiberfiihrt. Dann aber ist 


V=V-4IVV 


eine in I enthaltene Spiegelung, deren Symmetriekreis durch 
V-? aus dem von V hervorgeht und der somit durch das Aus- 
gangsdreieck hindurchziehen wiirde. Da dies, wie wir sahen, 
ausgeschlossen ist, so trifft unsere Behauptung zu. 

Weiter gilt: Jede Substitution erster oder zweiter Art V 
der Modulgruppe I transformiert das Dreiecksnetz in sich. Der 
Symmetriekreis (4) der Spiegelung V wird namlich durch V 
in den Symmetriekreis der Spiegelung V” = V V V-? transfor- 
miert, die auch in I enthalten ist und also einen Kreis (4) 
lefert. 

Irgendeine Substitution erster oder zweiter Art V von I 
transformiert demnach das Ausgangsdreieck des Netzes entweder 
in sich oder in ein anderes Dreieck des Netzes. Im ersteren 
Falle mu8 wegen der Konformitét der Abbildung jede der Ecken 


§ 10. Die Modulgruppe und ihr ,,DB*. 953 


w= 7%, @ und 700 sich selbst entsprechen. Da hierbei die Reihen- 
folge der Ecken unverindert bleibt, so ist die Substitution V 
von der ersten Art; da V drei Fixpunkte i, 9,i 00 hat, so ist V 
die identische Substitution 1. Jede von 1 verschiedene Substitu- 
tion von I’ transformiert das Ausgangsdreieck des Netzes in ein 
von ihm verschiedenes Dreieck desselben: Das ausgewdhlte Aus- 
gangsdreieck und sein Spiegelbild beziiglich der reellen w-Achse 
bilden einen ,,DB“ der erweiterten Modulgruppe. 

Die Erzeugenden (6) gentigen als Spiegelungen den Be- 
dingungen V,?= 1, so daB® wir bei der Herstellung aller Sub- 
stitutionen von /” in Gestalt von symbolischen Produkten der 
Faktoren (6) auf den einzelnen Faktor stets einen der beiden 
anderen folgen lassen miissen. Ist die Faktorenanzah] gerade, 
so haben wir eine Substitution der urspriinglichen Modulgruppe I. 
Diese I ist also aus den drei Substitutionen: 

S(o)=V,Vi(@)=o+1, Te) =, (0) ==, 


(7) =o o+1 
U(w) = V, V3(@) = weal 
erzeugbar.') Aus der Art, wie sich die Symmetriekreise der 
Spiegelungen (6) schneiden, geht nach § 8 hervor: Die Substi- 
tution S ist parabolisch mit dem Fixpunkte oo, die Substitution T 
ist elliptisch von der Periode 2 mit den Fixpunkten + i, endlich 
ist U elliptisch von der Periode 3 mit den Fiaxpunkten @ und @: 


(8) Te aid 1, U7? mee i 
Aus der Darstellung der S, 7, U in den Spiegelungen (6) folgt: 
(9) UTS=1 oder U=S-'Z, 


so daB U aus S und 7 erzeugbar ist: Die Modulgruppe T ist 
demnach allein aus den beiden Substitutionen: 


(10) S(o) =o+1, T (@) = —* 


erzeugbar. 
Durch die Substitutionen erster Art der Modulgruppe geht 


ein schraffiertes Dreieck des Netzes Fig. 21 stets wieder in ein 


1) Mit der einzelnen Substitution gilt auch ihre inverse als ge- 
geben. 


954 Kapitel XIX. Automorphe Funktionen. 


schraffiertes, ein freies Dreieck wieder in ein freies tber. Setzen 
wir demnach das Ausgangsdreieck jenes Netzes mit seinem Spiegel- 

bilde an der imaginiren Achse zu einem 
»Doppeldreieck* zusammen, so wird dieses 
mit seinem Spiegelbild an der reellen w- 
Achse zusammengenommen einen ,,DB“ fiir 
die urspriingliche Modulgruppe liefern. 
Fig. 22 stellt diesen ,,.DB“ dar, gibt auch 
(mittels stirkerer Markierung) an, welche 
Randstiicke dem ,,DB“ zugehoren sollen. 
Der linke geradlinige Rand geht durch S 
in den rechten geradlinigen tiber; die beiden 
stark markierten Bogenstiicke des Hin- 


heitskreises werden durch 7’ in die schwach 
ausgezogenen von diesem Kreise geliefer- 
ten Randstiicke tibergefiihrt. 


§ 11. Allgemeines tiber die ,,DB“ 
der Gruppen. 


Folgende allgemeine Angaben tiber die 
»DB“ zunichst fiir die Gruppen I’ aus 
Substitutionen erster Art werden jetzt 
verstindlich sein; wegen der Beweise 
miissen wir mehrfach auf ,,Mod.“ und 
Aut. verweisen. 

Der ,,DB“ fiir eine in der Theorie der eindeutigen auto- 
morphen Funktionen auftretende I’ aus Substitutionen erster Art 
besteht aus einem oder mehreren Flichenteilen der £- Ebene, 
deren einzelner insoweit unbestimmt ist, daB wir ihm ein Stick. 
nehmen und durch ein beziiglich I dquivalentes ersetzen kinnen 
(Begriff der erlaubten Abinderung, cf. ,,Mod.“, 1, 280 und 313). 
Es ist stets erreichbar, daB sich der gesamte Rand des ,,DB“ 
aus Ketten von Kreisbogen oder Vollkreisen aufbaut. Dies folgt 
aus derjenigen besonderen Gestalt der ,,DB“, die in ,,Aut.“ I, 
106 ff. als ,normale“ ,,DB“ eingefiihrt sind. Wir lassen die Be- 
schrinkung eintreten, daf der Rand des ,,DB“ aus endlich vielen 
Kreisbogen bzw. Volikreisen bestchen soll.) | 


1) Die Beschrankung ist wesentlich, d. h. es gibt Gruppen I, 
deren ,,DB“ unendlich viele Kreisbogen am Rande darbieten, die 
durch erlaubte Anderung nicht auf endliche viele reduzierbar sind. 
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Der ,,DB" heiBe 1 und gehe durch die Substitution V, 
von I" in einen Bereich iiber, der V,; genannt werde. Die den 
-gesamten Substitutionen V)= 1, V,, V,,... von I’ zugehérigen 
und gleichbenannten Bereiche bedecken die £-Ebene bis auf die 
der Gruppe eigentiimlichen ,,Grenzpunkte“ iiberall einfach und 
liickenlos; sie liefern eine zur I" gehérige ,,reguldre“ Bereich- 
einteilung der €-Ebene. 

Langs eines Randkreises K des Bereiches 1 mige mit letz- 
terem der Bereich V, benachbart sein. Transformieren wir diesen 
Bereich durch V,~* zuriick nach 1, so mége hierbei der Kreis K 
in den Randkreis K’ von 1 iibergehen. K und K’ sind somit 
aiquivalent, indem wir K = V,(K’) finden. Die Randkreise des 
»DB“ sind zu Paaren dquivalent, und wir diirfen vom einzelnen 
Paare stets nur einen Kreis dem ,,DB“ als gugehdrig ansehen. 

Die dem ,,DB“ zugerechneten Randkreise, deren Anzahl » 
als endlich angenommen wurde, mégen durch die Substitutionen 
V;, Vi,---, V, in die 4quivalenten Randkreise tibergefiihrt werden. 
Dann ist der Bereich 1 rings von den Bereichen 


VERSIE peat Ud fete ha ei aN UNA Ara 


umgeben.!) Entsprechend erscheint der Bereich V, rings von 
den Bereichen 


MV re mL Va Vint 4 V guiien: ish VZV gi cee 


umgeben. Die Fortfiihrung der Anreihung weiterer Kranze bis 
zur Herstellung der ganzen reguliren Bereicheinteilung kommt 
auf die Herstellung aller Substitutionen von I’ aus den 


Valens Ly 


hinaus: Die n Substitutionen V,, Vz,-..-, V,, welche dte Aqui- 
valenz der Randkurven des ,,DB“ vermitteln, sind die Erzeu- 
genden der Gruppe I. 

Besteht der ,,DB“ aus mehr als einem Flichenstiicke, und 
ist der Randkreis K eines ersten Stiickes mit dem Randkreise 
K’ = V(K) eines davon verschiedenen zweiten Stiickes dquiva- 
lent, so wird dies zweite Stiick durch V~* in ein lings K mit 
dem ersten Stiicke benachbartes transformiert. Wir dirfen das 


1) Dies sind entweder 2m oder weniger als 2m verschiedene Be- 
reiche. Ist nimlich etwa V, eine elliptische Substitution der Periode 2 
(vgl. Erzeugende 7 der Modulgruppe), so ist der Bereich V,~* mit 
dem Bereiche V, identisch. 
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so erhaltene Stiick an Stelle des zweiten dem ,,DB“ zuerteilen. 
Indem wir einen derartigen Ersatz ndtigenfalls noch 6fter aus- 
iiben, folgt der Satz: Man darf den ,,DB“ so gewdhit annehmen, 
dap die Randkreise des einzelnen Flichenstiickes stets Randkreisen 
des gleichen Stiickes zugeordnet sind. 

Ist der ,,DB“ nicht von Vollskreisen allein begrenzt, so 
treten am Rande des ,,DB“ Ecken auf. Man hat zwei Arten 
solcher Ecken zu unterscheiden. Sind erstlich die beiden an die 
Ecke anstoBenden Randkreise durch die Erzeugende V einander 
zugeordnet, so wird der Eckpunkt selbst durch V in sich trans- 
formiert, ist also Fixpunkt von V. Eine solche Ecke soll (im 
Gegensatz zu einer gleich zu besprechenden anderen Hckenart) 
als eine ,,feste Ecke“ des ,,DB‘“ bezeichnet werden. Ein Beispiel 
sei die bei w = 1% 00 gelegene Ecke des ,,DB“ der Modulgruppe, 
die Fixpunkt der Erzeugenden S war (man stelle sich den ,,DB“ 
auf der ,,-Kugel gelegen vor). Bereits bei den zyklischen 
Gruppen mit hyperbolischer oder loxodromischer Erzeugender V 
wurde §.934 ff. der ,,DB“ so gewthlt, daB er micht an einen der 
Fixpunkte von V heranragte. Nach ,,Aut.“ 1, 142ff. kann man 
den ,,DB“ stets so wihlen, daB er micht an den Fixpunkt einer 
hyperbolischen oder loxodromischen Substitution der Gruppe 
heranragt: Die festen Ecken des ,,DB“ sind dann Fixpunkte ellip- 
tischer oder parabolischer Erzeugender; die beiden benachbarten 


Randkreise bilden einen Winkel *%, wo l eine ganze Zahl => 2 


bedeutet, den Wert 1 = 00 (im parabolischen Falle) eingeschlossen 
(vgl. S.935ff.). Die tibrigen Ecken des ,,DB“ heiBen ,,bewegliche 
Ecken“. Zu ihrer Erléuterung dienen die Ecken des in Fig. 6, 
S. 932, dargestellten ,,DB“ der a. a. O. besprochenen Gruppe I’. 
Wenn wir die Ecke bei £ = 0 nach einem beliebigen Punkte & 
verschieben und die anderen drei Ecken entsprechend nach 


oot 1, fo + 2, oO + @; + @, 


wandern lassen, so bleibt das Parallelogramm hierbei ein ,,DB“ 
der I’. Beschreiben wir im reguliren Bereichnetz der Fig. 6 
einen kleinen Kreis um den Eckpunkt bei £ = 0, so wird dieser 
Kreis neben dem Bereiche 1 noch die drei Bereiche 
View - yt a Ver - vee 

durchziehen. Werfen wir die drei beziiglichen Bogen mittels 
der Substitutionen V,, V,-V,, V, in den ,,DB“ zuriick, so er- 
halten wir hierbei vier die Ecken des ,,DB“ umkreisende Bogen, 
welche vermége der Zuordnung der Seiten des ,,DB“ zu einem 
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Zyklus zusammengeschlossen. sind. Der vorstehenden Uberlegung 
kommt allgemeine Bedeutung zu: Die beweglichen Ecken des 
»DB“ erscheinen vermige der Zuordnung der Randkreise des 
»DB* in Zyklen angeordnet, wobei die Winkelsumme des einzelnen 
Eckenzyklus stets gleich 2x ist. 

Ist I’ eine der in § 5 besprochenen Gruppen aus Substi- 
tutionen der ersten und der zweiten Art, so bestimmen wir zu- 
erst fiir die in ihr enthaltene ausgezeichnete Untergruppe I des 
Index 2 die reguliére Einteilung der £-Ebene in Bereiche: 


De Vig as has : 
den vorstehenden Sitzen entsprechend. Die mit irgendeinem 
Punkte € von 1 beziiglich I” iquivalenten Punkte: 


Vo(%), Vi Vols)» Ve Vo($), - 

verteilen sich dann auf die Bereiche der reguliren Hinteilung 
so, daB in jedem Bereiche, also insbesondere in 1, sich einer 
dieser Punkte findet: Die Punkte des Bereiches 1 sind beziiglich T 
zu Paaren dquivalent; dieser Bereich wird sich daher in zwei 
beziighich I’ dquivalente Teilbereiche zerlegen, von denen em eim- 
zelner einen ,,DB“ der Gruppe I liefert (vgl. die Zerlegung der 
Doppeldreiecke der Fig. 22), 8.954, in je zwei ,,Elementardreiecke“ 
durch die imaginire w-Achse). 

Endlich mégen noch einige Mitteilungen tiber die Natur 
der Grenzpunkte unserer Gruppen folgen. Wir sehen ab von 
den Gruppen endlicher Ordnung (vgl. S. 944ff.), bei denen iiber- 
haupt keine Grenzpunkte vorliegen, von den Gruppen mit uur 
einem Grenzpunkte (vgl. S. 932 und 8S. 946), sowie von gewissen 
Gruppen mit zwei Grenzpunkten, die durch eine bestimmte log- 
arithmische Transformation in Gruppen mit einem Grenzpunkte 
umgewandelt werden (vgl ,,Aut.“ 1, 234/f.). Alle iibrigen Grup- 
pen haben unendlich viele Grenzpunkte, und zwar sind dabei 
folgende Falle zu unterscheiden: 

I. Die Grenzpunkte bilden ein System diskreter Punkte, die 
entweder : 

1. in der £-Ebene nach einem nicht unmittelbar dberseh- 
baren Gesetze zerstreut legen, oder 

2. stimtlich auf einem bestimmten Kreise, dem ,,Hauptkreise, 
legen. 

In beiden Fallen Viefert die Bereicheinteilung der &-Ebene 
ein einziges zusammenhdngendes Netz. Die unter 2. gemeinten 
Gruppen heiBen ,,Hauptkreisgruppen™. 
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II. Die Grenzpunkte bilden eine geschlossene, sich nicht selbst 
uiberkreuzende Kurve, die entweder: 

1. nicht-analytisch ist, oder 

2. einen Kreis, den sogenannten ,,Grenzkreis“, darstellt. 

Die Bereicheinteilung zerfallt in zwei durch jene Kurve ge- 
trennte Netze. Die unter 2. genannten Gruppen heiBen ,,Grenz- 
kreisgruppen“. 


Fig. 23 


III. Die Grenzpunkte bilden umendlich viele geschlossene, 
sich nicht tiberkreuzende Kurven, die entweder mnicht-anaiytisch 
sind oder Kreise darstellen, auch éeils von der einen, teils von 
der anderen Art sein kénnen. 


Das einfachste Beispiel zur Erlaéuterung aller dieser Falle 


wird von der aus vier Spiegelungen V,, V,, V3, V4 erzeugbaren 
Gruppe geliefert. Die Symmetriekreise K,, K,, K;, K, mégen 
zuniichst wie in Fig. 23 voneinander getrennt verlaufen und den 
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in der Figur mit P bezeichneten ,,DB“ eingrenzen. Durch Spie- 
gelung reihen wir an den ,,DB“ vier aquivalente Bereiche, die 
in der Figur schraffiert sind. In jedem dieser Bereiche bleiben 
noch drei Kreise offen, in die man demnichst hineinzuspiegeln 
hat usw. Die Anzahl der offen bleibenden Kreise wichst hierbei 
bestindig, wihrend diese Kreise selbst immer kleiner werden. 
In jedem liegen unendlich viele Grenzpunkte der Gruppe. Es 
liegt der Fall 1,1 vor. Haben die vier Kreise K,, K,, K;, K, 
einen gemeinsamen Orthogonalkreis Ky), so werden auch alle 
weiteren beim SpiegelungsprozeB eintretenden Kreise zu Ky or- 
thogonal verlaufen. Jetzt liegen alle Grenzpunkte auf Ky, d. h. 
wir haben den Fall I, 2. 

Beispiele fiir die tibrigen Falle erhalt man, wenn man Be- 
rihrungen der vier Kreise K,,..., A, zuliBt. Bilden diese Kreise 
hierbei einen Zyklus, indem jeder mit dem folgenden und der 
letzte mit dem ersten zur Beriihrung kommt, so gelangen wir 
zu den Fallen IJ, 2 und IJ, 1, je nachdem ein Orthogonalkreis 
vorliegt oder nicht. Vgl. wegen des ersteren Falles Fig. 20, 
S. 950, wegen des letzteren aber Fig. 145 in ,,Aut.“ 1, 418. 
Kommt auferdem noch K, mit K, zur Beriihrung, so erhalten 
wir unendlich viele Grenzkreise, wie Fig. 148 in ,, Aut.“ 1, 429 
zeigt. In Fig. 156, ebenda S. 440, hat man ein Beispiel fiir un- 
endlich viele Grenzkurven, die teils nicht-analytisch sind, teils 
Kreise darstellen.*) 


§ 12. Erklarung und Existenzbeweis der automorphen 
Funktionen. 


Besteht der ,,.DB“ von IF aus mehreren Teilen, so konnten 
wir annehmen, daB die Randkreise eines einzelnen Teiles stets 
auf Randkreise des gleichen Teiles bezogen waren. Hinen ein- 
zelnen solchen Teil wollen wir alsdann einen ,,Fundamental- 
bereich, abgekiirzt ,,FB“, nennen (cf. Klein, Math. Ann. 14, 
133). Die Reproduktion desselben auf Grund der Zuordnung 
der Randkreise liefert ein zusammenhdngendes reguldres Netz 
von Bereichen, welches N heiBen mag. Dies Netz bedeckt bis. 
auf die Grenzpunkte die ganze ¢-Ebene, falls der ,,.DB“ nur aus 
diesem Stiicke ,,.FB“ besteht; andernfalls hat N eine Grenzkurve. 


1) Vorstehend konnten nur die ersten Grundlagen der Theorie 
der ,,DB“ entwickelt werden. Eine ausfiihrliche Theorie der + DBE 
fiir die Hauptkreis- und Grenzkreisgruppen, in der die Begriffe der 
normalen, der natiirlichen und der kanonischen ,,DB“ grundlegend sind, 
findet man in ,,Auwt.“, 1, 210ff. und 2, 286ff. 
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Es werde nun im ,,FB“ eine im Sinne von § 1 zur Gruppe I" 
gehérende eindeutige automorphe Funktion o(£) betrachtet, Da 
dieselbe analytisch sein soll, so werden wir in der Umgebung 
einer Stelle ¢, des ,,FB“ eine innerhalb eines gewissen, nicht 
verschwindenden Kreises konvergente Entwicklung: 


(1) p(§) = (ay + at + a,t?+---) 


fordern, wo die EntwicklungsgriéBe t = £ — & ist, m eine posi- 
tive oder negative ganze Zahl oder O bedeutet und der An- 
fangskoeffizient a, nicht verschwindet. Sollte §, zufillig die 
Stelle oo sein, so hat man in tiblicher Weise (vgl. Kap. XV, S. 721) 


unter ¢ die EntwicklungsgréBe 2 zu verstehen. 


Diese Festsetzung erfordert eine Erginzung, falls & eine 


elliptische Ecke (des Winkels 7) oder eine parabolische Ecke 


des ,,FB“ ist. Da g(£) bei der zugehdrigen elliptischen oder 
parabolischen Substitution unverandert bleibt, so ergibt sich, 
wenn ¢, der zweite elliptische Fixpunkt ist, aus den Normal- 
formen (12) und (10) § 3 der Substitutionen, daB eine Ent- 
wicklung (1) nach: 


@) p= ($28) tan, tee? Fo 


zu fordern ist. Schneidet man lings einer Bahnkurve der ellip- 
tischen bzw. parabolischen Substitution vom ,,FB“ an der frag- 
lichen Ecke ein kleines Segment ab, so wird dies (vgl. § 3) auf 
einen Kreis der ¢-Ebene um den Nullpunkt ¢=0O durch die 
Transformation (2) tibertragen. 


Wir nehmen an, da8 eine Entwicklung (1) fiir p(€) in 
der richtigen Entwicklungsgré8e ohne Ausnahme an jeder Stelle 
§ des ,,FB“ gelten soll. Man kann dies auch dahin ausdriicken, 
dap o(€) im ,FB“ frei von wesentlich singuldren Stellen sein 
soll (vgl. Kap. XV, 8. 721). Ist m nicht gleich 0, so liegt an 
der Stelle & ein Nullpunkt m*” Ordnung bew. ein Pol (— m)* 
Ordnung, je nachdem m> 0 oder m> 0 ist. 

Den Existenzbeweis der Funktionen (¢) fihrt Klein (vgl. 
Math. Ann. 21, 141) mittels der alternierenden Methoden von 
Schwarz und Neumann.') Setzen wir £=£ + in, so ist das 


1) Ausftibrlich dargestellt im ,, Mod“. 1, 508ff. und ,, Aut. 2, 8 ff. 
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erste Ziel die Konstruktion eines im ,,FB“ eindeutigen ,,log- 
arithmischen Potentials w(&, 1), welches nur an einer Stelle &, 
des ,,FB“ unendlich wie der reelle Bestandteil von ¢-! wird, 
und das, tiber den Rand des ,,FB“ fortgesetzt, in aquivalenten 
Punkten stets gleiche Werte hat. 

Fir Kreisscheiben, die man im ,,FB“ zeichnen mag, kann 
man stets solche reelle Funktionen w(&, 1) bilden, welche lings 
der Peripherie gegebene Werte annehmen (Randwertaufgabe). 
Die entsprechende Bildung von Funktionen w(&, 7) fiir Bereiche, 
die aus der Verschmelzung von Kreisscheiben entstehen, gelingt 
dann durch das alternierende Verfahren. SchlieBlich wird man 


Fig. 24. Fig. 25. 


den ganzen ,FB“ dachziegelartig mit Kreisscheiben abdecken 


und hat nur, damit nicht am Ende eine Konstante w(é, 7) als 
Ergebnis erscheint, in einem der Kreise bei £ einen Pol be- 
zeichneter Art vorzuschreiben. 

Man wolle sich hierbei noch die Rolle derjenigen Kreis- 
scheiben veranschaulichen, welche am Rande des ,,FB“ liegen. 
Bei einer festen Hcke ist ein Kreis der t-Ebene um t=O zu 


benutzen, der ein Segment bezeichneter Art am ,,FB“ liefert. 


Bei Fortsetzung iiber die in der Ecke zusammenstoBenden Rander 

dieses Segmentes reproduziert sich dann in der Tat u(&, 7) in 

Aquivalenten Punkten. Die Rolle der iibrigen am Rande ge- 

legenen Scheiben ist durch Fig. 24 und Fig. 25 erliutert. Z. B. 

ist in Fig. 24 der duBere Teil S,’ der links gezeichneten Kreis- 

scheibe auf das dquivalente Stiick 8’ des ,,.FB“ zu itibertragen. 
Pascal, Repertorium. I. 2. 2. Aufl. 61 
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Wir erzielen hierdurch nicht nur, daB in zugeordneten Rand- 
punkten des ,,FB“ die Funktion u(&,7) gleichwertig wird, 
sondern daB sie tiberhaupt, tiber den Rand des ,,FB“ analytisch 
fortgesetzt, in Aquivalenten Punkten stets wieder denselben Wert 
annimmt. 


Das zu u(é, 7) konjugierte Potential ist: 


(&, 7) 


, Ou Ou 
(3) v(&, n) mk (Gean— 5-46), 
So» No 


wo die untere Grenze als fest und die obere als variabel zu 
denken ist und die Integrationsbahn ginzlich im Innern des 
Netzes WN verlaufen soll. Fiir das Differential: 


ou Ou 


ag 

folgt aus der Konformitaét der Abbildung der verschiedenen Be- 
reiche des Netzes N aufeinander und der Gleichheit von w(&, 7) 
in &quivalenten Stellen, daB auch dv eindeutig und in dquiva- 
lenten Punkten gleich ist. Daraus folgt aber fiir das in (3) 
rechts stehende Integral nur erst, daB sich der Wert desselben, 
ausgedehnt von einer Stelle ¢ bis zu dieser Stelle zuriick oder 
bis zu einer fiquivaleuten Stelle, bis auf eine additive Konstante 
reproduziert. 


Demnach wird die komplexe Funktion: 


(4) Z(f) = u(&, n) + iv(§, 1) 


im Netze N dasselbe Verhalten darbieten wie ein Elementar- 
integral zweiter Gattung auf einer Riemannschen Flache (vgl. 
Kap. XVH, § 5 u. 10). Z(€) hat im ,,FB“ bei ¢ einen Pol erster 
Ordnung, ist im iibrigen stetig im ,,.FB“ und reproduziert sich ab- 
gesehen von einer additiven, rein imaginaéren Konstanten, falls 
man das Argument von einer Stelle € im Netze N zu diesem £ 
zurtick oder zu einer Aquivalenten Stelle wandern 1aBt. 

Genau nach demselben Prinzip, wie man die eindeutigen 
Funktionen der Riemannschen Flache aus den Integralen zweiter 
Gatitung aufbaut (vgl. ,,Aut.“ 2, 13ff.), kénnen wir hier auto- 
morphe Funktionen unserer Art in der Gestalt: 


(5) p(§) Te 2,4 C2 Z; a: aa as CuZu 
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aus unseren Funktionen (4), welche wir etwa fiir w im ,,FB“ 
ausgewiihlte Pole ¢,&,...,&, hergestellt denken, aufbauen. 
Man muB8 nur die Anzahl u der Pole erster Ordnung i im ,,FB“ 
groB genug wihlen, damit sich mindestens ein System von 
Koeffizienten ¢,, ¢,,.. +, Cy derart bestimmen léBt, daB die bei 
den Umliaufen von € und den Wegen zu den iquivalenten Stellen 
fiir die in (5) rechts stehende Summe eintretenden additiven 
Konstanten eben durchweg verschwinden. 

Nachdem wir so die Huxistenz der automorphen Funktionen 
9(£) fir die vorgelegte I’ bzw. den ,FB“ erkannt haben, miissen 
wir noch auf die Bedeutung der Grenzpunkte des Netzes fir 
die Funktionen g(f) hinweisen. Gegen einen Grenzpunkt hin 
werden die Bereiche des Netzes unendlich klein. Beim ProzeB 
der analytischen Fortsetzung von g(¢) (vgl. Kap. XV, § 7) wird 
demnach niemals ein Grenzpunkt in einen Konvergenzkreis hinein- 
gezogen werden kénnen. Aus dem Unendlichkleinwerden der Be- 
reiche folgt sogar: Jeder Grenzpunkt des Netzes N ist ein wesent- 
lich singulérer Punkt der Funktion (§), eine Grenekurve stellt 
demnach eine ununterbrochene Folge solcher Punkte dar und heift 
dieserhalb eine ,,natiirliche Grenze“ der Funktion, iiber welche die 
analytische Fortsetzung der Funktion nicht vollzogen werden kann 
(vgl. Kap. XV, § 9). 


§ 13. Zusammenhang aller Funktionen ¢($) 
desselben ,,FB“. 


Die eben konstruierte Funktion (f) hat im ,,FB“ wu ein- 
fache Pole (Pole erster Ordnung), welche an den im Innern 
des ,,FB“ gewihlten Stellen ¢,, &,...,¢,, liegen. Es gilt der 
Satz: Die Gesamtzahl der Nullpunkte von p(f) im ,FB“ ist 
auch gerade gleich u, wober Nullpunkte hoherer als erster Ord- 
nung ihrer Multiplizitat entsprechend in Anrechnung zu bringen sind. 

Zum Beweise dieses Satzes ver- 
wandle man den ,,FB“, falls er 
einen mehrfach zusammenhingen- 
den Bereich darstellt (vgl. Fig. 23, 
S. 958), durch Anlage geeigneter 
Querschnitte in einen einfach zu-* 
sammenhiingenden Bereich. Diesen 
letzteren umlaufen wir dann rings 


ings; 7 Ls 
? 
einer festen Ecke annahern, vor Fig. 26 


jedoch wollen wir, sobald wir uns 
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Erreichen derselben lings einer zugehdrigen Bahnkurve durch 
das Innere des ,,FB“ sogleich nach dem zugeordneten Randkreise 
hiniibergehen (vgl. Fig. 26). Wir wiihlen diese Bahnkurve so 
nahe an der Eeke, da8B weder auf ihr noch im abgetrennten 
Segmente, nétigenfalls den Eckpunkt selbst ausgenommen, ein 
Nullpunkt: von g(f) vorkommt. Auch diirfen wir die Quer- 
schnitte sowie die Gestalt des ,,.FB“ (vgl. Prinzip der erlaubten 
Abinderung von 8. 954) so gewahlt denken, daB die beschrie- 
‘bene Bahn auch iibrigens nirgends durch einen Nullpunkt hin- 
durchliuft. Auch die w Pole denken wir im Innern des um- 
laufenen Bereichs gelegen. 


Ist nun v die Gesamtzahl der Nullpunkte innerhalb dieses 
Bereiches, so gilt (vgl. Kap. XV, § 6, S. 724): 


1 dg (f) 1 
(1) yawn gts [OR farogo(O, 


wo das Integral in der Pfeilrichtung der Fig. 26 iiber die be- 
schriebene Bahn zu erstrecken ist. Aber hierbei heben sich die- 
jenigen Teilintegrale auf, welche sich auf einen einzelnen Quer- 
schnitt beziehen, der in der Tat zweimal in entgegengesetzten 
Richtungen zu beschreiben ist. Es heben sich aus demselben 
Grunde je zwei solche Teilintegrale auf, welche zueinander zu- 
geordneten Randkreisen gehéren. Somit restieren nur die Inte- 
grale lings der Bahnkurven an den festen Ecken. Hier aber 
rechnet man leicht durch Riickgang auf die zugehdrige, in (2) 
S. 960 eingefiihrte Variabele ¢ aus, da8 das Teilintegral der 
einzelnen Bahnkurve: 


zt, [a logo) ——m 


wird, wenn m die Ordnung des in der Ecke gelegenen Null- 
‘punktes ist. Liegen demnach in den festen Ecken insgesamt 
v’ Nullpunkte, so folgt aus (1): 


y—uw=—v undalso v+7’=—u. 


Die Gesamtanzahl v + v’ der Nullpunkte im ,,FB“ ist also tat- 
sichlich gleich wu. 

_ Ast nun % irgendein komplexer Wert, so wende man den 
bewiesenen Satz auf die automorphe Funktion p(§) — 2) an. 
Es ergibt sich: Die Funktion p(f) nimmt jeden beliebig vor- 
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geschriebenen komplexen Wert zy an genau wu Stellen des ,,FB“ 
an, die natiirlich nicht immer alle getrennt zu liegen brauchen; 
p(£) soll dieserhalb w-wertig heipen. 

Man iiberlege daraufhin, welches konforme Abbild durch 
unsere Funktion z = (£) vom ,,FB“ auf die z-Ebene entworfen 
wird. Dieses Abbild ist geschlossen und wird die z- Ebene allent- 
halben uw-fach tiberlagern: Mittels der w-wertigen automorphen 
Funktion z= (€) wird der ,FB*“ auf eine geschlossene u- 
blattrige Riemannsche Fliche*) aber der z-Ebene abgebildet. Diese 
Fliche werde durch F' bezeichnet. Die Konformitit der Ab- 
bildung des ,,FB“ und damit des vom Netze N bedeckten Teiles 
der §-Ebene erleidet EinbuBe erstens in den festen Ecken des 
FB“. An der einzelnen solchen Ecke wird ein Segment des 
FB“ auf die volle Umgebung des Bildpunktes in der z-Ebene 
iibertragen (vgl. (1) und (2) § 12). Zweitens wird die Konfor- 
mitaét in den Verzweigungspunkten der Fliche F' unterbrochen. 
Liefert € den Bildpunkt z), so liegt hier ein m-blittriger Ver- 
zweigungspunkt, wenn in der zugehérigen Entwicklung: 


Z— = t™(ayt+ att agt?+---) 
m > 1 ist. 

Irgendeine andere automorphe Funktion des ,,FB“ liefert, 
auf die Fliche F' tibertragen, eine daselbst eindeutige Funktion 
von Zz ohne wesentlich singulire Punkte, also eine zur Fliache 
gehérende algebraische Funktion von z. Umgekehrt liefert jede 
solche Funktion in Abhingigkeit von § eine automorphe Funk- 
tion unseres , FB“. Wir haben also folgenden grundlegenden 
Satz: Die zum ,,F'B“ gehirenden automorphen Funktionen werden 
in ihrer Gesamtheit geliefert von allen zur Riemannschen Fldche F 
gehirenden, einen Funktionenkirper bildenden algebraischen Funk- 
tionen (vgl. Kap. XVII, § 3). 

Die Satze tiber algebraische Funktionen tibertragen sich hier- 
nach auf die Funktionen (€) unseres ,,FB“. Ist die Fliche F’ eine 
(2p + 1)-fach zusammenhingende (vgl. Kap. XVII, § 2), so heiBt p 
das ,,Geschlecht“ derselben; wir nennen p auch das Geschlecht 
des ,'B“. Die Hinteilung der ,,FB“ nach dem Geschlechte p 
und, wie wir gleich hinzusetzen, nach der Anzahl n der festen 
Ecken, ist fiir alle weiteren Ausfiihrungen grundlegend. 

Ist p= 0, so gibt es auf F ,,einwertige“ Funktionen. 
Eine einzelne unter ihnen liefere die Funktion (¢), welche wir 


1) Vgl. Kap. XV, § 9 und XVII, § 2. 
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als eine ,,Hauptfunktion des ,,.FB“ vom Geschlechte p =O be- 
zeichnen. Mit m(£) ist jede Funktion: 


agp(f) +6 
19) = ep O+d 


eine Hauptfunktion, und umgekehrt ist jede solche Funktion 
durch () in vorstehender Gestalt darstellbar. Wegen der Ver- 
hiltnisse a: b:¢:d gibt es co*® Hauptfunktionen, aus denen wir 
eine einzelne dadurch herausgreifen kénnen, daf wir fiir wgend 
drei Stellen des ,,F'B“ drei verschiedene Werte der Hauptfunktion 
willkiivlich vorschreiben. Der in der positiven w-Halbebene ge- 
legene ,,FB“ der Modulgruppe (vgl. Fig. 22, 8. 954) hat p = 0. 
Eine Hauptfunktion kann man dadurch fixieren, daB man fiir 
sie in den Eckpunkten 9,7 und ioo des ,,FB“ etwa die Werte 
0, 1, co vorschreibt. Wir gewinnen so die Funktion, welche von 
Klein (vgl. Math. Ann., 14, 113) mit J() bezeichnet wurde, 
und welche mit der von Dedekind (vgl. J. f. Math., 83, 265) 
als Valenz bezeichneten Funktion identisch ist. Die Bedeutung 
der Hauptfunktion ,(f) griindet sich auf den Satz: Jede zum 
»FB“ gehirende automorphe Funktion p(§) ist in einer Haupt- 
funktion ,(§) rational darstellbar: 


(2) 9(f) = R(y, (8), 


und umgekehrt liefert jgede solche rationale Funktion eine auio- 
morphe Funktion des ,FB“. 

Ist p= 1 oder ist die Flache F hyperelliptisch, so gibt 
es ,,zweiwertige’ Funktionen. Ist g,(£) eine solche, so wird der 
~B“ durch z = g,(£) auf eine zweiblittrige Riemannsche Flache 
mit (2p + 2), etwa bei z= 2, %,..-, Yep49 gelegenen Ver- 
zweigungspunkten abgebildet. Hier ist dann 


(3) 93 (6) = V(e — %) @ — %) ++» (@ — Mp4) 


eine weitere Funktion des ,FB“, und es gilt der Satz: Die 
Gesamtheit der Funktionen (£) des ,,FB“ wird von allen ratio- 
nalen Funktionen: 


(4) 9(f) = B(9,©, 92) 

geliefert. 

_ Allgemein gilt folgendes: Ist p,(£) eine m4-wertige, o,(£) 
eme y-wertige Funktion des ,,FB“, so besteht zwischen ihnen 
eme algebraische Gleichung: 


(5) G(1, G,) = 0 
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vom Grade us, in y, und vom Grade wu, in gy; ist diese Glei- 
chung irreduzibel, so werden die gesamten p(f£) des FB“ gerade 
von allen rationalen Funktionen: 


(6) (8) = R(, ©, 2) 
geliefert. 

Beispiele fiir = 1 liefern die zyklischen Gruppen hyper- 
bolischer und loxodromischer Art, desgleichen die in § 6 be- 
sprochene Gruppe. Beispiele zum hyperelliptischen Falle des 
Geschlechtes p erhilt man von jenen durch (p + 1) Spiege- 
lungen erzeugbaren Hauptkreisgruppen, bei denen die (p + 1) 
Symmetriekreise der Erzeugenden getrennt verlaufen (vgl. S. 958). 


§ 14. Hindeutigkeitssitze. 


Setzten wir z= ,(§) und w= q,(g), und denken wir 
wie soeben die Riemannsche Fliche F&F iiber der z-Ebene, so 
geht aus § 13 der Satz hervor, daf alle zu dieser Flidche F 
gehérenden algebraischen Funktionen R(w,z) von z eindeutige 
Funktionen von & werden. 

Es ist dies nur ein Speziellfall eines allgemeinen Satzes, 
bei dem wir jedoch der Einfachheit halber die Voraussetzung 
machen wollen, daf das Netz N eine Grenzkurve besitet (Fille 
IT, 1 wnd IT, 2 der Einteilung in § 11) und demgemaép einen 
einfach zusammenhdngenden Bereich der €-Ebene bedeckt. Sei 
jetzt: 


(1) { RGw, 4) dz 


ein zum algebraischen Gebilde gehdrendes Integral erster oder 
zweiter Gattung (vgl. Kap. XVII, § 5), so wird sich dasselbe bei 
einem Umlauf auf der Fliche # von einem Anfangspunkte z,) 
bis zu diesem Punkte zuriick nur erst bis auf eine Periode re- 
produzieren, sofern dieser Umlauf ein eigentlicher Periodenweg 
ist. La&Bt sich der Umlauf aber auf der Fliche stetig auf einen 
Punkt zusammenziehen, so kehrt das Integral stets zum An- 
fangswerte zuriick. 

Lassen wir die Stelle z, von F dem Punkte in N ent- 
sprechen, so tibertrigt sich der beschriebene Umlauf auf einen 
in N verlaufenden Weg von § zu einem dquivalenten Punkte, 
den Punkt £& eingeschlossen. Endet er aber wieder im An- 
fangspunkte, so laBt er sich im Netze N (wegen des einfachen 
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Zusammenhanges) auf einen Punkt zusammenziehen, und das- 
selbe gilt dann auf der Flache (vgl. die ausftihrlichere Dar- 
legung in ,,Awt.“, 2, 40ff.). Sehen wir somit das Integral (1) 
als Funktion von £ an, so wird diese bei Fortsetzung tiber einen 
im Netze N geschlossenen Weg zum Anfangswerte zuriickkehren: 
Die Integrale erster und zweiter Gattung (1) werden in §& ,,ein- 
deutige< Funktionen, die wie die Funktionen o(§) die Grenzkurve 
des Netzes N zur natiirlichen Grenze haben. 

Auch auf die Integrale dritter Gattung (1) kann man 
diesen Satz iibertragen, falls der ,F'B“ parabolische Ecken hat 
und die sdtmtlichen logarithmischen Unstetigkeitspunkte des Inte- 
grals in solche Ecken fallen. Hier werden namlich offenbar die 
simtlichen Umliufe, welche man durch einmalige oder beliebig 
oft wiederholte Umgehung eines solchen Unstetigkeitspunktes 
auf F' erzielt, zu offenen Wegen zwischen aquivalenten Punkten 
in den unendlich vielen an den parabolischen Punkt heran- 
ziehenden Bereichzipfeln des Netzes N (vgl. Fig. 14, 8S. 943). 

Die gleiche Betrachtung gilt fiir die Integralsysteme einer 
zur Fliche £’ gehérenden linearen Differentialgleichung: 


[ap 
dg™—} 


@) S24 Rw, 2) fost Bq(w, )Z=0. 


Irgendein Integralsystem Z,, Z,,...,Z,, Substituiert sich be- 
kanntlich (vgl. ,,Awt. 2, 41) bei einem Periodenwege oder bei 


einem Umlaufe um einen ,,singuliren Punkt“ linear: 
ie 
Zy = Oy Z, + %Z, +++ + 0,2, 


Zn = C1 Zy t C9 Ze Saar ate CP fa 
Liegen die séimtlichen singuldren Punkte der Differentialglei- 
chung (1) in parabolischen Ecken des ,,FB“, so werden die 


bee ao 7; 


m 


im Abhdngigkeit von € ,,eindeutige< Funktionen, die den Rand 
des Netzes N zur natiirlichen Grenze haben. 


§ 15. Die homogenen Substitutionen und die 
automorphen Formen. 


Fir die weitere Entwicklung der analytischen Theorie der 
automorphen Funktionen ist es ein entscheidender Schritt, die 
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Variabele ¢ als Quotienten ¢ = ¢,: ¢ zweier Variabelen aufzu- 
fassen und daraufhin an Stelle der Funktionen g(£) der einen 
Variabelen € homogene Funktionen o(f,, &) zweier Variabelen 
£1 & einzufiihren. Diese €,,€ méigen gleich selbst ,,homogene 
Variabelen“ heiBen; sie sollen, wie tiblich, stets endlich sein und 
nicht zugleich verschwinden. Uberdies halten wir daran fest, 
daB ihr Quotient ¢ = &:  stets einen Punkt des soeben mit N 
bezeichneten Netzes darstellt. 


Tragen wir in die Substitution V (der ersten Art): 


(1) ga TE, ad By = 1 


fiir ¢ den Quotienten § :& ein und setzen entsprechend 
6 ‘= at ee 


so kénnen wir die Substitution V in die ,,homogene“ Substitution 
spalten: 


(2) f= wf + BS, i = yf + 0&. 


Wie schon S. 920 bemerkt wurde, waren fiir die einzelne Sub- 
stitution V die Koeffizienten «,6,y,0 durch die Forderung 


ad — py =1 


nur bis auf einen gemeinsamen Zeichenwechsel bestimmt. Es 
entsprechen demnach dem einzelnen V immer zwei homogene Sub- 
stitutionen, die durch Zeichenwechsel der Koeffizienten meinander 
tibergehen. Bezeichnen wir die eine durch das Symbol U, so 
wird die andere zweckmifig — U heifen; insbesondere wird 
der identischen Substitution V)— 1 erstens wieder die identi- 
sche homogene Substitution U,—1, daneben aber die durch 
—1 wu bezeichnende Substitution &’=—{&, &’ =—& ent- 
sprechen. 

Ist I” die zu unserem Netze N gehdrende Gruppe und 
lassen wir an Stelle der einzelnen Substitution V von I’ die 
beiden zugehérigen homogenen U und — U treten, so entsteht 
die ,,homogene“ Gestalt der I oder die zugehdrige ,,homogene 
Gruppe‘. Letztere ist zur urspriinglichen I" ,,1-2-deutig homo- 
morph (2-stufig isomorph; vgl. Kap. II, § 2). Ist 


Vege che. eanael a 
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das System der Erzeugenden von I, und wahlt man die zu 
gehirigen homogenen U,, U,,..., U, eindeutig aus, so muf 
man ihnen noch die Substitution —1 zufiigen, um in jedem 
Faille die homogene Gruppe vollsténdig erzeugen zu k6nnen. 
Hine einzelne elliptische Erzeugende ae in der Normal- 
in 
gestalt (12) S. 925 den Multiplikator m =e! , wol eine ganze 
Zahl >1 war. Zur Vermeidung von Verwechslungen wollen 
wir den in der Ecke des ,,FB“ liegenden Fixpunkt ¢, den zwei- 
ten « nennen und spalten der GleichmaBigkeit wegen auch 
diese Werte in die Quotienten «= «,:@ und « = ¢@':¢,. Wir 
schreiben: 


€—e = G17! (G8 — fa) = & eg '(E, €) 


und brauchen die Symbole (5 25 ¢, é), (€',e’) fiir die ent- 
sprechenden Ausdriicke (£,&' — &«),--+- Die elliptische er- 
zeugende Substitution V schreibt sich dann: 


Co 5 oa 
(i) oe 


Indem wir ihr die homogene Substitution U 


@)  @ =e Ge), eae ) 


entsprechen lassen, geniigen wir, wie man leicht ausrechnet, der 
Forderung «d — By = 1. 

Eine parabolische Erzeugende V hatte die Normalgestalt (10) 
§$. 924, wo wir jedoch statt € gleich wieder die Ecke « des ,,FB“ 
eingesetzt denken. Zur Umrechnung auf homogene Gestalt ad- 
diere man in (10) S. 924 erstlich “rechts und links (¢ — &)7}, 
unter ¢’ irgendeine yon « verschiedene Stelle verstanden, and 
multipliziere sodann mit (¢ — «’); es folgt: 


oo gas 
—— ee Gar 


Man wolle nun die homogenen Variabelen & > S sowie tf , f,' ein- 
fithren und spalte auch ¢ und @ in g:é, und ¢,': 8; dabei 
mége é,’ willkirlich gewihlt sein, sodann aber: 


& = & 7 (@ —&) 
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gesetzt werden, wihrend weiter ¢, = ¢. und ¢,’ =<,’ gilt. Unsere 
Substitution V nimmt dann nimlich die héchst einfache Form an: 


(Se) _ G8) 
2) 2) 


tials 
und wir mitissen sie in die homogene Substitution U: 


(4) Cs =—Gedt+Ee), Cre—=— Ge) 


spalten, wenn wir der Forderung wd — By = 1 geniigen wollen. 

Wir verstehen nun unter 9,(&,&) eine homogene analy- 
tische Funktion der Dimension d von £,, &, welche im Bereiche 
des Netzes N erkldrt sein soll, daselbst ,in der Umgebung jeder 
Stelle eindeutig“ set und gegeniiber den Substitutionen der homo- 
genen Gruppe ein gleich noch niher festzustellendes Verhalten zeige. 

Die Forderung der Eindeutigkeit in der Umgebung jeder 
Stelle des Netzes N prdzisieren wir noch genauer, indem wir 
festsetzen, welche Reihenentwicklungen fiir ,(&, &) gelten 
sollen. Ist ¢ zunachst eine beliebige, jedoch von einer festen 
Hecke eines Bereiches des Netzes N verschiedene Stelle von JN, 
so benutzen wir wie S. 960 die EntwicklungsgréBe t = § — £). 
Mit irgendeiner von §, verschiedenen Stelle <= ¢,: ¢ bilden 
wir den homogenen Ausdruck erster Dimension (£,«), welcher 
im Produkte (¢, «)~?@,(&, &) eine nur noch vom Quotienten £ 
abhingende Funktion liefert. Indem wir fiir diese eine in der 
Umgebung von §, konvergente Entwicklung wie in (1) S. 960 
mit nicht-verschwindendem a) und ganzzahligem m fordern, ent- 


springt fiir »4(&, &): 
(5) Waly &) = (& €)2 & (ag + at + ant? +--+). 


Ist mZ 0, so hat o,(&, &) an der Stelle & einen Nullpunkt 
m'** Ordnung bzw. Pol (— m)*** Ordnung, je nachdem m > 0 
oder m < O zutrifft. 

Bei einer elliptischen Ecke ¢ benutzen wir die Entwick- 
lungsgréBe (vgl. (2) S. 960): 


Pay 
cf) t=(e5)> 
wo wie in (3) die Stelle e’ den zweiten Fixpunkt der Erzeugenden 


darstellt. Das Produkt (£, «’)-*9,(&, &), welches vom Quo- 
tienten ¢ allein abhingt, wird sich, wenn wir auch etwa o,(§, 6) 
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gegentiber U als invariant voraussetzen sollten, zufolge (3) um 
eine multiplikative Hinheitswurzel andern. Dieser Sachlage fol- 
gend gelangen wir zu einer sich spiter als zweckmiéBig erwei- 
senden Verallgemeinerung, wenn wir vom Produkte 


(6, &)-* wa(&s &) 


verlangen, daB es sich bet Ausiibung von U (eimmaligem Umlauf 
um t= 0) bis auf eine multiplikative 1” Wurzel der Einheit re- 
produziert. In der Umgebung der fraglichen Ecke gilt dann: 


(7) pals &) = (6, &)@t? (ag + at + a,2+---), 


wo m ganzzahlig und a, nicht gleich O ist. Gilt m2 0, so 
haben wir gegeniiber den bisherigen Funktionen o(£) die Neue- 
rung, daB o,(f,, &) ,,im FB“ einen Nullpunkt gebrochener Ord- 


ter 
nung + bzw. einen Pol (- 7) Ordnung hat. In ¢€ selbst 


1 
aber ist zufolge (6) die Wurzel t’ und damit (€, «)-*9,(&, &) 
bei ¢ eindeutig, womit wir die Forderung der Eindeutigkeit in 
der Umgebung dieser Stelle prizisiert haben. 
Fiir eine parabolische Ecke ¢ (vgl. (2) S. 960) benutzen wir 
im Anschlu8 an die Gestalt (4) der parabolischen Erzeugenden U 


die EntwicklungsgréBe: 


(8) t= etn 


Zum Zwecke eines méglichst engen Anschlusses an (7) wahlen 
wir alsdann eine positive ganze Zahl 7 willkiirlich es fordern, 
daB sich das allein von ¢ abhingende Produkt (€, «)-79,(&, &) 
bei Ausiibung der Erzeugenden u (einmaligem Umlauf um ¢ = 
wieder bis auf eime multiplikative 1” Einheitswurzel mee 
Dies kommt zum Ausdruck durch die Entwicklung: 


(9) pai, &) a noe 5)" t* (ay Se A, t? + ey. ). 


Wir halten an der Sprechweise fest, »,(£,, &) habe fir m 20 
ter 
yim FB“ einen Nullpunkt (7) bzw. einen Pol (— ss Ord- 


nung, indem wir dabei vom logarithmischen Null- bzw. Un- 
stetigkeitspunkt des Faktors (¢,«)¢ in der fraglichen Bereichecke 
absehen. 
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Ist d, was keineswegs ausgeschlossen sein soll, eine ge- 
brochene Zahl, so bedarf es, falls wir eine Substitution U der 
homogenen Gruppe auf o,({&,%&) austiben, einer Festsetzung 
tiber den Weg, den wir vom Wertepaare ¢,, & zum Aquivalenten 
Paare ¢,’, &’ beschreiben. Ohne hierauf genauer einzugehen, 
setzen wir im Anschlu8 an die bisher schon aufgetretenen multi- 
plikativen Einheitswurzeln fest, da sich o,(&, &) gegeniiber 
einer Substitution der homogenen Gruppe I allgemein bis auf 
eine multiplikative Konstante reproduziert. Nach Analogie einer 
Sprechweise der Invariantentheorie nennen wir mit Klein die 
so gedachte Funktion 9,(%,&) eime zur Gruppe I gehorende 
,automorphe Form‘. Die Berechtigung der Hinfiihrung dieser 
Formen mége dann zunichst aus folgendem unmittelbar ein- 
leuchtenden Satze hervorgehen: Zwei verschiedene automorphe 
Formen gleicher Dimension d, welche gegeniiber der einzelnen 
Substitution U von I’ stets denselben Faktor annehmen, liefern als 
Quotienten eine automorphe Funktion von I (vgl. ,,Aut. 2, 66 ff.). 


§ 16. Der DifferentiationsprozeB und die Hauptformen 
im Falle des Geschlechtes p= 0. 


Durch Differentiation der Gleichung £ = {,: & ergibt sich: 
(1) — &'do = fd, — db, = (6, af). 


Diese symbolisch durch (£,d£) bezeichnete ,,Differentialform“ 
zweiter Dimension ist gegeniiber den homogenen Substitutionen U 
wegen «0 — By = 1 absolut mvariant: 


(2) (5, 46’) = (, 48), 


da sich die. Differentiale df,, df wie die ¢,, 6, substituieren. 
Ist nun g(£) irgendeine automorphe Funktion unseres ,,FB“, so 
gehéren zu quivalenten d£, dé’ gleiche Differentiale von (). 
Wir gewimnen demnach im: 


< dg () “1 dg (§) 
(3) | 9-2(bs&) = Gay = — Ei ae 


= 


eine automorphe Form (— 2)** Dimension des ,,FB“, welche 
gegeniiber allen U absolut invariant ist. Wir sagen, die Form 


P_2 (5 9) 
entsteht aus o(£) durch den ,,Differentiationsprozep". 
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Hat der ,,FB“ das Geschlecht p = 0, und ist @(§) eine 
Hauptfunktion (s. S. 966), so nennen wir g_.(&,&) eine 
,,Hauptform’. Zufolge der rechten Seite von (3) ist die Haupt- 
form g_9(&,&) im ganzen ,,FB“ endlich und von 0 ver- 
schieden, abgesehen von dem einen Pole (erster Ordnung) der 
Hauptfunktion sowie von den festen Ecken des ,,FB“, weil in 
letzteren die Konformitét der Abbildung der €-Ebene auf die 
Ebene der Hauptfunktion z= q({) EinbuBe erleidet. Indem 
man die Reihenentwicklungen (1) 8.960 der Hauptfunktion (£) 
heranzieht, stellt man leicht fest: Die Hauptform _.(&, &) 
hat im ,,FB“ einen Pol 2. Ordnung, welcher mit dem Pole von 
(f) zusammenfiillt, und besitet in der einzelnen festen Ecke des 


Winkels a einen Nullpunkt der Ordnung (1 —_ +) wober der 


Fall parabolischer Ecken mit 1 = co eingeschlossen ist. 


§ 17. Die Prim- und Grundformen im Falle 
des Geschlechtes p= 0. 


Hat der eben betrachtete ,FB“ des Geschlechtes p = 0 im 
ganzen » feste Ecken, so mége die ausgewahlte Hauptfunktion 
z= (€) im denselben die Werte z = ¢,, &,..., €, annehmen.') 


Der Winkel in der Ecke ¢, sei = 
Se 


parabolischen Falle gilt. Nach dem SchluBsatz von § 16 ist 


, wo wieder J, = oO im 


(1) Pualers ba) [l¢ — pion 


auch in den festen Ecken des ,,FB“ endlich und von 0 ver- 
schieden. Um das Verhalten des Produktes (1) im Pole der 
Hauptfunktion z anzugeben, bilden wir die Summe: 


mB) 


deren doppelt genommenen reziproken Wert wir somit v nennen 
wollen. Das Produkt (1) hat im Pole von zg einen Pol der Ord- 


1) Wir denken die Hauptfunktion z so gewihlt, daB diese Werte 
alle endlich sind. 


§ 17. Die Prim- und Grundformen fiir p= 0. 975 


2\e 
— =); je nach- 
Vv 
dem v > 0 oder < 0 ist; sollte indessen die Summe (2) ver- 
schwinden und also vy = © sein, so ist das Produkt (1) im 
Pole von (£) endlich und von 0 verschieden. 
SchlieBen wir den Fall v = oo zuniichst aus, so wird: 


; 2 
nung (>) bzw. einen Nullpunkt der Ordnung ( 


v 


val Oe 


(3) {y-s (Gee I] Ge a | 


eimme in der Umgebung jeder Stelle des Netzes N eindeutige auto- 
morphe Form der Dimension v, welche im ,,FB“ dberall endlich 
und abgesehen von dem einen Nullpunkte erster Ordnung im Pole 
vOn Z= o(f) auch allenthalben im ,FB“ von O verschieden ist. 
Kine Form dieser Art nennt man eine ,,Primform“; die in (3) 
hergestellte Primform mige 4,({,, &) heiBen. Das Produkt der- 
selben mit der Funktion z(£) = o(&) liefert offenbar wieder eine 
Primform: 


(4) #1 (5 &) = 2(8) - #0(&, &) 


und zwar eine solche, deren Nullpunkt mit dem der Haupt- 
funktion z zusammenfallt. Aus 2, und Z, stellen wir die ,,bindre 
Schar der Primformen“ v®” Dimension unseres ,,F'B“: 


(5) 2, (15 &) + be9(S, So) = (a2 + dD) + (Ss &), 


her, wobet wir durch zweckmdfige Auswahl des ,,Parameters“ a:b 
_ den Nullpunkt der Form (5) an jede beliebige Stelle des ,,FB“ 
bringen kénnen. Um insbesondere den Nullpunkt in die Ecke e, 
zu lagern, spalten wir den Wert e, in e(): c@ und bilden die 
symbolisch durch (z, ¢,) zu bezeichnende Form: 


(6) (2, &) = 2,e2) — ze). 


Im ,,FB“ hat dieselbe an der fraglichen Ecke einen Nullpunkt 
erster Ordnung; dagegen liegt, im Netze N der £- Ebene gemessen, 
falls zunachst eine elliptische Ecke in Betracht kommt, ein Null- 
punkt der Ordnung J, vor. Demnach wird auch noch: 


(7) A(t &) - Vee) 


in der Umgebung der fraglichen Stelle € eindeutig bleiben, und 
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dasselbe gilt von der Form (7) an allen tibrigen Stellen, wo 
(2, ¢,) endlich und von O verschieden ist (vgl. die Reihenent- 
wicklungen nach ¢). Auch auf die parabolischen Ecken dehnen 
wir diesen Ansatz aus; nur werden wir hier nicht 1, = oo 
nehmen, sondern im Anschlu8 an die der Formel (9) 8. 972 
unmittelbar voraufgehende Bemerkung den Wurzelexponenten 1, 
als endliche positive ganze Zahl willkiirlich wahlen. Die so her- 
gestellten n Formen Z,(&,&),++-» Z,(& &) heiBen die ,,Grund- 
formen“ unseres ,,F'B“ vom Geschlechte p = 0. Die offenbar giil- 
tige Gleichung: 


(2) (1) (1) (2) | 

id ee Tipe AC 

zy oe meth OE eo eo a0) 
(2) (1) (1) (2) 

A ee Gt ea 


zeigt, da8 zwischen je drei Grundformen des ,,FB“ die Relation 
besteht: 


(8) (e,,¢,) 2% + (¢,, e)Zi+,,e)Z = 0. 
Im Falle m = 3 lautet die Gleichung (2): 
1 1 1 2 
(9) pa ee ae 


Hier kommen wir zu den in § 9 besprochenen Kreisbogendrei- 
ecken und erkennen aus (2) 8S. 943, daB v >0, = oo oder 
<0 ist, je nachdem ein Netz von Dreiecken erster, zweiter 
oder dritter Art vorliegt. 

Bei den Dreiecken erster Art stellen wir im AnschluB an 
die Tabelle S. 945 die Dimensionen v der Primformen und die- 
jenigen v,, v,,v, der Grundformen tabellarisch zusammen: 


v v, Ve | V5 

_ Diedergruppe..... 0.0... 21 l l 2 
- Tetraedergruppe........ 12 6 4 4 
Oktaedergruppe......... 24 12 8 6 
Ikosaedergruppe ........ 60 30 20 | 12 


Die Bedeutung der Grundformen Z,, Z,, Z, ist hier leicht 
angebbar. Z. B. im Falle der Ikosaedergruppe haben wir auf 


§ 17. Die Prim- und Grundformen fir p = 0. O17 


der ¢-Kugel das in Fig. 16, S. 945 dargestellte regulir-sym- 
metrische Netz. Die Ecke ¢, und ihre dquivalenten Stellen liefern 
_ hier die 30 Halbierungspunkte der Ikosaederkanten, und ebenso 
fiihrt e, zu den 20 Flachenmitten des Ikosaeders, e,; zu den 
12 Ecken desselben. Z, ist somit diejenige rationale ganze 
Form, deren Nullpunkte die Kantenmitten des Ikosaeders sind usw. 
Indem man die Projektion der ¢-Ebene auf die Kugel zweck- 
maéSig vornimmt, gelangt man zu den drei bereits in Kap. II, 
§ 11, 8. 240, genannten Formen: 


Z, = [2 +. 65° + 5292 Goce (6,° — G 
ae 10005 ea eee (G28 + eee) 

Zs, aaa lad ae See + 928 ee ce (ease = 3°) 4.94 ce And, 
Z, = £6 (& Rite a fy &° me bee 


Die zwischen ihnen bestehende Relation (8) hat die a.a. O. 
gleichfalls angegebene Gestalt: 


Z,2 + Z,3— 1728 Z,° = 0. 


In den drei anderen Fallen gelten entsprechende Ergebnisse 
(vgl. Klein, Math. Ann. 9, 183 und ,,Vorlesungen iiber das Ikosa- 
eder“, siehe auch Schwarz, J. f. Math. 75, 323). 

Als Beispiel eines Dreiecks zweiter Art benutzen wir das- 
jenige mit J, 2, 1, = 3, J, 6 und nehmen wie in Fig. 17, 
S. 946 den Grenzpunkt der Gruppe bei € = oo gelegen an. Die 
Gruppe I setzt sich dann aus lauter elliptischen und paraboli- 
schen Substitutionen mit co als Fixpunkt und also mit y = 0 
zusammen (kongruente Verschiebungen der §-Ebene in sich). 
Da aber an elliptischen Substitutionen nur solche der Perioden 
2, 3 oder 6 auftreten kénnen, so haben die homogenen Substitu- 
tionen U der I die Gestalt: 


mi mnt 


Gy =e ee Tap Sa; =e cud $s 


mit ganzzahligen m. 
Aus der zweiten dieser beiden Gleichungen und der abso- 
luten Invarianz der durch den DifferentiationsprozeB zu gewin- 


_nenden Form (3), 8. 973 folgt, daB: 


d 
Ww bo" p_o (Si, b) aa a 
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gegentiber der homogenen I’ bis auf etwaige multiplikative 
sechste Einheitswurzeln invariant ist. Demnach wird die sechste 
Potenz von: 


(10) Gee — 4) ¥(e— a) 8 (e—e)-* 


eine automorphe Funktion unserer Gruppe I’ und also eine ra- 
tionale Funktion von zg sein. Aber diese Funktion wird fir 
keinen Wert z gleich 0 oder gleich oo (vgl. 8.970 ff), sie ist also 
eine Konstante. Wir diirfen £ noch um einen konstanten Fak- 
tor indern und denken diesen so gewahlt, daB der Ausdruck (9) 
mit 1 identisch wird. Umgekehrt folgt hieraus fiir € die Dar- 
stellung als Integral: 


dz 
vk coals = 
eo, Ve—4)* @—4)' @—4) 


Um diese Gleichung, auf deren rechter Seite ein im ,,FB* 
tiberall endliches Integral steht, zu verstehen, beachte man, daB 
die parabolischen Substitutionen unserer I" fiir sich eine Unter- 
gruppe bilden, Hierbei handelt es sich um eine Gruppe der in 
§ 6 besprochenen Art mit einem die €-Ebene bedeckenden Par- 
allelogrammnetze. In Fig. 17, 8. 946, lagere man um eine 
Ecke e, sechs Dreiecke zu einem gréBeren gleichseitigen Drei- 
ecke zusammen und fiige lings einer Seite ein ebensolches Drei- 
eck an; so entsteht ein Ausgangsparallelogramm der fraglichen 
Untergruppe, wobei die Gegenseiten dieses ,,DB“ einander zu- 
geordnet sind. Es liegt das Geschlecht p=1 vor, und in (10) 
haben wir das zugehdrige Integral erster Gattung. 

In den beiden anderen Fallen von Dreiecken zweiter Art 
gelten analoge Betrachtungen. 

Bei den unendlich vielen Fallen yon Dreiecken dritter Art 
sind die Dimensionen der Prim- und Grundformen negativ. 
Ganzzahlige Dimensionen liegen nur in wenigen Fallen vor, die 
in ,,Aut.“ 2, 81ff. zusammengestellt sind. Daselbst ist auch 
festgestellt, welche Faktoren die Grundformen gegeniiber den 
homogenen U annehmen. Es zeigt sich, daB nur in zwei Fallen, 
niimlich fir ly = 2, 1, = 3, lj = 7 und 1, = 2, ly = 3, 1 = © die 
Grundformen durchweg absolut invariant sind. Fir die Dimen- 
sionen v, 71,3, v3 gilt in diesen beiden besonderen Fallen: 


(5 Ue, Us) | rae | = Py | — Vo | =, 


(2, 3, 7) 84 42 28 12 
(2, 3, Oo) 
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Fiir die parabolische Ecke e, des zweiten Falles ist der 
bei Herstellung der Grundform Z, frei wihlbare Wurzelexpo- 
pent J; = 1 gesetzt. Wie aus dem an Formel (5) angeschlossenen 
Satze folgt, erzielt man hierdurch eine Grundform, welche im 
»B“ an der fraglichen Ecke einen Nullpunkt erster Ordnung hat. 

Der Fall 1, = 2, 1,= 3, 1, = co lieferte uns die Modul- 
gruppe, die in § 10 betrachtet wurde. Legen wir das Dreieck 
in Gestalt der Fig. 21, S. 951, zugrunde, so wird es am Platze 
sein, die Bezeichnung  statt ¢ aufzunehmen und fiir &, § ent- 
sprechend ,, @, zu schreiben. Die zugehdrigen Funktionen (a) 
und Formen q(@, 6. ) nennen wir ,,Modulfunktionen~ und ,,Mo- 
dulformen“. Wollen wir bei der Durchfiihrung der vorstehenden 
Ansiitze die Modulfunktion J() als Hauptfunktion zugrunde legen, 
so wird etwas hinderlich, daB entgegen unserer allgemeinen An- 
nahme der Pol dieser Funktion in der dritten Ecke e, des ,,FB“ 
(Ecke w = %00 des Doppeldreiecks der Fig. 22, S. 954) liegt. 
Doch stellt man leicht fest, daB wir hier die Grundformen in 
der Gestalt: 


(12) (can) sy leash P a= J)? 
dJ(a) \6 1 
as) dt(1——J)* 


ansetzen kénnen. Wir kommen auf diese drei Modulformen der 
Dimensionen — 4, — 6 und — 12 im ibernachsten Paragraphen 
zuriick. 

Weiteres tiber automorphe Formen findet man in ,,Aut.“ 2, 
81ff.; tiber das erste Auftreten der Grundformen bei den Drei- 
ecken dritter Art vgl. Halphen, C. R., 92 (1881). 


§ 18. Die Poincaréschen Reihen. 


In § 12 wurde die Existenz automorpher Funktionen im 
Anschlu8 an Klein mittels Schwarz-Neumannscher Methoden 
bewiesen. Poincaré ist zum gleichen Ziele in seinen grund- 


legenden Arbeiten (Acta math. 1,193 und 3, 49 (1882ff)) in 
der Art gelangt, daB er in € unmittelbar konvergente Reihen 


| 


aufbaute und aus ihnen die automorphen Funktionen herstellte. 

Poincaré selbst bezeichnet diese Reihen im Anschlu8 an seine 

Gruppenterminologie als ,,Fuchssche und ,,Kleinsche“ Theta- 

reihen. Indessen ist die Aufstellung der fraglichen Reihen eine 
62* 
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originale Leistung Poincarés, so daB es gerecht erscheint, die 
Benennung der Reihen an seinen Namen zu kniipfen. 

Es sei eine unserer homogenen Gruppen I vorgelegt, deren 
Substitutionen U in irgendeine Reihenfolge gebracht seien. Die 
k* unter ibnen sei: 


(1) £0 = 0,5, + BySe, £, = 7,5 + 0,8. 


Unter H,(£,, &) verstehen wir eine rationale Form (homogene 
Funktion) der (ganzzahligen) Dimension d und bilden mittels H, 
die auf alle Substitutionen der homogenen J’ bezogene Reihe: 


(2) E> HG &) PACKS + BS, 7x5. + 8.6), 
D r 


die als ,,Poincarésche Reihe“ bezeichnet werden soll. Falls diese 
Reihe im Innern des Netzes N absolut und gleichmaéBig kon- 
vergent ist und bei Anniherung an eine etwaige parabolische 
Spitze das Verhalten einer automorphen Form zeigt (vgl. S. 971 ff.), 
so folgt aus der Gruppeneigenschaft der Substitutionen (1), dag 
die Reihensumme eine eindeutige automorphe Form unserer I" 
liefert. 

Poincaré hat die Konvergenzuntersuchung seiner Reihen 
nach zwei verschiedenen Methoden durchgefiihrt, welche mit 
geometrischen Erwagungen arbeiten und tibrigens von der Voraus- 
setzung ausgehen, das kein Pol der rationalen Form H, in 
eimen Grenzpunkt von I fillt. Es zeigt sich, daB die gewiinschte 
Konvergenz fiir alle Dimensionen d << — 3 besteht und in jedem 
parabolischen Zipfel des ,,FB“ das erforderliche Verhalten zutrifft. 
Hierbei stellt sich insbesondere noch heraus, da die durch (2) 
dargestellte Form in jedem parabolischen Zipfel des ,,FB“ einen 
Nullpunkt hat. Man vgl. neben Poincaré a. a. 0. die Darstel- 
lung in ,,Aut.“,2, 138 ff. 

Poincaré selbst arbeitet tibrigens nicht mit homogenen Funk- 
tionen von §, &. Setzen wir das vom Quotienten € allein ab- 
haéngende Produkt von &~* und H,(&,&) gleich H(§) und 
wahlen tberdies d als negative gerade Dimension — 2m, so 
geht die Reihe (2) iiber in: 


DH ca) Caen 
k 


Die hier mit §~?”" multiplizierte Reihe stellt Poincaré als 
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»Thetareihe« 6(€) an die Spitze; ihr Verhalten gegeniiber der 
Substitution V, der I’ bestimmt sich so: 


a, 
O(a) = (ib + a). 6). 
Die Analogie zum Verhalten der Jacobischen Thetafunktionen 
(vgl. Kap. XVI, § 1) ist fiir die Benennung maBgeblich gewesen. 

Die homogene Darstellung der Poincaréschen Reihen ist 
von Ritter (Math. Ann. 41, 1 (1892)) im AnschluB an Vor- 
lesungen von Klein durchgefiihrt. Dabei werden die Reihen l. c. 
so verallgemeinert, daB sie zur Darstellung eimdeutiger auto- 
morpher Formen, welche sich gegeniiber den homogenen U bis 
auf konstante Faktoren reproduzieren (vgl. 8.972), geeignet sind. 
Hei®t der zur Substitution (1) gehérende Faktor u,, so hat man 
an Stelle der Reihe (1) einfach: 


(3) Dr 7H, (8, &2) 


k 


zu benutzen. Sind die Faktoren mw, durchweg Zahlen des abso- 
luten Betrages 1 (vgl. S. 972), so gelten die Poincaréschen Kon- 
vergenzbetrachtungen fiir die Reihen (3) ohne weiteres mit. 
Die Poincaréschen Reihen (— 2)** Dimension sind nicht 
mehr absolut konvergent, falls das Netz N eine oder unendlich 
viele Grenzkurven hat (,,Awt.“ 2,153). Dagegen geht aus Unter- 
suchungen von Schottky (J. f. Math. 101, 227 (1887)) ttber 
Produktentwicklungen bei gewissen Gruppen mit isoliert liegenden 
Grenzpunkten hervor, daB bei ihnen auch die Reihen (— 2)*” 
Dimension absolut und gleichmifig konvergieren (,,Aut.“ 2, 161). 
Die absolute und gleichmdBige Konvergenz der Poincar éschen 
Reihen (— 2)" Dimension fir alle Hauptkreisgruppen mit iso- 
liert liegenden Grenzpunkten zeigten Burnside (Lond. M. S. 


Proc. 23 (1891)) und Ritter (Math. Ann. 41, 1, § 7 (1892)). 


Findet fiir die ganzzahlige negative Dimension d Kon- 
vergenz der Reihen (3) statt, so entsteht die Frage, ob eine 
beliebig vorgelegte automorphe Form dieser Dimension 9,(&, &), 
deren Multiplikatoren m, durchweg den absoluten Betrag 1 
haben, und die in etwaigen parabolischen Spitzen des ,,FB“ ver- 
schwindet, in Gestalt einer Reihe (3) darstellbar ist. Um hierauf 
zu antworten, baut man zuvorderst ,,einpolige~ Reihen auf, d. h. 
| Reihen, die an einer vorgeschriebenen Stelle des ,,FB“ einen Pol 


| erster Ordnung haben. Hat das Netz eine oder unendlich viele 
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Grenzkurven, so wihlt man H,(&, £) so, daB ein Nullpunkt 
des Nenners dieser rationalen Form an die vorgeschriebene Stelle 
des ,,FB“ fallt, wahrend die tibrigen Nullpunkte auBerhalb NV 
liegen. Bedeckt das Netz N (bis auf die Grenzpunkte) die 
ganze ¢-Ebene, so wihlt man den ersten Nullpunkt wie soeben, 
die iibrigen aber in dquivalenten Stellen des Netzes N. Durch 
richtige Auswahl des Zaihlers von H, kann man bewirken, daB 
sich die von diesen tibrigen Nullstellen des Nenners herrtihrenden 
Pole einzelner Glieder in (3) bei der Summierung gegenseitig 
gerade aufheben (cf. ,,Auwt.“ 2, 178ff.). Auch die Herstellung von 
Reihen mit je einem Pole héherer Ordnung im ,,FB“ wird in 
ahnlicher Weise vollzogen. Man kann demnach auch ein Ag- 
gregat von Reihen und also (durch Summierung der auf das 
einzelne k bezogene Glieder) eine einzige Reihe herstellen, wel- 
ches genau so unendlich wird wie die vorgelegte Form ,(&, &), 
und welches somit von 


Pa Ke ey) 


abgezogen als Differenz eine ,,polfreie“ Form liefert. Die Unter- 
suchung ist damit auf die Frage reduziert, ob jede polfreie Form 
94(6, &) durch eine Poincarésche Reihe darstellbar ist. 

Nun ist zwar der Ansatz polfreier Poincaréscher Reihen 
nach den soeben bei den einpoligen Reihen genannten Prin- 
zipien nicht schwierig. Aber es tritt hier die Méglichkeit ein, 
daB die einzelne so angesetzte Reihe eine identisch verschwin- 
dende Summe (3) liefert. Wie man nach Poincaré die hierin 
liegende Schwierigkeit tiberwindet, sehe man bei Poincaré 
a.a. QO. oder Ritter a.a.O. oder in ,,Awt.« 2, 186ff. nach. Es 
besteht der Satz, daf bei den czuldssigen Dimensionen d jede ein- 
deutige automorphe Form mit Nullpunkten in den parabolischen 
Spitzen und mit Multiplikatoren w, vom absoluten Betrage 1 auch 
wirklich durch eine Poincarésche Reihe darstellbar ist. 


§ 19. Analytische Darstellungen der Modulformen. 


Eine doppeltperiodische oder elliptische Funktion des kom- 
plexen Argumentes w habe die beiden ,,primitiven Perioden“ o,, 
o, (s. Kap. XVI, § 5, wo 2a, 2o statt o,, a, geschrieben ist). 
Sind a, 6, y,0 ganze Zahlen, so hat sie auch die Perioden: 
(1) @, = «0 + Bog, @, = ya, + dap. 


Ist tiberdies «d — By = 1, so bilden auch o,',@,' ein Paar 
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primitiver Perioden, insofern sich die urspriinglichen ,, w, ihrer- 
seits wieder ganzzahlig durch @,’, a,’ ausdriicken. Der Ubergang 
VON 1, @, Zu allen Paaren primitiver Perioden (1) geschieht 
durch die gesamten homogenen Substitutionen der Modulgruppe 
(vgl. § 10). 

Die von WeierstraB mit ya(w|m,, @,) und @’(u|a,, @,) be- 
zeichneten, auch schon bei Hisenstein (J. f. Math. 35 (1847)) 
auftretenden Funktionen kann man durch die absolut und gleich- 
miBig konvergenten Reihen geben: 


1 YA 
(2) e (ule, 0) = 3+) (gaa mop 


1 
(m, @, Ms o,)? : 
1 


(3) 9" (uw | 1, 2) = — Le —m, @, — m, @,)°? 


wo sich die Summen auf alle Paare ganzer Zahlen m,, m, be- 
ziehen, jedoch unter AusschluB der Kombination m, = 0, m, = 0 
in (2), was hier und weiterhin durch einen Index am Summen- 
zeichen angedeutet sein soll (vgl. Kap. XVI, § 7). Setzt man in 
(2) und (3) an Stelle der w,, , irgendein Paar primitiver 
Perioden (1) ein, so tritt nur eine Umordnung der Glieder ein: 
Die WeierstraBschen Funktionen sind homogene Funktionen (— 2)" 
und (— 3)” Dimension der Argumente u, @,, 0, die gegeniiber 
den Substitutionen der Modulgruppe das Verhalten von Modul- 
formen zeigen: 


go (u | a0, + Bo, yo, + da@,) = g(u | @y, Wy), 


und entsprechend fiir ¢’(w). 

Um eigentliche Modulformen zu gewinnen, entwickeln wir 
die Reihe (2) in eine in der Umgebung von wu = 0 feral 
Potenzreihe um: 


3 i 1 
pW sate! > eapmar 
1 
Bey “ae a, + m, w,)® c 


Andererseits lautet die Reihenentwicklung der g-Funktion bei 
WeierstraB (vgl. Kap. XVI, § 7): 


(4) pW) —atang@ tga t 
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Durch Vergleich beider Reihen findet man fiir die beiden Gréfen ge 
und gz, welche als allein von w,, , abhiingig unmittelbar Mo- 
dulformen sind, die Darstellungen: 


( 1 
(6) le) = 0 Deira may 


¥ a 
(6) 9s(» @) = 140 >) Game? 


welche im Innern der positiven w-Halbebene (s. Fig. 21, 8. 951) 
konvergieren. 

Fiir Potenzreihenentwicklungen der Modulformen in der Um- 
gebung der bei w =i oo gelegenen Ecke des ,,FB“ (s. Fig. 22, 
S. 954) haben wir nach (8) S. 972 die EntwicklungsgréBe 
t = e?'™” zu benutzen. Dieselbe ist das Quadrat der von Ja- 
cobi benutzten EntwicklungsgréBe g = e7*”, die wir spiter 
doch gebrauchen miissen und also schon hier einfiihren. Fir 
die Ableitung g’(w) von g(w) gilt (vgl. Kap. XVI, § 7, S. 805): 


mu 


ctg — ) 
i nm \3 Q, 162° m*g?m , 2Qmnu 
eu) = — 2(F) é ra Or ; 
Of Se cs 


@s 


Hieraus berechnet man: 


("$e E) +9) Sees 


wr 120 16 P14 6 14 6 m?® q?™ 
CO Eh sna Te0 (ag) EE Se ee 
m=1 


wo links die Werte der eingeklammerten Funktionen fir u = 0 
gemeint sind. Berechnet man diese aus (4), so folgt: Die Mo- 
dulformen g, und gz gestatten die fiir |q|< 1, d. h. im Innern 
der positiven w-Halbebene konvergenten Darstellungen: 


a= (c) lis + 20>; eel 


co 
= (= 7 1 7 m® g?m 
Is = =) O16) ay ae 


m=1 


(7) 
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aus denen man Reihen nach ansteigenden Potenzen von gq leicht 
herstellt. 

Modulformen (— 4)*™ und (— 6)'** Dimension, die gegen- 
tiber allen Substitutionen der Gruppe invariant waren, hatten 
wir auch in (12) 8. 979 gewonnen. Beriicksichtigen wir, daB 
J(w) im parabolischen Zipfel des ,,FB“ einen Pol erster Ord- 
nung hat und also daselbst die Darstellung zulaBt: 


J (w) eee a ee Ay + a,e? #2 4 Wend 


so berechnet man aus (12), 8. 979 leicht, daB jene beiden ersten 
daselbst angegebenen Formen im parabolischen Zipfel endlich 
bleiben, und zwar die Werte: 


47? 8x5 


annehmen, Die erste Form (12), 8. 979 hat im ,,FB“ einen 
Nullpunkt der Ordnung 4 in der Ecke bei wm =o (s. Fig. 21, 
S. 951) und ist sonst tiberall endlich und von 0 verschieden. 


Die Form ge(@;, 0) ist gleichfalls tiberall endlich und hat zu- 
4 
folge (7) im parabolischen Zipfel den Wert (=) . a Teilt 


2/ 


man g, durch jene Modulform, so hingt der Quotient nur noch 
von w ab und ist gegeniiber I’ invariant. Derselbe stellt also, 
sofern er nicht mit einer Konstanten identisch ist, eine Modul- 
funktion und also eine rationale Funktion yon J dar. Aber 
diese Funktion wiirde nur einen bei o =o (und also J = 0) 
gelegenen Pol im ,,FB“ aufweisen, dessen Ordnung < 4 sein 
mtiBte. Da dies unméglich ist, muB unser Quotient konstant 
sein; seinen Wert bestimmt man aus den Werten von Zihler 
und Nenner im parabolischen Zipfel. Durch Ausdehnung der 
gleichen Uberlegung auf g, und die zweite Form (12) 8. 979 
ergibt sich: Die oben durch den DifferentiationsprozeB gewonnenen 
beiden ersten Modulformen (12) 8. 979 sind bis auf konstante 
Faktoren mit den Moduiformen 92, g3 wdentisch, und zwar gilt: 


dt \2 
(9) Jay 2) = (Gam) Cae 

dt \8 xi 
(10) 93 (0; @g) Fee aa 27J7(1— J) : 


Fiir die Modulform (— 12)** Dimension: 
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(11) A(o,, @z) = 9° — 279," 
berechnet man aus (9) und (10): 

12 ee 
( ) A(o,, 02) om (Gam) 27J*(1 — J)® 


Hier steht abgesehen von einem konstanten Faktor rechts die 
dritte Form (12), S. 979, die im ,FB“ einen einfachen Null- 
punkt an der parabolischen Ecke hat.) Die Modulform 4(o,, @,) 
besitzt die fiir |q|<1, d. h. im Innern der positiven w-Halb- 
ebene konvergente Produktentwicklung: 


(13) A (1, @.) = G2)" g [[o — ny, 


Wegen der etwas umstindlicheren Ableitung dieser Gleichung 
aus den Grundformeln der Theorie der elliptischen Funktionen 
vgl. man Hurwitz, Math. Ann. 18, 551 (1881), oder ,,Mod.“ 
Aei53: 

Als Darstellung der Hawuptfunktion J(@) in den Modul- 
formen G2, 93, 4 resultiert aus (9)ff.: 


(14) J23(F —A)t l= gf: 24.9," +4. 


Aus (7) und (13) gewinnt man als Anfangsglieder der 
Potenzreihe von J() in der EntwicklungsgréBe q: 


(15) To) = fer? +B + gt 


Diese Reihe ist fiir |g|< 1 konvergent; die durch |q| = 1 ge- 
gebene Peripherie des Konvergenzkreises in der g-Ebene ent- 
spricht der reellen w-Achse und stellt also bereits die ,,natir- 
liche Grenze“ der Funktion J dar. 

Die analytischen Darstellungen der Modulformen und Mo- 
dulfunktionen sind vorstehend aus den Formeln der Theorie der 


1) Fir die zwischen @(u) und o’(u) bestehende Relation (vel. 
ee p(w) und 9’ (u) (vg 
@ (u)? = 4 9(u)°— 9, 9(u) — gs 
ist 4 die ,,Diskriminante“ der rechter Hand stehenden ganzen Funk- 
tion dritten Grades, womit die Bezeichnung 4 ihre Begrtindung findet. 
Das Verschwinden von 4 zieht Ausartung der elliptischen Funktionen 


in trigonometrische nach sich; hierfiir ist also J = oo oder @ =100 
charakteristisch. 
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elliptischen Funktionen entnommen. Neben dem Legendre-Jaco- 
bischen ,,Jntegralmodul“ kann man in dieser Theorie den Perioden- 
quotienten o als ,,Modul< des einzelnen ,,elliptischen Gebildes“ 
benutzen. Die Invarianten des zugrunde liegenden ,,algebraischen 
Gebildes“ werden dann in Abhingigkeit von m Funktionen des 
Moduls oder ,,Modulfunktionen“, genauer ,,elliptische Modulfunk- 
tionen“. Gebraucht ist diese Benennung zuerst von Dedekind 
(vgl. e f. Math. 83, 265 (1877) und Riemanns Werke, 1. Aufl, 
8. 438). 


§ 20. Die Kongruenzuntergruppen der Modulgruppe. 
Zwei Substitutionen V = (@ |) und Y= ( ‘) der ur- 
7,9 y, 0 
spriinglichen (nicht homogenen) Modulgruppe I’ sollen nach 
dem ganzzahligen positiven Zahlmodul  ,,kongruent“ heiBen: 
V'= J, (mod. m), falls die vier Kongruenzen: 


QQ) =4+e, P=+8, y=+t7, T=+t6, (mod. n) 
bei gleichzeitiger Giiltigkeit entweder der oberen oder der un- 
teren Zeichen zutreffen. Sind insbesondere V und V’ mit der 
identischen Substitution 1 kongruent, so folgt aus (6) S. 916, 
da8 auch V- V’=1, (mod. ) ist: Alle mit der identischen Sub- 
stitution mod. n kongruenten Substitutionen von I" bilden eine 
Untergruppe, welche als ,,Hauptkongruenzgruppe n®” Stufe“ be- 
zeichnet wird. Der Index dieser Untergruppe werde u(n) oder 
kurz w genannt, diese selbst I’,. 

Ist V’= 1, (mod. m) und V beliebig, so ergibt sich aus 
(6) S. 916, daB V’ V wie auch VV’ mit V kongruent ist. Weiter 
ist V-1- V’V mit V-!. V =1 kongruent und also wieder in I’, 
enthalten sein. Fir I, gilt V-'T',V=T',, wo V eine beliebige 
Substitution von I” ist: Die Hauptkongruenzgruppe I, ast ewe 
ausgezeichnete Untergruppe von I’. 

Behalten wir V und YV’ in der gleichen Bedeutung bei, 
und ist V” irgendeine mit V kongruente Substitution von I, 
so folgt wieder aus (6) S. 916, daB V’ V-*=1, (mod. m) ist. 
Setzen wir also V’ V-'= V’, so folgt V’= V’V. Es ist so- 
mit V’V nicht nur stets = V, (mod. m), sondern wir gewinnen, 
wenn wir V’ im Produkte V’V die ganze I", durchlaufen lassen, 
alle mit V kongruenten Substitutionen und offenbar jede ein- 
mal. Verstehen wir demnach unter Vy=1, Vy, Va,---) Vuis 
ein System modulo n inkongruenter Substitutionen von I’, so ge- 
stattet I" die Zerlegung: 
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(2) Ps lyt DyVit Vas Obes: 


Der Index w unserer Untergruppe ist gleich der Anzahl modulo 
n inkongruenter Substitutionen und damit gleich der Anzahl in- 
kongruenter ganzzahliger Lisungen der Kongruenz: 


ad — By =1, (mod. n), 


wobvei zwei Lésungen, die durch gleichzeitige Zeichenwechsel der 
vier ganzen Zahlen a, B, y, 0 imeinander wbergehen, als mcht 
verschieden gelten.*) 

Ist m = 2, so haben wir sechs inkongruente Lisungen von 
(2), die wir gleich in der Gestalt: 


ee fe A (Ce) ae ioe) te fa 

O17 SOF iNET Et Ore 

zusammenstellen. Auch fiir eine ungerade Primzahl » ist die 
Anzahl u(m) leicht abzuzihlen. Die beiden Zahlen a und 6 
diirfen nicht zugleich =O sein, sind aber tibrigens beliebig 
wihlbar, so da8S wir (m?— 1) Restepaare «, 8 haben. Ist beim 
einzelnen Paare a nicht =O, so kann y unter den m Resten 
willkiirlich gewa&hlt werden, worauf 0d aus ad =1 + By be- 
stimmt ist. Haben wir aber « = 0, so bleibt 0 willkiirlich, und 
fir y gilt y=— 6-'. Bei jedem Restepaare a, 8 haben wir 


somit » inkongruente Lésungen von (2). Die gesamten m (m?— 1) 
Lésungen sind aber zu je zwei als identisch anzusehen, da 


a, B,y,0 und 00 aaa 


nicht als verschieden gelten sollten. Im Falle einer ungeraden 
Primzahl n ist der Index w(n) der Hauptkongruenzgruppe ge- 
geben durch: 


(3) u(n) = = n(n? — 1) = = (1 = =) . 


Im Falle einer beliebigen zusammengesetzten Zahl ist die 
Bestimmung von «(m) etwas umstindlicher (vgl. Jordan, ,,Traité 
des substitutions etc.“, S. 93 (Paris, 1870) oder ,,Mod.“ 1, 396). 
Ist m > 2, so zerlege man m in seine Primfaktoren: 


: 1) Der Angabe des Textes liegt der Satz zugrunde, daB zu 
Jedem die Kongruenz (2) befriedigenden Quadrupel «, B, y, auch 
wirklich kongruente Substitutionen V existieren, was nicht schwer 
zu zeigen ist. 
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=p pop. hee 
Der Index u(n) der Hauptkongruenzgruppe n” Stufe ist dann 
gegeben durch: 


(4) am) = 48 (1— 4) (1-3) (1-4). 


pi p3 p38 


Sehen wir modulo » kongruente Substitutionen als nicht 
verschieden an, so reduziert sich die gesamte Modulgruppe I” 
auf die m verschiedenen Substitutionen 1, V,, Vo,..., pier 
Die Kombination von zweien unter ihnen V,- V, ist mit einer 
bestimmten unter ihnen V, kongruent: V;V,= V,, (mod. m). 
In diesem Sinne bilden die 1, V,, V,,..., V,_, wieder eine 
Gruppe, die wir G,, nennen Relen: Die Aodugupee IT redu- 
ziert sich modulo n “auf die Gruppe G,, endlicher Ordnung « der 


inkongruenten Substitutionen 1, V,, Ve St Uae 


Es sei jetzt G, irgendeine Untergruppe der Ordnung £ 
et 
und also des Index rt in G,. Dann kénnen wir + Substitutionen, 
die wir in der Reihe 1, V,, V,,... etwa an den Anfang ge- 
setzt denken, aus G, herausgreifen, so daB: 


Ge Cp GeV Ga Vee er Gal 


t t t t 


gilt. Ist I, der Inbegriff aller Substitutionen von I deren jede 
mit einer von G, kongruent ist, so folgt aus der Gruppeneigen- 


. Tt 
schaft von G,, daB auch I, eine Gruppe darstellt. Dabei er- 
t 
weitert sich offenbar die letzte Gleichung zu: 
eee ele Vac ake Vets en cucte dV at's 


so daB I, eine Untergruppe des Index t von I wird. Wir 
nennen auch J” eine ,,Kongruenzgruppe n*” Stufe, insofern wir 
diese Gruppe dadurch erkléren kénnen, daB sie alle Substitu- 
tionen von J’ umfaBt, welche mit denen von G, kongruent sind. 
t 
Man sieht auch leicht umgekehrt, dafB man zw jeder solchen 
Kongruenzgruppe n“” Stufe gelangt, wenn man G, in ihre ge- 
samten Untergruppen G, zerlegt und der einzelnen entsprechend 


t 
die I, herstellt. Die vollstindige Zerlegung der G, zuerst fiir 
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Primzahlen m, sodann fiir Potenzen ungerader Primzahlen ist von 
Gierster (Math. Ann. 18, 319, (1881) und 26, 309 (1885)) 
geleistet. Hinige Angaben tiber die Untergruppe von G, miissen 
hier gentigen. 


Behilt man fiir die Substitution be :) die S. 953 einge- 


fiihrte Bezeichnung S bei, so gilt S’= i J und also S*"=1 
(mod. ”), so daB S eine zyklische Untergruppe G, von G, er- 
zeugt. Um festzustellen, in wieviel gleichberechtigte Gruppen 
V-'G,V diese G, transformierbar ist, zeige man durch Rech- 
nung, daB eine Substitution V die G@, dann und nur dann in 
sich transformiert: 


V-'G,V =G,, 


wenn der Koeffizient y von V mit 0 kongruent ist. Die Substi- 
tutionen mit y =0 (mod. m) bilden offenbar eine G, wmfassende 
Untergruppe, deren Ordnung man leicht zu: 


©  — d#G-Ba-g)- 


bestimmt.’) Dividiert man mit dieser Ordnung in u(m), so ente 
springt als Anzahl gleichberechtigter zyklischer G,,: 


\ 1 it 
6 = — =) gears 
(6) va)—n(t+e)(1t+z)e-- 
Aus den Gestalten der mit S gleichberechtigten Substitue 


tionen: 
41 Ss 1+ yd, & 
V-18V bana 


folgt, daB die aus S erzeugte zyklische G, unter den w(m) 
gleichberechtigten G, die einzige ist, welche in der durch y = 0 
charakterisierten Untergruppe der Ordnung (5) enthalten ist. 
Den w(n) Gruppen G,, entsprechen demnach ebenso viele Gruppen 
der Ordnung (5), innerhalt deren je eine G,, ausgezeichnet ent- 
halten ist (vgl. Serret, C. R. 1859 und 1860 sowie ,,Cours d’al- 
gebre sup.“ 2, 363). Den aufgefundenen Gruppen enisprechen 


1) Hs ist namlich ew einer der n(1 Sis 1— may te gegen % 


‘ s , DP. 
primen Reste; mit a ist d = «1 bestimmt, wihrend B beliebig bleibt. 
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in der Modulgruppe I’ nach obigen allgemeinen Angaben w(n) 
gleichberechtigte Kongruenzgruppen n* Stufe Lyn) des Index w(n), 
von denen der Satz gilt, daB sie im allgemeinen die bei der 
' Stufe n auftretenden Kongruenzgruppen von niederstem Index sind, 

Aber dieser Satz gilt nicht ausnahmslos, und zwar hat 
man bei Primzahlstufen drei Ausnahmefdlle, welche mit einem 
S. 1006 unter dem Texte genannten Satze zusammenhingen, der 
von Galois (Brief an Chevalier vom 29. Mai 1832) aufgefunden 
und zuerst von Betti, Ann. di scien. matem., 3 (1853), be- 
wiesen wurde. Gierster fand in der ersten 8. 990 genannten 
Abhandlung, da8 fiir Primzahlen m der Gestalt n = 8h + 8 in 
der G,(,) ein System von 3;”(m?—1) Gruppen G,,, welche 
mit der Tetraedergruppe isomorph sind, enthalten ist, daB ferner 
fir Primzahlen m der Gestalt 8h + 1 die G_(,) ein System von 
ag” (n*— 1) Gruppen G,, vom Oktaedertypus enthilt, wiahrend 
sich fiir Primzahlen m = 10h +1 in der G,(,) ein System von 
a (m?— 1) Gruppen Gy vom Ikosaedertypus findet. Die G,, 
liefern Kongruenzgruppen des Index 3,n(n®— 1), der fir n =5 
selbst gleich 5 und also << (5) = 6 ist; die Gy, liefern Kon- 
gruenzgruppen des Index 7; n(n*—1), der fiir n=7 selbst 
gleich 7 und also < (7) = 8 ist; endlich liefern die Gg Kon- 
gruenzgruppen des Index z5n(n®—1), der fiir m = 11 selbst 
gleich 11 und also < (11) = 12 ist. Bei allen iibrigen Prim- 
zahlstufen n aber sind de Dyin) die Kongruenzgruppen von klein= 
stem Index. 


§ 21. Die Modulfunktionen und Modulformen n*‘ Stufe, 


Den in der positiven w-Halbebene gelegenen Teil des ,,DB“ 
der a) bezeichnen wir als ,,F'B“ der Hauptkongruenzgruppe 
n*" Stufe. Sind Vy=1, Vy, Vo,---, Vyz-1 wie in § 20 irgend 
u(n) modulo  inkongruente Substitutionen, so werden zufolge 
der Zerlegung (2) 8. 988 von I’ das Ausgangsdoppeldreieck 

p= 1 und die (u— 1) den Substitutionen V,, V2,..., V_y 
zugehorigen Doppeldreiecke des Netzes der Fig. 21, S. 951) 
einen ,,FB“ von J’,(,) liefern. Sollte dieser yi BY“ zunichst aus 
getrennten Stiicken bestehen, so kénnen bei keinem einzelnen 
unter diesen Stiicken die Randkurven nur wieder durchweg auf 
Randkurven des gleichen Stiickes bezogen sein; denn ein solches 
Sttick wiirde von sich aus bereits zu einer vollstindigen Uber- 
deckung der w-Halbebene fiihren. So lange also noch mindestens 
zwei getrennte Stiicke vorliegen, ist nach der 8. 955f. allgemein, 
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bezeichneten Uberlegung mittels des Ersatzes von Stiicken durch 
iquivalente Stiicke eine Reduktion der Anzahl der Stiicke még- 
lich. Der ,F'B“ der Hauptkongruenzgruppe n* Stufe lapt sich 
als ein einziges Stiick aus w(n) Doppeldreiecken der w-Halbebenc — 
zusammensetzen. 

Es besteht der Satz: Fiir n > 1 enthiilt die Tun) nur pa- 
yabolische und hyperbolische Substitutionen. Die elliptischen V 
der Periode 2 haben namlich 6 = — a, so daBausa =dO0=+1, 
(mod. m) leicht » = 2 als einzige Zahl m > 1 iibrig bleibt. Soll 
aber ein solches V in der I’) enthalten sein, so miBten 8 und 
y gerade sein, und also wire 


—Bpy=1—aed=1+07=0, (mod. 4), 


was unmoglich ist, da das Quadrat der ungeraden Zahl a mod. 4 
mit 1 kongruent ist. Die weiter in der Modulgruppe noch auf- 
tretenden elliptischen V haben die Periode 3, und bei ihnen 
kann man 6 = 1 —a setzen. Aus «=0=+1, (mod. n) fol- 
gert man leicht m= 3 und « =— 1 (mod. 8). Soll aber V in 
der I’,(3) enthalten sein, so wiirden 6 und y Multipla von 3 sein 
und also miiBte: 


— By =1—a0d0 =1—a+c?=0, (mod. 9) 


gelten; jedoch gibt es keine diese Kongruenz befriedigende Zahl «. 

Am ,,FB“ kommen dieserhalb keine festen Ecken elliptischen 
Charakters vor. Dagegen hat jedes Doppeldreieck V = 
des ,,FB“ eine parabolische Spitze, und an die gleiche Spitze 
ragen mit jenem Doppeldreieck benachbart auch noch die in- 
Squivalenten Doppeldreiecke der Substitutionen: 


(eta): Grote) Gaeersy) 


heran, wihrend das folgende mit dem ersten, V, aquivalent wird. 


Der ,,FB“ ist so gestaltet, dag an parabolische Punkte je 


em Kranz von n Doppeldreiecken heranragt. 

_ Transformieren wir den ,,FB“ durch eine beliebige Substi- 
tution V von I, so ist der Bereich V(,,FB“) ein ,,FB“ fir die 
mit I, gleichberechtigte Gruppe VI.,V-*. Aber die Haupt- 
kongruenzgruppe I’, ist eine ausgezeichnete Untergruppe von I’. 
Somit ist V(,FB“) wieder ein ,FB“ fiir T, selbst. Dies ist 
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selbstverstindlich, wenn V der I’, selbst angehdrt; dagegen er- 
halten wir eine wichtige Eigenschaft unseres ,,FB“, wenn wir V 
der Reihe nach mit unseren w inkongruenten Substitutionen: 
Woy es) et 
gleich setzen. Indem V (,,FB“) durch ,erlaubte Abanderung“ 
(s. 8. 933) wieder in ,,FB“ iiberfiihrbar ist, ergibt sich: Der 
EB“ der Hauptkongruenegruppe Dyn) gestattet, den inkongruenten 
Substitutionen Vy=1, V,,..., V,_1 entsprechend, « Transfor- 
mationen in sich, welche eine neue Darstellungsform unserer in 
§ 20 betrachteten Gruppe Gun) liefern. 
Man kann hier sogar noch einen Schritt weiter gehen und 
benutzen, daB I, auch durch die Substitution zweiter Art: 


o =—o 
der erweiterten I’ (Spiegelung an der imaginaren w-Achse) in 
sich transformiert wird. Man erkennt: Der ,,FB“ der Haupt- 
kongruenzgruppe I, besitet sogar eine Gruppe Go, von Trans- 
formationen in sich, welche aus der G, durch Kombination mit 

der Spiegelung w = — w hervorgeht. 
Diese Satze haben wichtige Folgen fiir die zu Iy(n) ge- 
hérenden Funktionen g(o), welche wir als ,,Modulfunktionen 


nr Stufe“ bezeichnen wollen. Von diesen Funktionen kennen 


wir unmittelbar die Funktion J(), welche zur Gesamtgruppe I’ 
und also auch zu jeder Untergruppe gehért. Diese Funktion J 
ist im ,,FB“ w-wertig und bildet den ,,FB“ somit nach S. 965 
auf eine u-blittrige Riemannsche Fldache F,, ab, wobei das ein- 


_ zelne Blatt dem einzelnen der w Doppeldreiecke entspricht. Aus 


der Beziehung der J-Ebene auf das einzelne Doppeldreieck und 
den obigen Angaben tiber feste Ecken am ,,FB“ folgt: Die Ver- 
zweigungspunkte der F, liegen ausnahmsios bei J = 0,1 undoo; 


und zwar finden sich 4m dreiblattrige Verzweigungspunkte bei 
1 : 
J =0, hwy zweiblittrige bei J =1 und pl Verzweigungspunkte 


mit je n zusammenhiingenden Blittern bei J = oo. Diese Flache 
gestattet nun mu unsere G, bildende Transformationen in sich 
{die identische Transformation mitgezihlt), bei denen die u 
Blatter Permutationen erfahren, und von denen die einzelne da- 
durch fixiert werden kann, daB man angibt, in welches der uw 


| Blatter ein erstes tibergehen soll: Die F, ist demnach um Jjedes 


threr Blitter genau so herumgelagert wie um jedes andere und 
Pascal, Repertorium. I. 2. 2. Aufl. 63 
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heipt dieserhalb nach Klein, Math. Ann. 14, 148 und 458 (1878) 
und Dyck, Math. Ann. 17, 473 (1880) und 20, 1 (1881) 
yregulir<; nimmt man auch noch die w Tansee »oweiter 
Art“ der Ge, hinzw, denen der Ubergang vom Werte J zum 
konjugiert komplexen Werte J zugehdrt, so ist F', dementsprechend 
sogar als ,,reguldr-symmetrisch“ zu bezeichnen. 

Die G, (um nur bei dieser zu verweilen), kann man auch 
in algebraischer Gestalt darstellen. Ist z—q(o) eine zweite Modul- 
funktion n‘** Stufe und also eine zur F’, gehdrende algebraische 
Funktion von J, so dirfen wir z so gewahlt denken, daB das 
einzelne System zusammengehoriger Werte z,J nur in einem 
Punkte von F,, eintritt. Die nach (5) S. 966 bestehende al- 
gebraische Gleichung: 


(1) Gao 


ue? Grades in ¢ ist dann irreduzibel, und jede weitere Modul- 
funktion n‘* Stufe gestattet nach (4) 8. 966 rationale Darstel- 
lung R(z, J) in z und J. Nun geht z = p(w) durch die w in- 
kongruenten Substitutionen V)= 1, V,,..., V,,_, im die mw ver- 
schiedenen Funktionen: 


(2) z= (Vio), = 9(Vi@)),°-*, &-1= (V,-1@)) 


tiber, wobei 2, zur Gruppe Vj- DT, V;, also selbst wieder zur I 
gehort. Demnach gewinnen wir “fir die « Funktionen (2) uw 


rationale Darstellungen: 
(3) 2= Bz, J), §=0,1,2,-*-,u—1, 


von denen die erste die Identitaét z)—z ist. Hier haben wir 
eime algebraische Ausdrucksform unserer Gruppe G, der w Trans- 
formationen der Riemannschen Fldche in sich gewonnen. 

In (2) liegen die « Wurzeln der Gleichung «" Grades (1) 
fir z vor. Da jede unter ihnen zufolge (3) rational in einer 
ersten und J darstellbar ist, so bezeichnen wir die Gleichung (1) 
als eine ,,Galoissche Gleichung“ (vgl. Kap. 4, § 10); sie ist 
ihre eigene ,Galoissche Resolvente.“ 

Das Geschlecht p der Fliche F, bestimmt man nach der 
bekannten Regel (Kap. XVII, § 2): 


(4) p=—et1+ >">, 


wo sich die Summe auf die Verzweigungspunkte bezieht und v 
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die Blatteranzahl des einzelnen ist. Aus der oben angegebenen 
Verzweigung der F', folgt sofort: 


(n—1)u- 
2n 


gad 
Ce 


Fir die niedersten Stufen berechnet man folgende Werte: 


=|?) 3 }4 [5] 6 | 7 | 8 | 9 | 10 | 11 
_» | 6 | 12 | 24/60 | 72] 168 | 192 | 3 4 | 360 | 660 
meibon co) Ot Of al 3 la 6 apiece 


Die ersten vier Falle » = 2, 3,4 und 5 liefern also p = 0. 
Wahlt man hier z= g(w) als Hawptfunktion, so werden die 


# Funktionen z, rational, und zwar linear in ¢ darstellbar: 


a;2 +b, 
(5) Can cz+d,;— 


Die hier eimtretenden Gruppen Ge, G42, Gos, Gog erkennt man als 
die Gruppen des Dieders (fiir n = 3), des Tetraeders, des Okta- 
eders und des Ikosaeders wieder. Die konforme Abbildung der F’, 
auf die z-Kugel liefert hier unmittelbar die S. 945 besprochenen 
reguliren Kugelteilungen die Dieders usw. wieder (cf. Klein, 
Math. Ann. 14, 148 (1878) und ,,Mod.« 1, 612{f.). 

Uber die Betendtane der Haniteongrdcanpednpe 6 Stufe, 
welche keine besonderen Bete pekoten bietet, sehe man ,,Mod.“ 1, 
679ff. Fiir » > 6 kann man zeigen, daf keine unter den Fla- 
chen J fy, hyperelliptisch ist. Zur Darstellung der Funktionen der 
einzelnen I’, ist es dann nicht zweckmibig, die Funktion J (o) 
mit heranzuziehen, da die Wertigkeit « derselben zu hoch ist. 
So wird z. B. bee m= 7 die Funktion J die Wertigkeit 168 
haben, wihrend auf der F,,, dreiwertige Funktionen existieren. 

Um einen in jedem Falle » >7 passenden Ansatz zu ge- 
winnen, gehen wir auf ein System von p linear-unabhdngigen 
Integralen erster Gattung unserer Fliche F zuriick und nennen 
dieselben als Funktionen von w etwa j,(c), jg(@),-- -)Jp(@)- 
Dieselben sind eindeutige Funktionen von @ (s. S. 968), welche 
sich gegeniiber den Substitutionen der I, bis auf additive Kon- 
stante reproduzieren. Demnach haben wir in: 


a ji, (@) __ 1 dj,(@) 
(6) Px (4) M2) = @,4d0,—0,do, 0% da 
63* 


996 Kapitel XIX. Automorphe Funktionen. 


p eindeutige Modulformen (— 2)” Dimension unserer I’, die man 
,Modulformen n®” Stufe“ nennt. Nach bekannten Satzen (vgl. 
Kap. XVII, § 5 u. 6) ist der Quotient zweier linearer homogener 
Kombinationen der p Formen ¢,(@, , @), welcher eine Modulfunktion 
n'* Stufe liefert, auf der F', eine (2p — 2)-wertige Funktion. 
Statt daB wir aber zwei solche Quotienten zur Darstellung aller 
Funktionen der I’, wihlen, ist es der Symmetrie halber richtig, 
alle p Formen o,(w,, @,) koordiniert nebeneinander zu behalten, 
welche alsdann durch ihre Verhiltnisse (p — 1) Funktionen re- 
prisentieren, und zwischen denen somit (p — 2) homogene Re- 
lationen: 


(7) CAC Po) Pr" "1 Pp) = 9, (¢=1,2,---,p—2) 


bestehen werden. Dieser Ansatz gestattet eine die Sprechweise 
sehr erleichternde geometrische Deutung. Interpretieren wir die 
P1>P2,--+1 Py als homogene Koordinaten eines Rawmes R,_, 
von (p — 1) Dimensionen, so wird durch die (p — 2) Relationen (7) 
eine ,,Kurve des Ry; dargestellt, welche ein eindeutiges Abbild 
der F', ist, und welche demnach vom Grade (2p — 2) ist, in- 
sofern eine lineare Verbindung (4,9, + --- + a,9,) in (2p — 2) 
Punkten der #’, und also in ebenso vielen Punkten der Kurve 
_ verschwindet. Die Kurve werde demnach durch K,,_ 4 bezeichnet. 
Wie wir oben sahen, gestattet die Riemannsche Flache w Trans- 
formationen in sich. Bei der einzelnen derselben geht das Inte- 
gral j,; stets wieder in ein solches j, tiber, so daB: 


Ip = Gig t O15, + Gide + * > A; Jp 


gelten wird. Auf die Modulformen (w,,,) tibt jene Trans- 
formation also die Wirkung aus: 


(8) Pi = 451 Pr + Ay Py >> + 4 pPpy (F=1,2,--- 2) 


so dap unsere Kurve K,,_, im R,_, jenen w Transformationen 
entsprechend w Kollineationen in sich zuldpt. Die Funktion J(o) 
wird, in den g, dargestellt, eine absolute Invariante der Kolli- 


neationen (8) ergeben. Man wird im AnschluB an (14) 8. 986 
eine Darstellung: 


(9) J:(J—1):1 = Bq, gy,..): F(q,, Dey.) Din eyes 


anstreben, wo die homogenen Funktionen ©, &, X der 9; gleich- 
falls Invarianten der Substitutionen (8) sind, die entweder ab- 
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solut sind oder gegentiber (8) denselben Faktor annehmen (vgl. 
Klein, Math. Ann. 17, 62ff. sowie ,,Mod.« 1, 589ff.). 


Im niedersten Falle »=7 haben wir drei Modulformen 
9,(@,, @,), die durch eime homogene Gleichung (7) vom vierten 
Grade aneinander gebunden sind. Durch diese Gleichung wird 
eine ebene Kurve vierten Grades mit 168 Kollineationen in sich 
dargestellt. Auf Grund der oben angegebenen Verzweigung der 
Fliche F,, und der bekannten geometrischen Theorie der 
Kurven K, gelang es Klein, Math. Amn. 14, 428 ff. (1878), 
die Theorie jener speziellen K, mit 168 Kollineationen bis ins 
einzelne durchzubilden. Bei zweckmaBiger ,,Auswahl des Koordi- 
natensystems“ wird die Gleichung (7): 


(10) P1> Po + 92° G3 + P3°G, = 0. 


Auch gelang es Klein, die in der Relation (9) rechtsstehenden 
drei Invarianten der 168 Kollineationen durch invariante Pro- 
zesse aus der linken Seite der Gleichung (10) zu gewinnen (s. 
auch ,,Mod.“ 1, 732ff.). 

Mit gréBer werdendem m steigen die Schwierigkeiten der 
analogen Betrachtung schnell. Dagegen gibt es noch zwei von 
den beziiglichen Hauptkongruenzgruppen verschiedene ausgezeich- 
mete Kongruenzgruppen 8° und 16” Stufe, welche leichter zu- 
ganglich erscheinen. Die bei = 8 auftretende G,,. enthialt 
eine ausgezeichnete G,, bestehend aus den Substitutionen 1 und 


5, 0 , 5 : : 
i zs die bei m = 16 auftretende G,.3, eine ausgezeichnete Gy, 


bestehend aus den Substitutionen 1, e a) A es °) ; bes a An- 


gaben, die man leicht durch Rechnung beweist. Entsprechend 
haben wir eine ausgezeichnete Kongruenzgruppe 8° Stufe I, und 
eime ebensolche 16°” Stufe I3g,- 


Die eingehende Untersuchung zeigt, daB man zu den Funk- 
tionen dieser Gruppen durch Wurzelzichungen von der Haupt- 
funktion der Kongruenzgruppe 2%” Stufe I, gelangen kann. Aus 
der Theorie der elliptischen Funktionen ist bekannt, daB der 
Legendre-Jacobische Integralmodul k*, als Funktion des Perioden- 
quotienten w aufgefaBt, eine eindeutige Modulfunktion ist, die 
bei den mod. 2 mit 1 kongruenten Substitutionen unverindert 
bleibt (vgl. Kap. XVI, § 7). Diese Funktion k*(w) ist, wie 
schon Gau8 bekannt war (s. die historischen Notizen am 
Schlusse), geradezu diejenige Funktion, welche wir hier als 
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Hauptfunktion der I, zweiter Stufe 2u bezeichnen haben. Neben 
k?() kénnten wir auch den ,,komplementdiren Integralmodul“ 
k'?(@) = 1 — #*(@) als solche Hauptfunktion brauchen. In den 
drei parabolischen Spitzen des ,,FB“ nimmt k*(@) die Werte 
0, 1,00 an, und dasselbe gilt demnach von k’*(m). Aus den 
Kindeutigkeitssitzen (S. 967ff.) kann man demnach den SchluB 
ziehen, dap auch Viet und Vk’? eindeutige Modulfunktionen sind. 
Von diesen Funktionen sind nun k, k sowie Vk, Vk’ und end- 
lich Vi, Vi seit lange in der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen aufgetreten. Die beiden durch die Relation: 


(11) (Vit + (Ve t= 1 


verbundenen Funktionen Vk, VK sind Modulfunktionen 8" Stufe 
der Iy,, und die beiden durch: 


(12) (Vie + (VK = 1 


aneinander gebundenen Funktionen Vk, Vk sind Modulfunk- 
tionen 16" Stufe der Isa, (vgl. ,,Mod.« 1, 656). Versteht man 
unter 2,, %, 23 homogene Koordinaten in der Ebene und setzt 


erstlich 
ni 


so folgt aus (11): 


(13) vt + of + of = 0, 


wodurch eine Kurve K, vierter Ordnung vom Geschlechte p = 3 
dargestellt wird, die 96 leicht angebbare Kollineationen in sich 
zulaBt; dieselbe ist eindeutig auf die Riemannsche Fliche Fy, 
bezogen, deren Geschlecht man nach der Regel (4) leicht zu 
p = 3 bestimmt. Setzt man andrerseits: 


mt 
12 yi ty—= Vk: Vk: , 
so liefert (12) die durch: 
(14) x? + 08 + 28 = 0 


dargestellte K, als Abbild der Fliiche Fy,,, wobei man das Ge- 
schlecht der Kurve und der Fliche tibereinstimmend zu p= 21 
findet. Die 384 Kollineationen derselben in sich gehen aus den 
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Formeln hervor, welche Hermite, C. R. 46, 508ff. (1858), 
tiber das Verhalten der von ihm mit 


p(w) = Vik und #(w) = Vir 
bezeichneten Funktionen gegeniiber den Substitutionen ( A 
aufstellte (vgl. Kénigsberger, Vorles. ii. d. Theorie d. ellipt. 
Funkt, 2, 112 (1874) und ,,Mod.“ 1, 670).*) 


§ 22. Herstellung von Modulformen aus elliptischen 
Funktionen. 


Fir die n‘® Stufe kann man aus der WeierstraBschen Funk- 
tion @(u|@,, @,) auf folgende Art Modulformen _herstellen. 
Man verstehe unter 4 und uw zwei nicht zugleich verschwin- 
dende ganze Zahlen der Reihe 0, 1, 2,...,2— 1 und trage an 


Stelle von uw in @ den Wert eee ein. Die nur noch yon 
, und w, allein abhiingende Funktion: 


| 


A 1 
(1) (1, (@1 0) = p (“EB 


35 wy) ; 


welche homogen (— 2)" Dimension in den @,, @, ist, erweist 
sich (zufolge leichter Rechnung) als Dodulform n*” Stufe und 
heiBt insbesondere eine ganze Modulform, weil man zeigen kann, 
daB dieselbe im ,FB“ der I’,(,) nicht unendlich wird. Diese 
»Leilwerte* der g- Funktion sind yon Kiepert, Math. Ann. 26, 
369 (1885) néher untersucht. Hurwitz, Math. Ann. 25, 183 
(1884) und Leipz. Ber. vom 4. Mai 1885, griindete auf die g- 
Teilwerte eine in ,,Mod.“ 2, 557ff. dargestellte Theorie zur Ge- 
winnung von Potenzreihen nach g = e*® fiir die p Integrale 
erster Gattwng bei Primzahlstufen n. Wie sich hierbei ergab, 
kann man die Integrale stets so wahlen, daf die p aus thnen 
durch Differentiation hervorgehenden Modulformen (— 2)” Dimen- 
sion (6) S. 995 durchweg ganzzahlige Entwicklungskoeffizienten 
bekommen. Dieser fiir die Theorie der Modularkorrespondenzen 


1) Klein behauptete (Math. Ann. 17, 65 (1879)), daB unter den 


gesamten Funktionen Vk? die oben genannten k, Vk, Vk die einzigen 
seien, deren Untergruppen I. durch Kongruenzen darstellbar seien; 
bewiesen ist diese Behauptung gleichzeitig durch Pick, Math. Ann. 
28, 119 (1886) und Fricke, Math. Ann. 28, 99 (1886). 
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grundlegende Satz werde fiir » = 7 erlautert; die drei hier ein- 
tretenden Formen g,, 9, 93 sind darstellbar durch: 


(2) Py (Wy, 2) = (=) So) oo 


wobei sich die Summe auf alle ganzen positiven mod. 7 mit k* 
kongruenten Zahlen bezieht und w(m) eine von m abhingige 
ganze Zahl ist. Um diese ,,zahlentheoretische Funktion“ w(m) zu 
erkliaren, hat man alle Darstellungen von 4m in der Gestalt: 


Am=27+7y? 


durch positive oder negative ganze Zahlen x,y herzustellen; 
dann ist: | 


(3) 440m) = D'(3)#, 


wo sich die Summe auf alle jene Darstellungen bezieht und 
() das Legendresche Zeichen aus der Theorie der quadrati- 
schen Reste ist. 


Die ,, Teilwerte« der Weierstrapschen Funktion G (u| w,, @,) 
hat Klein, Leipz. Abh. 18, 339 (1885), in folgender Weise 
zu Modulformen ausgestaltet: 


_ m+ en) Ao, + 1 wa) 


© Or ul, ,)= —e hs 6 (“ase EES: 


Hier sind 7,, 7, die Perioden des elliptischen Normalintegrales 
zweiter Gattung, welche, als Funktionen der ,,, aufgefaBt, 
gegentiber den Substitutionen der Modulgruppe die gleichen Sub- 
stitutionen erfahren wie w,, ,. Die ganzen Zahlen 2, w durch- 
laufen dieselben Wertepaare wie in (1). Die Beziehung der 6- 
Funktion zur Jacobischen $,-Funktion (vgl. Kap. XVI, § 1) liefert 
fiir die Modulform (4): 


Ain(awty) 


8 Qn eee el 
(5) V4-6, (O10) =—J/ 2% e 2 n? 9,(“2* x). 
2 


Aus den a. a. O. angegebenen analytischen Darstellungen von 
5, folgt als Potenzreihe fiir ©, ,,(@,, w.): 
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OB acorns 


ss Him(A+n) +0 2in2um 22+4+n\2 
—_ i 2x e n> (— 1)"e n a 2n ) 
or q 
m=—o 


sowie als Produktentwicklung: 


miu(aA—n) Aa(a—n) 1 


(7) 12 A-G;, .=—ie n2 q n* “5 : 
IT Binu ama) IT _2inu in) 
| ee q nn]. Ace s6 n q n . 
m=0 m=1 


wo 4 iiberall die in (13) S. 986 gegebene Modulform erster 
Stufe ist. Aus (7) folgt: Die Modulform ©;,, (@,, @,) ist im 
,HBY der I, (n) abgesehen von den parabolischen Spitzen tiber- 
all endlich und von 0 verschieden. Die Formen Gz, ,(@,, @9) 
sind zur Darstellung der in § 21 betrachteten Funktionen in 
Reihen oder in Produkten, die nach Potenzen von q fortschreiten, 
sehr geeignet; z. B. gilt fir die Funktionen Vk und VK in 
den zu m = 2 gehérenden Gy, ,: 
Vi = ri Go 1 (15g) VE xe fare Gyo (@y) @e) | 


Oy, (w,,@¢) ; 6,1 (@,, @5) 


Klein hat seine 8. 997 genannten Untersuchungen tiber 
die Stufe m= 7 ohne Zuhilfenahme der elliptischen Funktionen 
auch noch auf die n&chste Primzahlstufe = 11 ausgedebnt 
(Math. Ann. 15, 533 (1879)). Jedoch arbeitet er hier nicht 
mit (p =) 26 Modulformen, welche durch Differentiation aus den 


; ul 
Integralen erster Gattung entstehen, sondern mit ie =5 


Modulformen, deren Quotienten 20-wertige Funktionen im zu- 
gehérigen ,,FB“ sind. Sie substituieren sich gegeniiber den Sub- 
stitutionen der Modulgruppe linear und homogen liefern dabei 
eine zur Gee isomorphe Gruppe solcher Substitutionen. 

Diese Entwicklungen, welche ihre wesentliche Bedeutung 
insbesondere in der Theorie der Modulargleichung fiir den elften 
Transformationsgrad (vgl. § 23) fanden, hat Klein, Leipz. Abh. 
13, 339 (1885), unter Benutzung von Sitzen iiber doppelt- 
periodische Funktionen fir beliebiges  verallgemeinert. Das 
Ziel ist, bei der einzelnen Stufe eine mdglichst Meine Anzahl 
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von Modulformen so zu waihlen, daB sie sich gegentiber den 
Substitutionen der Modulgruppe I’ homogen und linear substi- 
tuieren. Nach einem Satze von Hermite (Brief an Jacobi 
vom August 1844, J. f. Math. 32), der als Spezialfall des 
Riemann-Rochschen Satzes (vgl. Kap. XVII, § 6) angesehen werden 
kann, gibt es bei gegebenem Periodenparallelogramm nur (m — 1) 
linear-unabhingige m-wertige doppeltperiodische Funktionen mit 
gegebenen ” Polen. Stellt man diese Funktionen in bekannter 
Weise durch Quotienten n-gliedriger 6-Produkte gleicher Resi- 
duensummen dar, so spricht sich der Hermitesche Satz dahin 
aus, daB unter allen 6-Produkten: 


(8) G(u — ay) G(u — ag) --- O(w — a,) 


mit gegebener Residuensumme (a, + a, + --- + a,) nur ” linear- 
unabhingige wahlbar sind, in denen dann alle iibrigen linear 
und homogen mit von w unabhingigen Koeffizienten darstellbar 
werden. 

Nun wihlt Klein a. a. O. zunichst fiir beliebige ungerade 
Stufen m linear-unabhingige Produkte (8) aus, welche in ge- 
wissen Perioden-n-teilen = verschwinden. Hierdurch wird 
erzielt, daB nach Zusatz geeigneter, nur noch yon @,, @, ab- 
haingender Exponentialfaktoren m Funktionen entstehen, die gegen- 
tiber den Substitutionen der I’,,,, invariant sind und also Mo- 
dulformen n‘** Stufe liefern. Ubt man aber irgendeine nicht in der 
L’,() enthaltene Substitution von I’ aus, so geht die einzelne 
Funktion in ein neues Produkt (8) tiber, das nach dem Hermite- 
schen Satze linear und homogen in den ausgewahlten n Funk- 
tionen darstellbar ist. Die gewi&hlten » Funktionen sind die von 
Klein a. a. O. mit 


Xp(u| my, 3), X,(w] a1, o),.-., Xr—1(w| @,, og) 
bezeichneten GréBen. Fiir ihr Verhalten gegeniiber den beiden 
Erzeugenden*) der homogenen [ Modulgruppe findet Klein: 
(9) _ mid(n—a) 

X,(u| @, + a2, ) =e "  — X,(u| @,, @9), 


n—1 
9 m—1 2inmru 


(10) X,(u|— a) == Se * Xu] a, a). 
“=0 


Vn 


1) S. die S. 953 mit S und T bezeichneten Erzeugenden der 
Modulgruppe. 
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Die Funktion X,(w) verschwindet fiir w= 0, da sie den 
Faktor G(w) selbst hat. Die (m — 1) tibrigen X(u) ‘verschwinden 
fir « =O nicht, jedoch wird: 


ORs (0) = rs 1(0), X, Paric) de (Ye 


aL 
so daB man nur noch “ verschiedene ,,Nullwerte“ erhiilt. 
Diese smd dann von w,,, allein abhdngig und stellen uns 
er Stufe: 


(11) £,(@,, @,) = X,(0| a, @s) 


dar, welche sich gegeniiber den Substitutionen der Gruppe I ho- 
mogen und linear substituieren; speziell folgt aus (9) und (10): 


_ nil(n—d 
£,(@,+ o., Wy) =e £,(@,, @s), 
n—1 
gia VS) / 2exdn Qimdu 
nomope fh Oe 4 
f(— @, @) = Vn > e nee 24, (4, @,) 


Durch Riickgang auf die $,-Reihe findet Klein als Reihendar- 
stellung seiner Funktion ¢,: 


ee co es 
(12) (V1) 2, = (— 1y¥+1 iYn V2 ore an 


Fiir n =7 sind die drei Produkte z,- 4 direkt die drei 8S. 997 
mit g(@,, @,) bezeichneten Formen (— 2)** Dimension, und fiir 
m=11 gelangt man zu den 5 von Klein a. a. O. benutzten 
Modulformen zuriick. 

Hurwitz, Math. Ann. 27, 183 (1885), gab die entspre- 
chende Theorie fir beliebiges ‘gerades n and, Verallgemeine- 
rungen fiir alle Stufen n. Ubrigens sei auf ,,.Mod.“ 2, 236 ff. 
sowie auf die Ubertragung des Prinvips der Suufcneinterane auf 
die gesamte Theorie der elliptischen Funktionen verwiesen, welche 
in Kap. XVI, § 23, S. 845 erwihnt ist. 
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§ 23. Modulargleichungen und Modularkorrespondenzen. 


Unter U verstehen wir die Transformation der Periode 2: 
(1) o = U(o) = —, (U7? = 1). 


Die Modulgruppe I werde durch U in die Gruppe 
Pm OSE 


transformiert, die ihrerseits wegen U? = 1 durch U wieder in I" 
zuriicktransformiert wird. Fiir die einzelne Substitution von I” 
berechnet man: 


Se *) ty . 
2 —1 a, B — ; t ie a’, B 
@) ee (2) y= (% = (75) 
so daB I” aus allen Substitutionen der Determinante 1 besteht, 
in denen der erste und vierte Koeffizient «’, 0’ ganzzahlig sind, 
wahrend 6’ der n Teil einer ganzen Zahl und y das n-fache 
einer solchen ist. Die beiden Gruppen I und I” sind kommen- 
surabel (vgl. Kap. III, § 2), d. h. sie haben eine gemeinsame 
Untergruppe von endlichem Index. In der Tat gehdren alle 
Substitutionen (2) mit ganzzahligen 6’ auch der I’ an und 
bilden in ihr die durch y=O (mod. m) erklairte Kongruenz- 
gruppe n‘* Stufe Dyin), deren Index wir 8. 990 zu: 


1 yt 
(3) v(m) =n(t+5)(ts)-- 
berechneten. Die Gruppe I, 


win)» Ge zufolge (2) durch die Sub- 
stitution U in sich transformiert wird, ist die gemeinsame Unter- 
gruppe von I’ und I”. 

Die zur Gruppe I” gehérende Hauptfunktion: 

, —1 

(4) J'(w) = I(U@) = I (=) = Tne) 
ist demnach zugleich eine zur I, gehdrende Modulfunktion m‘? 
Stufe und ist also nach (5) S. 966 mit J(w) durch eine érre- 
duzibele Gleichung: 


(5) G(J'(@), J(w)) = 0 


verbunden, welche in J’ vom Grade p(n) ist. Trigt man U(o) 
fiir w in (5) ein, so folgt wegen U?=1 offenbar 
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G(J(w)), J’ (@)) = 


so dap die Gleichung (5) bei Vertauschung von J und J’ in 
sich selbst tibergeht und also auch J in (5) auf den Grad w(n) 
steigt. Im AnschluB an die Stufe 1 von J(w) und die Zahl n 
heiBt die Gleichung (5) Modulargleichung erster Stufe fiir Trans- 
formation n®” Grades. 

Setzt man in (5) statt w eine beliebige Substitution V() 
der Modulgruppe ein, so folgt wegen J(V(w)) = J(a): 


G(J'(V@)), F(@)) = 0. 
Man gewinnt bereits alle w Lésungen J’ der Modulargleichung 


in der Gestalt: 


pe 10) 5 (or), 


wenn man V,=~1, Vz,..., Vy als ein System beziiglich Iq) 
indquivalenter Substitutionen wihlt. Offenbar gehért J”)(w) als 
Modulfunktion n‘* Stufe zur Gruppe V,'I,V,=Tyj’, so dap 
die p(n) Lésungen der Modulargleichung muhuionin liefern, 
welche zu den w(n) gleichberechtigten Gruppen: 
pir lig Pip so.ny Li 

gehoren (s. S. 990). Diese w(m) Gruppen sind kommensurabel 
und enthalten als gemeinsamen Bestandteil die Hauptkongrueng- 
gruppe I mee Legen wir nach S. 994 fiir letztere neben J eine 
Funktion *2(0) zugrunde, welche dann mit J durch eine etwa: 


(7) g(¢,J) =0 


zu nennende irreduzibele Gleichung uw" Grades in z verbunden 
ist, so haben wir fiir die w(m) Funktionen J®) rationale Dar- 
stellungen: 

(8) FO) xz He, J), y=1,2,-+-,w(n) 


in z und J, wihrend andrerseits, falls wir fiir die Modulfunk- 
tionen #*** Stufe zur rationalen Darstellung derselben neben J 
die w(m) Funktionen J®)(c) zugrunde legen, insbesondere fiir 
z(w) eine Darstellung: 

(9) e=R(UJ,J’,...,I) 


entspringt. Die zur rationalen Funktion (9) gehorende ,,Resol- 
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vente (7) der Modulargleichung (5) hat die Eigenschaft, daB 
ihre sdmtlichen Wurzeln 2 (als Modulfunktionen n Stufe) in 
eimer unter ihnen und J rational darstellbar sind, sowie dap 
alle w Wurzeln der Modulargleichung (5) rational im gener ersten 
Wurzel 2 und J sind; nach Kap. IV, § 10 erkennen wir in 
g(2, J) =0 die ,,Galoissche Resolvente‘ der Modulargleichung 
und also in der Gruppe G, die ,,Galoissche Gruppe“ derselben.*) 

Die ersten Andeutungen tiber die Modulargleichungen (5) 
finden sich bei Dedekind, J. f. Math. 83, 265 ff. (1877). Klein, 
Math. Ann. 14, 141 (1878), geht zur Gewinnung der Modular- 
gleichungen vom Studium des ,,FB“ der I), ,) aus, indem er 
denselben auf eine w(m)-blattrige Riemannsche Fliche Fy tber 
der J-Ebene abbildet. Z. B. hat man fiir » =7 eine 8 -blatt- 
rige F, folgender Verzweigung: Bei J = O liegen 2 dreiblittrige 
Verzweigungspunkte iibereinander, wihrend daselbst 2 Blatter 
getrennt verlaufen; bei J=1 liegen 4 zweiblittrige Verzweigungs- 
punkte iibereinander; bei J = oo findet sich ein siebenblattriger 
Verzweigungspunkt, wiihrend das 8. Blatt dort unverzweigt ver- 
lauft. Aus Formel (4) 8. 994 folgt als Geschlecht dieser F, 
leicht py = 0. Es existiert also eine Hauptfunktion der I, die 
Klein in geeigneter Weise auswihlt und t(w) nennt. In diesem 
ist dann J eine rationale Funktion 8° Grades, deren Gestalt 
aus der Verzweigung der F, durch rein algebraische Erwigungen 
wie folgt sich findet: 


J: (J — a (1? + 137+ 49) (c? + 5+ + 1)§ 
Ay) (cA 1473+ 6377+ 707 — iy: 1728. 


Setzen wir jetzt U(w) statt w und schreiben t(U(@)) = 1’(a), 
so folgt dieselbe Relation zwischen J’ und +. Da aber I, 
durch U in sich transformiert wird, so ist auch t’ Hauptfunk- 
tion der I, und als solche linear in t darstellbar. Die Unter- 
suchung zeigt, daB rr’ 49 die Beziehung zwischen + und 1’ 


1) Die Zerlegung der G, in ihre simtlichen Untergruppea ge- 
stattet demnach die Auffindung aller Resolventen der Modularglei- 
chung. Die Angaben von 8. 989f. iiber die Kongruenzgruppen nieder- 
ster Stufen liefern den 8. 991 erwihnten Satz von Galois, daB 
unter allen Primzahlgraden m nur bei den drei Graden n= 5, 7, 11 
Resolventen auftreten, deren Grade kleiner als die Grade der Modular- 
gleichung sind. Nur in diesen drei Fallen hat die Modulargleichung 
(n-+1)*" Grades eine Resolvente mn‘ Grades. Wegen Aufstellung 
dieser Resolventen vgl. Hermite, Ann. di Mat. 2, 59 (1860) und 
Klein, Math. Ann. 14, 417 (1878) u. 15, 533 (1879). 


§ 23. Modulargleichungen und Modularkorrespondenzen. 1007 


ist. Die Elimination von + und +’ aus den drei so gewonnenen 
Gleichungen liefert die Modulargleichung (5); da dieselbe in- 
dessen etwas kompliziert ausfillt, so sieht Klein jene drei Glei- 
chungen als Ersatz der Modulargleichung an. 

Nach dieser Methode behandelt Klein a. a. O. die Falle 
m = 2, 3, 4, 5, 7, 13, die simtlich p = 0 haben, und Gierster, 
Math. Ann. 14, 537 (1878), die auch noch zu p=O ge- 
hérenden » = 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25. Ausgedehnte Ent- 
wicklungen iiber weitere Falle m, die dann p > 0 haben, fiihrte 
Kiepert, Math. Ann. 32, 1 (1887), aus. Fricke, Math. Ann. 
40, 469 (1891), untersuchte die Fille m, bei denen die durch U 
erweiterte I’,(,) noch » = 0 hat und also die Flache Fy.) tiber 
der J-Ebene elliptisch oder hyperelliptisch wird; s. auch Fricke, 
Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen“ 2, S. 342 ff. 
(Leipzig 1922). 

Ein nur scheinbar allgemeinerer Ansatz fiir die ,,7ransfor- 
mation n*”" Grades“ wird durch die Substitution: 

fs aw+b 

(11) we U(o) = 257, ad—be=n 
gewonnen, wo a,b,c,d irgend vier ganze Zahlen der Determi- 
nante m sind. Setzen wir wieder J’(w) = J(U(@)), so werden, 
falls wir V die gesamte Modulgruppe I’ durchlaufen lassen, 
offenbar alle Transformationen n°" Grades: 


(aa + Bo) o + («b + Bd) 
(ya-+ dc) a+ (yb + dd) 


dieselbe transformierte Funktion liefern. Fiir alle diese Trans- 
formationen (12) brauchen wir demnach nur eine als ,,Repra- 
sentanten“ auszuwihlen, und zwar durch zweckmaBige Wahl 
von V. Ist A der gréBte gemeinsame Teiler von @ und c, so 
ist A ein Teiler von m, und zwar sei n= A-D. Setzt man nun: 


(12) V U(@) = 


c a 


Viger tae (Al OF oats 


so sind y und 6 zueinander relativ prime ganze Zahlen, so daB 
man die Gleichung: 


Cc 
ad —By=a7+py=1 


in ganzen Zahlen o, 6 lésen kann; und zwar ist die allgemeinste 
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Lésung in einer ersten o,{, mittels einer beliebigen ganzen 
Zab] v in der Gestalt: 


c a 
a= ay—»(G), B= h+»(Z) 
darstellbar. Fiir die Koeffizienten von (12) findet sich jetzt: 
aa+tBe=A, yat+dc=0, yh+od=D, 
ab + Bd = (ab + Bd) + vD. 


Wahlt man demnach vy derart, daB der zuletzt angegebene 
zweite Koeffizient der Transformation (12) eine Zahl der Reihe 
0,1,2,.. ,D—41 wird, so ist damit V und also der zu wah- 
lende Reprdsentant: 


pave B 
(13) wo’ =4°5", sD=n, B=0,1,2,---,D—-1 

bestimmt. Aus den beiden hinzugefiigten Gleichungen zé&hlt 
man ab: Die Anzahl der verschiedenen Reprdsentanten fiir Trans- 
formation n*" Grades ist gleich der Teilersumme der Zahl n, 


welche durch D(n) bezeichnet werde. 


Man sagt, die Transformation gehiére ,,eigentlich* zum n‘*™ 
Grade, wenn die vier ganzen Zahlen a, b,c,d oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, die drei Zahlen A, B, D keinen gemein- 
samen Teiler > 1 haben. Liegt aber ein solcher Teiler o vor, 
so ist m durch o? teilbar, und die Forthebung des Teilers liefert 


eine eigentlich zum Grade 5 gehérende Transformation. Die 


Anzahl der eigentlich zum Grade n gehérenden Reprdsentanten ist 
w(n). Man kann nimlich nicht nur jede der w(m) in (6) be- 


Noy, NBy 


nutzten Transformationen U = ( i; welche offenbar eigent- 


Yr, Ov 
lich zum Grade m gehért, wie oben, durch einen Reprisentanten 
(13) mit teilerfremden A, B,D ersetzen, sondern auch um- 
gekehrt von jedem solchen Reprasentanten durch ein geeignet 
gewahltes V zu: 
Ao+B\ w&wo+f 
v( D Vee 


mit od’ — B’y’ = 1 gelangen (cf. ,,Mod.“ 2, 47) gelangen. Die 
Transformationen n®" Grades im allgemeinen Sinne setzen sich 
demnach aus allen Transformationen zusammen, welche eigentlich 
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zu den Graden + gehiren, wo o* alle quadratischen Teiler von n 


unter EinschluB von ot = 1 zu durchlaufen hat. Fir die Teiler- 
summe (2) ergibt sich hieraus: 


Din > (ss) 


wobei sich die Summe auf alle quadratischen Teiler 6? von n 
bezieht, oc? = 1 eingeschlossen. Die ®(n) Funktionen 


i(F “), 


d. h. alle unterschiedenen durch Transformationen mn‘ Grades 


herstellbaren Funktionen J (Gora) sind die Lésungen einer 
» Modulargleichung“, welche reduzibel ist, so oft m quadrati- 
sche Teiler >1 hat, und welche einfach das Produkt aller 


irreduzibelen Gleichungen (5) der Grade ~ darstellt. 


Die Transformation der Modulfunktionen hdherer Stufe ist 
nicht wesentlich komplizierter als diejenige von J(w), sobald 
nur der Transformationsgrad » gegen die etwa durch m zu 
bezeichnende Stufenzahl relativ prim ist. Es sei I’, entweder die 
_bisher so bezeichnete Hauptkongruenzgruppe des Index u = u(m) 
oder irgendeine awsgezeichnete Kongruenzgruppe m*®** Stufe des 
Index w; die Substitutionen von I’, seien etwa durch 


Onan 1, %, Ug, 


| bezeichnet, wihrend in 1, V,, V,,..,, V,_1 ein System beziig- 
\lich I, iniquivalenter Substitutionen vorliege. Der ,,FB“ der 

{I werde durch eine zugehérige Funktion z = Bey. z. B. die 
Funktion J(@), auf eine Riemannsche Fliche abgebildet, die F’, 

i genannt werde, und welche nach 8. 993ff, da I, ausgezeichnete 

|Untergruppe sein sollte, den mw Bubsionbionen V, entsprechend 
it Transformationen in sich, eine Gruppe G, bildend, zulaBt. 

Es sei nun zunichst » irgendein Punkt in der cw - Halb- 

jebene und ” eine positive ganze gegen m teilerfremde Zahl. 
|Setzt man w’ = na, so ist dadurch eine gegenseitig eindeutige 
|Beziehung zwischen zwei Punkten w,’ der Halbebene erklart. 
|Wir wollen diese Beziehung auf die Riemannsche Fliche F 

tbertragen, welche wir dem ,,FB“ der I’, entsprechend tber der 
| Pascal, Repertorium. I. 2. 2. Aufl. 64 
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Ebene einer zugehérigen Funktion z= p(w) lagerten. Einem 
ersten Punkte w entspreche die Stelle za der Flaiche, dem 
zugeordneten Punkte w die Stelle = y. 

Um aber die hiermit gewonnene Beziehung oder, wie man 
sagt, ,.Korrespondenz“ der Stellen z und y auf der Ee in ihrer 
vollen Bedeutung zu erfassen, lassen wir die Stelle x von ihrer 
Anfangslage irgendwelche geschlossenen Umlaufe auf der F, 
ausfiihren. Bisse Umliufe tibertragen sich in der w- -Halbebene 
auf die Wege von o zu den dquivalenten Punkten 


v4 (@), %(@),.- +5 


so daB die Frage entsteht, wie viele und welche unter den 
Punkten 
NW, 2V,(w), NV_(w),... 


beztiglich I, inaquivalent sind. Aus dem Umstande, daB n 
teilerfremd gegen m ist, folgt fiir die Hauptkongruenzgruppe 
Pum, sowie z. B. auch fiir die ausgezeichneten Gruppen Ig, 
und Iy,, der Stufen 8 und 16 (s. S. 997), daB nw und nv(o) 
stets und nur dann beziiglich I’, dquivalent sind, wenn der dritte 
Koeffizient y von v mit 0 (mod m) kongruent ist. Damit ge- 
langen wir zu einer Untergruppe des Index w(n) in I, so daB 
wir nur w() inaquivalente Stellen: 


(14) o=nwo, wo =—nv,(w), wo” =Nv,(w),°* 


a) = Ny _4 (w) 


gewinnen. Sie mégen die Stellen y= ¥, %,-- 4; Yay —1 der F 
liefern, so.daB also durch unsere Korrespondenz jeder Stelle x 
der F, ein System von w(n) Stellen yy, Yy, -- «5 Yy—1 zugeordmet ist. 

Man ziehe jetzt die « Transformationen der F, in sich 
heran. Die der Substitution V, entsprechende fiihre das Punkt- 


System Yo) Y1)---, Yy—1 liber in yo), y®,..., ys. Wir ge- 
winnen auf diese Weise im ganzen » Korrespondenzen, durch 
deren einzelne der Stelle x das Stellensystem (y®, y®, .. ., y—1) 


zugeordnet ist. Man kann diese Korrespondenz anch, dace 


festlegen, da man der Stelle die w(m) beziiglich I’, in aqui- — 


valenten Stellen: 


(15) a" = nV,(o), wo” = nv, (V;(o)), Peto co) = ny _1( Vo) ' 


entsprechen la8t. Setzen wir der Reihe nachi = 0,1,...,u—1, 


ON ee 
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50 erschipfen wir, wie sich leicht zeigen lat, damit alle ,,eigent- 
lich“ zum Grade n gehirenden Transformationen. - 

Invertieren wir jetzt die zuerst betrachtete Korrespondenz, 
indem wir dem Punkte y, der m entsprechen mag, den Punkt 


: a . . : 
X= x, der wo = es entspricht, zuordnen, so haben wir hier- 


bei wieder eine eigentlich zum Grade m gehérende Transfor- 
mation vor uns und gelangen also zu einer bestimmten anderen 
unter den m« Korrespondenzen (15). Wir erkennen, da die In- 
version gleichfalls wieder zu einer w(n)-deutigen Korrespondenz 
fihrt. Es handelt sich also hier wm w(n)-p(n)-deutige Kor- 
respondenzen zwischen Punktsystemen (a, %,..-,% _,) und 
CPA Peer Yp=1) der EE, Aus einer unter diesen Korrespon- 
denzen gehen die (wu —1) tibrigen hervor, indem man etwa bei 
festliegenden Stellen (x), #,,...,%,_,) das System 


Yas tir +9 Yas) 


den (uw —1) von der Identitat verschiedenen Transformationen 
der Gruppe G, unterwirft. Denken wir hierbei durch V, den 
Ubergang yon der ersten gur i Korrespondenz Aine. so 
kénnen wir durch Ausfiihrung einer gewissen Transformation V, 
von G, auf (%%, ,,-..,%,_1) zur ersten Korrespondenz zurtick- 
gelangen. Es folgt: Die einzelne Korrespondenz gestatiet w Trans- 
A aaa im sich, ber deren emzelner auf die Punktsysteme 
(CRAE ee és st (Yor Yr» +++) Yy—1) gleichzeitig die Trans- 
meicnen “ee und V, auszuiiben sind. Der einfachste Fall ist 
der, daB V,— V, ist, wo also beide Punktsysteme gleichzeitig 
dieselbe ee orormation erfahren; dieser Fali heiBt in ,,Mod.“ 
2, 133 der ,,Fall der Kogredienz“, man sche das Nihere a. a. O. nach. 

Hat die Flache Ff’, das Geschlecht p = 0, so gibt es eine 
zur I, gehérende Hauptfunktion g(w), die ie G, als eine 
Gruppe von « linearen Substitutionen darzustellen gestattet. 
Die einzelne Korrespondenz wird alsdann durch eine algebroische 
Gleichung: 


(16) G(g, g’) aC) 


w" Grades sowohl in mp wie yp dargestelit, welche als ,,Modu- 

largleichung m*” Stufe fiir Transformation n”” Grades“ bezetchnet 

wird. Liegt der Fall der Kogredienz vor, so geht die Glei- 

chung (16) in sich’ selbst ther, falls man g und gq’ gleich- 

zeitig den Substitutionen der G, unterwirft. Hierauf griindet 
64* 


1012 Kapitel XIX. Automorphe Funktionen. 


sich eine invariantentheoretische Methode zur Aufstellung der 
Gleichung (16). 

Die Modulargleichungen zweiter Stufe fiir k?(w) sind in 
anderer Gestalt am friihesten betrachtet; denn sie gehen aus 
jenen Modulargleichungen hervor, zu denen Jacobi in den 
ersten Artikeln der ,,Fundamenta nova“ (1829) fir die Funk- 


tion vu = Vi gefihrt wurde, und die im Anschlu8 an ihn durch 
Sohnke, J. f. Math. 16 (1836) weiter untersucht wurden. Wird 


die transformierte Funktion mit v = Vi bezeichnet, so gilt z. B. 
fiir n = 3: 
vt — ut — 2uv (ve? — 1) = 0 
und fiir n = 7: 
v + ui — 2vtut — 16 v8uF (vw — 1)? — 20v?u? (vu — 1)* 
— 8vu(vu — 1)®=0. 

Eine merkwiirdig einfache Form nimmt die erste dieser 
Gleichungen an, wenn man neben k*® und 7? noch die komple- 
mentiren Moduln k’? = 1 — k? und 1’? = 1 — 7? einfiihrt. Man 
rechne die Gleichung in: 

(v§ — uw)? = 4u?v2(v8a? — 1)? 
und von hier aus in: 


(1 — u8) (1 — 08) = (1 — uo?) 


um; geht man jetzt auf die Bezeichnungen k?, 1®, k’?, 1’? zuriick, 
so folgt nach Ausziehen die 4. Wurzel: 


(17) VEVt + VR Vi =1, 


eine bereits bei Legendre auftretende Gleichung. Kine ent- 
sprechend einfache Gestalt existiert fiir die Modulargleichung 
des 7. Transformationsgrades. Die fiir » = 7 angegebene Glei- 
chung gestattet die Umrechnung auf: 


(1 — u’) (1 — v8) = (1 — wv); 


durch Ausziehen der 8. Wurzel folgt die von Giitzlaff, J, f. 
Math. 12 (1832), angegebene Gestalt der Modulargleichung: 


(18) VEVILVE Vie 


Uber die weitere Literatur vgl. ,,Mod“. 2, 147ff. 
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Die wahre Bedeutung dieser Gleichungen ist erst durch 
Hurwitz, Gétt. Nachr., 1883, aufgedeckt und ergibt sich aus 
der Darstellung unserer Korrespondenzen, falls die Fliche F 
ein Geschlecht p > 0 hat. Nehmen wir als Beispiel die Haupt- 
kongruenzgruppe Timm) und als zugehérige Funktionen etwa die 
2 Modulformen z, von 8. 1003, so kinnen wir diese (vgl. 
8. 996) als homogene Koordinaten eines Raumes von 4(m— 3) 
Dimensionen interpretieren und finden in diesem Raume die 
Flache F, auf eine Kurve K abgebildet, welche  Kollineationen 
in sich (der G, entsprechend) gestattet. Auf dicser Kurve K 
hefert alsdann die eimzelne unserer Korrespondenzen eine w-w- 
deutige sogenannte ,,Modularkorrespondenz“, zu deren algebraischer 
Darstellung man (wegen der w simultanen Kollineationen der 
Korrespondenz im sich) wieder die Brauchbarkeit invarianten- 
theoretischer Methoden erkennt. Bei den ausgezeichneten Gruppen 
I, und I,, der 8. und 16. Stufe haben wir entsprechend die 
durch 

a+ e+ efG=—0 und &2£+2428=—0 


gegebenen Kurven K, und K, zugrunde zu legen (s. S. 998). 
Auf der K, liefert alsdann die Gleichung (17) fiir die 4-4- 
deutige Korrespondenz bei » = 3 einfach die Darstellung: 


XY, + %eYq + %z Ys = 0, 


wenn die einander korrespondierenden Punkte die Koordinaten 
L152, % und ¥;, Y_,¥Y3 haben. Entsprechend haben wir auf 
der K, als Darstellung der 8-8-deutigen Modularkorrespondenz 
bei m = 7 zufolge (18) wieder: 


1Yy + Wg Yq -b XgY3 = 0. 


Einen wesentlichsten Schritt zur Entwicklung der Modular- 
korrespondenzen sowie tiberhaupt der Theorie der algebraischen 
Korrespondenzen hat Hurwitz, Leipz. Ber. vom 11. Jan. 1886 


und Math. Ann. 28, 561ff., durch Heranziehung der Integrale 
erster Gattung getan, wobei insbesondere das Korrespondenz- 


| prinzip, die Anzahl der Koinzidenzen, d. i. der sich selbst ent- 


sprechenden Punkte, betreffend, in seiner endgiiltigen Gestalt 
aufgedeckt wurde. Speziell wegen der Modularkorrespondenzen 
sehe man Hurwitz, Math. Ann. 25, 183 (1884) und Leipz. 
Ber. yom 15. Dez. 1884. Die Anzahl der Koinzidenzen der 
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Modularkorrespondenz m‘* Stufe fiir den n°" Grad ist dabei auf 
zwei Weisen abzahlbar, und zwar erstlich aus der algebraischen 
Darstellung der Korrespondenz, wobei diese Anzahl in Abhan- 
gigkeit von  dargestellt wird durch die Teilersumme D(n) und 
dhnliche Funktionen von n, sowie durch jene zahlentheoretischen 
Funktionen von n, die als ganzzahlige Entwicklungskoeffizienten 
bei den Integralen erster Gattung m*” Stufe auftreten (s. 8. 999 ff). 
Die zweite Abzihlung der Anzahl der Koinzidenzen geschieht 
auf transzendentem Wege aus dem Ansatz der Transformationen 
n®” Grades 
, aatdb 
~ ca+d 


durch Diskussion der Gleichung w’ =, wobei sich die Koindi- 
denzenanzahl als eine Swmme von Klassenanzahlen ganzzahliger 
quadratischer Formen von negativer Determimante darstellt. Durch 
Gleichsetzung beider Ausdriicke derselben Anzahl entstehen die 
sogenannten ,,Klassenzahlrelationen“, deren Theorie Hurwitz all- 
gemein begriindete, nachdem Kronecker, J. f. Math. 57 (1860) 
spezielle Relationen dieser Art aus den Jacobischen Modular- 
gleichungen und Gierster, Gétt. Nachr. von 1879 und Math. 
Ann. 17, 71, ebensolche aus den Modulargleichungen 3. und 5. 
Stufe abgeleitet hatte.*) 


§$ 24. Die polymorphen Funktionen und ihre Differential- 
gleichungen. 


In § 13 bildeten wir einen beliebigen ,,FB“ durch eine 
zugehérige w-wertige automorphe Funktion z= g(£) auf eine 
u-blattrige geschlossene Riemannsche Fliche F' itiber der ¢- 
Ebene ab. Die Randkurven des ,,FB“ erscheinen dabei auf F' 
zu Paaren zusammengeheftet und liefern ein Querschnittsystem 
der Fliche; die so zerschnittene Flache midge durch F” be- 
zeichnet werden. Hat der ,FB“ feste Ecken, etwa in der An- 
zahl n, so mégen diese die nm Punkte ¢,, €,...,¢@, der Flache 
liefern; auf F” endet in jedem dieser Punkte ein Querschnitt. 

Die # = @() inverse Funktion mége durch £ = f(z) 
bezeichnet werden. Sie ist auf F'’ eindeutig, hat jedoch auf der 
unzerschnittenen Fldche F an den n Stellen e,,...,¢, Verzwei- 
gungspunkte und setzt sich bet irgendeinem. nicht gerade an 


1) In,, Mod.“ 2 findet man alle Einzelheiten der Transformations- 


theorie und ibrer zahlentheoretischen Anwendungen. 
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einen Verzweigungspunkt hindurchlaufenden geschlossenen Wege 
auf F in eme bestimmte lineare Funktion threr selbst fort: 


1) — &8(@) +8 
(1) SO) = eee 


In der Tat gelangen wir hier zu jenen Substitutionen der 
zugehorigen J” zurtick, welche den ,FB“ in die Aquivalenten 
Bereiche des zugehérigen zusammenhingenden Netzes WN iiber- 
fiihren. Im Anschlu8 an die durch die Gleichung (1) zum Aus- 
druck kommende Grundeigenschaft der Funktion ¢ = f(z) heiBt 
dieselbe eine ,,linear-polymorphe“ oder kurz ,,polymorphe“ Funk- 
tion auf der Riemannschen Fliache F’. 

Sind (= f'(z), 6°=f"(@), 6” =f'"(2) die drei ersten 
Ableitungen der polymorphen Funktion £, so zeigt sich (vgl. 
H. A. Schwarz, J. f. Math. 75, 292 (1872)), daB der sym- 
bolisch durch [€], zu bezeichnende Differentialausdruck: 


(2) Ls orig (77) 


gegentiber jeder linearen Substitution von §, also insbesondere 
gegeniiber unseren Substitutionen (1) invariant ist. Somit ist 
[¢], auf F eindeutig, und die nahere Untersuchung (vel. ,,Awt.“ 
2, 48) zeigt, daB es sich um eine zu F’ gehirige algebraische 
Funktion handelt. Bedienen wir uns (wie S. 967) zur Darstel- 
lung der algebraischen Funktionen von F' neben Z einer ge- 
eignet gewihlten Funktion w der Fliche F’, so entspringt far [£], 
eine rationale Darstellung in w und ¢: 


(3) [f], = R(w, 2). 


Die polymorphe Funktion ¢ = f(z) ist eine Lésung dieser Dijfe- 
rentialgleichung dritter Ordnung. 

Hat z. B. der ,FB“ das Geschlecht » =O und liegen n 
feste Ecken der Winkel an ne 2 vor, so wahle man ¢ als 
Hauptfunktion derart, daB ‘die in den festen Ecken vorliegenden 
Werte z= ¢,...,¢, durchweg endlich sind. In diesem Falle 
ist der mit der polymorphen Funktion £ = f(z) gebildete Aus- 
druck [£], rational in z allein, und auf Grund der Reihenent- 
wicklungen fiir ¢— (£) stellt man diese Funktion R(¢) fol- 
gendermaBen dar (vel. ,,Aut.“ 2, 49): 
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2 1 = 1\ 9 (&%) \. 
(4) [h—= ge lGa- + ra Sine 
Hierbei ist g(z) das folgende Produkt von Linearfaktoren: 


g(2) = (¢—4) @— &) --- @—&), 


wahrend G,_,(¢) fir » = 3 fortfallt und fiir m >3 eine zu- 
nichst nicht niher bestimmbare ganze Funktion (m — 4)**" Grades 
von z darstellt (vgl. ,,Aut.“ 2, 50). 

Schreibt man die Substitution (1) unimodular (vgl. S. 920), 
so gilt (vgl. Riemann, Werke, 1. Aufl, 415) der Satz, dag 
sich die beiden Funktionen: 


¢ ft 
Vg, => —— Vf = 
dz dz 


bei demjenigen Umlaufe von z, der & in den in (1) dargestellten 
Zweig unserer polymorphen Funktion wberfiihrt, in der Gestalt: 


(6) Z, = «Z, + BZ,, Zy = yZ, + OZ, 

bindr substitwieren. Stellt man aus Z, und Z, mittels zweier 
Parameter A, B die Funktionenschar: 

(7) Z=AZ,+ BZ, 


her und differenziert diese Gleichung zweimal nach z, so folgt 
durch Elimination von A und B: 


Z, ’ Ze 
Ze he 


LZ, ? Ly 
ae SAS 


- ; ae ke 
Z Z +2) pe Bal = 0. 


Durch Eintragung der Ausdriicke (5) fir Z,,Z, nehmen die 
drei hier auftretenden Determinanten die Werte: 


is 0,— +[§1, 


an: Die polymorphe Funktion € léBt sich als Quotient der beiden 
Gripen Z,, Z, darstellen, welche als spegielle Funktionen der 
Schar (7) partikulire Integrale der linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung: 


: a2Z 
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darstellen, deren allgemeimes Integral in (7) vorliegt. Im Falle 
p =O und m= 3 verlege man die drei Stellen e, nach: 


#=0,1, 00, 


so da8 der dritte Punkt ¢, nicht mehr im Endlichen liegt. Der 
Ausdruck R(z) andert sich dann ein wenig; die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung nimmt die Gestalt an: 


1 1 1 1 1 
() @z (=a a te Gla MEY 
a= 42? wee =e 42(z¢—1) eee 


Fihren wir statt Z die folgende Funktion: 


1 


(10) Wie 06 (7) a= 1)? (:-7) 


ein und schreiben zur Abkirzung: 


so geht die Gleichung (9) in die hypergeometrische Differential- 
gleichung: 

a*H aH 
eee 1) + le B+ ey] + of =O 


tiber. Die bei p = 0, m= 83 auftretenden polymorphen Funk- 
tionen € lassen sich demnach als Quotienten hypergeometrischer 
Reihen darstellen (vgl. H. A. Schwarz, J. f. Math. 75 (1872)). 
Man vgl. tibrigens Riemann, Gétt. Abh. 7 (1857) oder Werke, 
1. Aufl, 62, Klein, Math. Ann. 38, 144 (1890), sowie wegen 
der weiteren Literatur die ausfiihrliche Darstellung in ,,Aut.“, 2, 
109ff. und die Angaben im Encyklopidiereferat ,,Autom. Funkt. 
u. Modulfunktionen“, Encyklopidie 2, 2, 432 ff. 


§ 25. Existenzsitze der polymorphen Funktionen. 


Die groBe Bedeutung der polymorphen Funktionen ¢ = f(z) 
auf den Riemannschen Flachen F’ beruht auf den Eindeutigkeits- 
satzen von S. 967 ff., nach denen die algebraischen Funktionen der 
Flachen F, sowie beim Zutreffen gewisser Voraussetzungen die 
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Integrale der drei Gattungen und die Liésungen linearen Diffe- 
rentialgleichungen (2) 8. 968 eindeutige Funktionen von § werden. 
Kine Funktion ¢= f(z) heiBt demnach auch wohl eine _,,uni- 
formisierende Variableé der Riemannschen Fliche F’, und die 
Satze iiber die Existenz von polymorphen Funktionen der ver- 
schiedenen Arten auf Riemannschen Flichen heifen in diesem 
Sinne auch ,,Uniformisierungssdtze“. Eine Reihe wichtiger Sitze 
dieser Art ist von Klein Anfang der achtziger Jahre vorigen 
Jahrhunderts aufgestellt. Sie wurden von ihm als F'undamental- 
theoreme bezeichnet, weil Klein in ihnen mit Recht wichtige 
und abschlieBende Sitze der Riemannschen Funktionentheorie sak. 

Die spiitere ausfiihrliche Darstellung in ,,Awt.“ 2, 8. 2831f. 
hat fiir die verschiedenen Theoreme spezielle und sachlich be- 
griindete Namen eingefiihrt, die sich nach der Art des zu- 
gehérigen Polygonnetzes in der ¢-Ebene richten. Man hat also 
auf die S. 957ff. unter I, 1 usw. gegebene Klassifikation der 
Gruppen zuriickzugehen. Der dortigen Gruppenart I,1 entspricht 
das von Klein in den Math. Ann. 19, 565 aufgestellte Riick- 
kehrschnittheorem: Eine beliebige Riemannsche Fldche F' eines 
Geschlechtes p > 0. set mit p eimander nicht schneidenden und F 
nicht zerstiickenden Riickkehrschnitten versehen. Dann gibt es 
eme und im wesentlichen auch nur eine polymorphe Funktion §, 
die die zerschnittene Fldche auf einen Gruppen-,,DB“ mit 2p ge- 
trennt verlaufenden, einander paarweise zugeordneten Randkurven 
abbildet. Ein zweites Theorem schlieBt sich an die 8. 957 unter 
I, 2 genannte Gruppenart an, wo der ,,DB“ einen Hauptkreis 
hat und durch ihn in zwei symmetrische Hialften zerschnitten 
wird. Das Theorem bezieht sich auf sogen. orthosymmetrische 
Riemannsche Flichen #’. Eine solche Fliche gestattet eine sym- 
metrische Umformung in sich, bei der Ubergangs- oder Sym- 
metrielinien in gewisser Anzahl und von der Art auftreten, daB 
die Zerschneidung von F' lings dieser Linien zwei getrennte 
symmetrische Flichenhilften herstellt. Auf einer solchen Fliche 
mag man dann noch 2m paarweise symmetrische Punkte mar- 
kieren, die elliptische oder parabolische Hcken des ,,DB“ werden 
sollen, wobei im ersteren Falle die Periode der betreffenden 
elliptischen Substitution frei wihlbar ist. Auf diese Voraus- 
setzungen bezieht sich das erst in ,,Aut.“ 2, 283 ff. heraus- 
gearbeitete Hauptkreistheorem: Eine wie bezeichnet mit 2n Punk- 
ten signierte orthosymmetrische Riemannsche Fldche F besitzt eine 
und im wesentlichen nur eine polymorphe Funktion £, die dic 
gecignet zerschnitiene Fldche auf einen Gruppen-,,DB“ mit Haupt- 
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kreis von der unter I, 2 benannten Art abbildet. An die S. 958 
unter I, 2 genannten Gruppen schlieBt sich das Grenzkreistheorem 
an, zu dem Klein sehr frith gefiihrt wurde (s. Math. Ann. 20, 
49). Eine Fliche F mit beliebigem p sei mit m Punkten fiir 
elliptische oder parabolische Ecken signiert. Dann gibt es eine 
und wm wesentlichen nur eine polymorphe Funktion £, die die ge- 
eignet zerschnitiene Fldche F' auf einen Gruppen-,,DB“ mit Grenz- 
kreis von der S. 958 unter II, 2 gemeinten Art abbildet. Der ur- 
spriingliche Ausspruch des Theorems bei Klein bezieht sich auf 
den Fall m= 0. DaB € in jedem Falle ,im wesentlichen“ ein- 
deutig bestimmt ist, ist so gemeint, daB mit ¢ jede lineare 


Funktion {2745 
gilt, eine gleichartige Abbildung der verschnittenen Riemann- 
schen Flache leistet. 

Die drei genannten Theoreme stellen die einfachsten und 
wichtigsten Uniformisierungssiitze dar. Uber sie hinaus hat 
Klein in den Math. Ann. 20, 49 noch ein allgemeines Theorem 
aufgestellt, welches sich an die S. 958 unter III genannte 
Gruppengattung mit unendlich vielen Grenzkreisen anschlieBt. 
Alle diese Theoreme beziehen sich auf die Existenz polymorpher 
Funktionen auf endlichblittrigen geschlossenen Riemannschen 
Flichen. Sie sind also Uniformisierungssitze fiir irgendwelche 
algebraische Kurven, indem sie Darstellungen der Koordinaten 
der Kurvenpunkte als eindeutiger automorpher Funktionen liefern. 
Poincaré hat kurze Zeit spiter im Bull. Soc. M. 11, 112 eine 
Verallgemeinerung des Grenzkreistheorems aufgestellt, das im 
gleichen Sinne die Uniformisierung beliebiger analytischer Kur- 
ven lehrt. 

Fiir die Fundamentaltheoreme sind drei Beweisarten ent- 
wickelt. Die urspriinglichen Beweisansiitze von Klein und 
Poincaré arbeiten mit Kontinuititsbetrachtungen. (Vgl. Klein 
in den Math. Ann. 20, 206 oder Ges. math. Abh. 3, 704 und 
Poincaré in den Acta math. 4, 201. S. auch die spitere Dar- 
stellung in ,,Aué. 2, 285.) Beide sind insofern verschiedene 
Wege gegangen, als Klein mit dem Kontinuum der zerschnit- 
tenen Flichen und entsprechend mit dem Kontinuum beliebiger 
Gruppen-,,DB“ arbeitet, Poincaré dagegen mit dem Kontinuum 
der unzerschnittenen Flichen, dem ein Kontinuum ,,reduzierter“ 
»DB* entspricht. Poincaré wollte auf diese Weise ,,geschlossene“ 
Kontinua erzeugen. In jedem Falle gilt es die umkehrbar ein- 
deutige Beziehung beider Kontinua aufeinander festzustellen. 


die als nicht wesentlich von §& verschieden 
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Die Schwierigkeiten der Kontinuitiitsmethode veranlaBte spiter 
(1912) Brouwer und Koebe zu erneuten wichtigen Unter- 
suchungen. (S. den zusammenfassenden Bericht von Klein in 
den Ges. math. Abh. 3, 734 ff.) 

Ein zweiter Bewelsansatz, der mit der sogen. ,,Uberlage- 
rungsfitiche« arbeitet, ist von H. A. Schwarz angegeben und 
von Koebe mit groBtem Erfolge zum endgiiltigen Beweise aller 
von Klein und Poincaré aufgestellten Uniformisierungssitze 
entwickelt. (Vgl. die zahlreichen Abhandlungen Koebes seit 
1907 in den Gétt. Nachr., den Math. Ann. 67, 69, 72, 75, dem 
J. f. Math. 138, 189 usw.) Es wird der Ansgany genommen 
von einer Co- fachen Uberlagerung der gegebenen Fliche F, wie 
sie einem zugehérigen Polygonnetze entsprechen wiirde. Auf 
dieser oo-blattrigen », Uberlagerungsflache“ wird dann durch einen 
konvergenten Proze8 auf die Existenz einer polymorphen Funk- 
tion = f(z) geschlossen. Hine erschépfende Darstellung dieser 
Beweismethode zunichst fiir das Hauptkreis- und das Grenz- 
kreistheorem, sodann fiir das Riickkehrschnittheorem findet man 
in ,,Aul.“ 2, 439 ff. 

Ein dritter gleichfalls von Schwarz herrtihrender Beweis- 
ansatz beruht auf dem Existenzbeweise von Lésungen der Diffe- 
rentialgleichung: atu . atu 

dat" By? 
mit vorgeschriebenen Unstetigkeitsbedingungen auf beliebig ge- 
gebenen Flichen F. Der Beweis bezog sich urspriinglich nur 
auf das Grenzkreistheorem und ist in diesem Umfange zur 
Durchfiihrung gebracht durch Arbeiten von E. Picard im J. de 
Math. (4) 9, 273 (1893) und Poincaré im J. de Math. (5) 
4,137 (1898). Die Ausdehnung der Methode auf das Haupt- 
kreistheorem gelang L. Bieberbach. (,,4u =e” und die auto- 
morphen Funktionen“, Gott. Nachr. von 1912, S. 599.) Ubrigens 
sei noch allgemein wegen der Fandamentaltheorens auf das 
Referat des Were in Bd. Il, Teilband 2, S. 445 der ,,Encyklo- 
pddie der mathematischen Wissenschaften mit EinschluB ihrer An- 
wendungen‘‘ hingewiesen. 


§ 26. Geschichtliche Notizen.‘) 


Die in § 2 bis 11 behandelten geometrischen Vorstel- 
lungen sind fiir die Entwicklung der Theorie der automorphen. 


= Se” 


1) hae hierzu auch die Ausfiihrungen von Klein in ,,Ges. math. 
Abh.“ 3, 1, 477 und 577. 
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Funktionen grundlegend gewesen. Zu einer Zeit, als diese geo- 
metrischen Vorstellungen noch nicht allgemein bekannt waren, 
muBte demnach das Verstindnis derjenigen besonderen Modul- 
funktionen, auf welche die Theorie der elliptischen Funktionen 
gefthrt hatte, noch zu wiinschen tibrig lassen. So findet sich 
z. B. schon 1828 bei Jacobi, Werke, 1, 263, der Satz, daB 
die Funktion k?() bei allen Substitutionen unveriindert bleibt, 
welche, in unserer Terminologie gesprochen, die Hauptkongruenz- 
untergruppe 2. Stufe bilden. Aber die Beschaffenheit dieser 
Funktion k?(@), wie sie oben aus dem Dreiecksnetze der frag- 
lichen Gruppe folgt, bleibt im einzelnen noch undurchsichtig. 
Den gleichen Standpunkt nehmen im wesentlichen auch einige 
spatere rein analytische Entwicklungen ein, zu denen man auch 
die S. 999 genannten Arbeiten von Hermite zu rechnen hat. 

Eine tiefere Kenntnis nicht nur der analytischen, sondern 
auch der geometrischen Verhiltnisse unserer Funktionen hat 
GauB besessen, der von seinen Untersuchungen iiber das arith- 
metisch-geometrische Mittel und die Transformation der ellip- 
tischen Funktionen zu den Modulfunktionen gefiihrt wurde. Meh- 
rere aus dem NachlaB von GauB verdéffentlichte Fragmente 
(GauB, Werke 8, 99ff.) zeigen, daB GauB den Charakter der 
Abbildung der Ebene von z= k?(w) auf das zugehdérige Drei- 
ecksnetz der w-Halbebene klar erkannt hat, das Prinzip, durch 
symmetrische Reproduktion eines Kreisbogendreiecks Netze sol- 
cher Dreiecke herzustellen, allgemein erfaBte und vermutlich 
daraufhin auch das Auftreten von natiirlichen Grenzen bei ana- 
lytischen Funktionen gesehen hat. 

Von Riemann ist zu bemerken, daB sich die Theorie der 
Modulfunktionen und der automorphen Funktionen wesentlich 
auf der Grundlage seiner funktionentheoretischen Prinzipien ent- 
wickelt hat. Es kommen hier erstlich die Grundsitze in Be- 
tracht, welche Riemann in seiner Dissertation (Werke, S. 1) 
entwickelt hat, und weiter die Ausfiihrungen tiber die hyper- 
geometrische Reihe (Gétt. Abh. 7 (1857), Werke, 1. Aufl, 62), 
sowie die aus dem NachlaB herausgegebenen Entwicklungen 
liber lineare Differentialgleichungen (Werke, 1. Aufl, 357 (da- 
tiert 20. Febr. 1857)). Aber die Theorie unserer Funktionen 
kann nicht nur als eine Art Fortsetzung der Riemannschen Funk- 
tionentheorie angesehen werden, sondern Riemann hat diese Fort- 
setzung zum guten Teile bereits selbst besessen. Neben einigen 
schon friiher aus Riemanns NachlaB bekannt gewordenen Ar- 
beiten (Werke, 1. Aufl. 413 und 427) ist diese Sachlage am 
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deutlichsten bewiesen durch eine im Wintersemester 1858/59 
von Riemann gehaltene Vorlesung tber die hypergeometrische 
Reihe (herausg. von Wirtinger in B. Riemanns Werken, Nach- 
trige (1902)). 

Die nichste wichtige Arbeit ist die 8.1017 genannte Unter- 
suchung von Schwarz, J. f. Math. 75, (1872). Der Titel der 
Arbeit wendet sich zwar nur an diejenigen Funktionen, welche 
im Sinne der Sprechweise von 8. 944 zu Dreiecksnetzen erster 
Art gehiren. Die Arbeit bringt aber sehr wesentliche Auf- 
schliisse auch tiber die Funktionen der Dreiecksnetze zweiter 
und dritter Art. Eine weitere bedeutungsvolle Arbeit veréffent- 
lichte Schottky, J. f. Math. 83, 300 (1877), tiber diejenigen 
Funktionen, welche zu Bereichnetzen der in Fig. 23, 8S. 958, 
skizzierten Art gehdren, also zu solchen Netzen, bei denen feste 
Ecken des einzelnen ,,DB“ nicht auftreten und bei denen die 
ganze €-Ebene von einem einzigen Netze bis auf isoliert lie- 
gende Grenzpunkte iiberspannt ist. Noch etwas friiher hatte 
sich Fuchs in einem an Hermite gerichteten Briefe (J. f. Math. 
83, 13 (1876)) iiber einige die Theorie der Modulfunktionen 
betreffenden Punkte ausgesprochen, an welche er von seiten der 
Theorie der Differentialgleichungen herangeftihrt war. Die Ver- 
dffentlichung der Fuchsschen Untersuchung hatte die erfreuliche 
Folge, daB Dedekind in einem Briefe an Borchardt, J. f. Math. 
83, 265 (1878) zur Verdffentlichung seiner tief dringenden 
Untersuchungen iiber elliptische Modulfunktionen hervortrat. 

Zeitlich unmittelbar hieran schlieBt sich die gliinzende Reihe 
der Untersuchungen Kleins tiber die Modulfunktionen und die 
automorphen Funktionen, welche beginnen mit der Arbeit iiber 
»Hlliptische Funktionen und Gleichungen 5. Grades“ in Math. 
Ann. 14, 111 (1879) und ihren Hohepunkt in der Arbeit 
»Neue Beitrage zur Riemannschen Funktionentheorie“ in Math. 
Ann. 21, 141 (1882) finden. Endlich beginnen mit dem An- 
fang der achtziger Jahre die bewunderungswiirdigen Unter- 
suchungen Poincarés, welcher namentlich durch Fuchs’ Unter- 
suchungen tiber lineare Differentialgleichungen und durch Her- 
mites HinfluB angerect selbstindig an die Theorie der auto- 
morphen Funktionen herankam. Die rasch aufeinanderfolgenden 
Arbeiten Poincarés, Acta math. 1,1 und 193, 3, 40 usw. 
(1882ff.) legen Zeugnis von der Schnelligkeit der Auffassung 
und der Produktionskraft ihres Verfassers ab. 

Klein und Poincaré sind im Sommer 1881 miteinander 
persénlich in Fithlung gekommen. Ihr Briefwechsel ist von 
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Norlund in den Act. math. 39 verdtfentlicht (abgedruckt in 
»Ges. math. Abh.« 3, 587 ff.) und gibt einen interessanten Ein- 
blick in die Entstehungsgeschichte der Theorie der automorphen 
Funktionen. In einer aiuferlichen Hinsicht ist eine Unstimmig- 
keit zwischen Klein und Poincaré bestehen geblieben. Poin- 
caré war durch eine Abhandlung von Fuchs ter Differential- 
gleichungen zu seinen ersten Untersuchungen tiber automorphe 
Funktionen gefiihrt. Diese Zufalligkeit veranlaBte Poincaré 
zur Wahl der Benennung ,,Fonctions fuchsiennes“, ein Umstand, 
der nur dadurch miglich wurde, da8 Poincaré in jener Zeit 
noch unbekannt mit der gesamten voraufgehenden deutschen 
Literatur des Gegenstandes war. Wenn Poincaré auch die 
tiberzeugenden sachlichen Griinde, die Klein gegen die gewihlte 
Personalbenennung geltend machte, anerkannt hat (Brief an 
Klein vom 27. Juni 1881), so hat er doch seine Benennung 
beibehalten. Klein hat spiterhin den Namen _,,Automorphe 
Funktionen“ vorgeschlagen, der beifallige Aufnahme gefunden hat. 

Die weitere Entwicklung hat die Beweise der Existenz- 
theoreme der polymorphen Funktionen, tiber die bereits in § 25 
berichtet wurde, sowie die beiden Werke gebracht, die auf den 
voraufgehenden Seiten als ,Mod.“ und ,,Aut.“ haufig zu nennen 
waren. Aber auch heute darf man sich der AuBerung Kleins 
aus dem vorigen Jahre (1923) anschlieBen (Ges. math. Abh. 3, 
586): ,,Trotz den erreichten Fortschritten mu8 das unbefangene 
Urteil lauten, daB die Theorie der automorphen Funktionen 
heute keineswegs abgeschlossen ist und der ktinftigen Forschung 
noch ein weites Feld bietet.“ 
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